PODPIS ZAUFANY

MICHAL JERZY
ECKSTEIN

23.02.2023 15:22:35 [GMT+1]
Dokument podpisany elektronicznie
podpisem zaufanym

Autoreferat

PRZYCZYNOWOSC W TEORII KWANTOWEJ
[ JEJ UOGOLNIENIACH

MICHAL ECKSTEIN

Instytut Fizyki Teoretycznej
Wydzial Fizyki, Astronomii i Informatyki Stosowane;j

Uniwersytet Jagiellonski

Krakow, 23 lutego 2023

Dotyczy osiggnieé, o ktorych mowa w art. 219 ust. 1 pkt. 2 ustawy z dnia 20 lipca 2018 r.
“Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce” (Dz. U. z 2021 r. poz. 478 z pdoz. zm.).



Spis tresci

1

2

Dane osobowe

Dyplomy i stopnie naukowe

Dotychczasowe zatrudnienie w jednostkach naukowych

3.1 Zatrudnienie etatowe . . . . . . L,

3.2 Umowy cywilno-prawne . . . . . . . . . ..

Opis gléwnego osiggniecia naukowego

4.1 Wstep . . o o e e
4.1.1 Pojecie przyczynowosci we wspotczesnych teoriach fizycznych . . . . . . .
4.1.2 Kwantowa czasoprzestrzen i kwantowa grawitacja . . . . . . . . ... ..
4.1.3 Zasada ,no-signallingu” i uogélnienia teorii kwantowej . . . . . . . . . ..
4.1.4 Przeglad wktadu habilitanta w zagadnienie przyczynowosci . . . . . . . .

4.2 Struktura przyczynowa w kwantowych czasoprzestrzeniach [H1-H5] . . . . . ..
4.2.1 Przyczynowosé w przestrzeni stanow [H1| . . . . . . ... ... ... ...
4.2.2  Przyczynowos$é w czasoprzestrzeniach prawie przemiennych [H2| . . . . .
4.2.3 Czasoprzestrzen dwuplatowa [H3] . . . . . ... ... ... .. ...
4.2.4 Geometria nieprzemienna a Zitterbewegung [H4] . . . . . .. .. ... ..
4.2.5 Kwantowe czasoprzestrzenie — operacyjny punkt widzenia [H5| . . . . . .

4.3 Relatywistyczna przyczynowos$¢ w teoriach probabilistycznych
[H6-HO| . . . .
4.3.1 Struktura przyczynowa dla miar probabilistycznych [H6] . . . . . . . ..
4.3.2  Przyczynowa ewolucja pakietow falowych [H7| . . . . ... ... ... ..
4.3.3 Operacyjna przyczynowos¢ w relatywistycznej czasoprzestrzeni [H8| . . .
4.3.4  Wieloczastkowa struktura przyczynowa [H9| . . . . . . .. ... ... ..

Inne osiggniecia naukowe

5.1 Inne publikacje naukowe . . . . . . ..o

5.2 Skrétowy opis pozostalych tematéw badawczych . . . . . . .00 0000

5.2.1

0.2.2

5.2.3
5.2.4
0.2.5
5.2.6
0.2.7
5.2.8

Scisle rozwigzania rownan Einsteina opisujace podwéjne czarne dziury
[02-04] . . . . .
Slady operatoréw ciepta, dziatanie spektralne i wymiar spektralny

[O1, O7, 08, O10] . . . . . .
C*-algebry, K-teoria i grupoidy [O5, O6] . . . . .. ... ... ... ...
Krzywizna przestrzeni nieprzemiennych [O9] . . . . ... ... ... ...
Kwantowe czarne dziury [O11, O13, O16] . . . . . . . .. ... ... ...
Testy mechaniki kwantowej w fizyce czastek [O14, O23] . . . . . . . . ..
Kwantowy optymalny transport [O15, 020, O22] . . .. ... ... ...
Filozoficzne podstawy fizyki [O12, O21] . . . . .. ... ... ... ...

10
12
15
20
23
27

29
30
34
41
48



5.3 Wspoélpraca miedzynarodowa . . . . . . . . ... 60

5.3.1 Lista wspotpracownikow naukowych . . . . . . ... .. ... 60

5.3.2 Prezentacje na konferencjach naukowych i seminariach . . . . ... . .. 62

6 Osiggniecia dydaktyczne, organizacyjne oraz popularyzujgce nauke 64
6.1 Osiagniecia promotorskie i dydaktyczne . . . . . . . .. ..o oL 64
6.2 Popularyzacjanauki . . . . .. ..o 64
6.2.1 Artykuly popularnonaukowe . . . . . ... ... L 64

6.2.2 Wyklady popularnonaukowe . . . . . ... ... 65

6.2.3 Audycje radiowe i podkasty . . . .. ... L 66

6.2.4 Inna dziatalno$¢ popularyzatorska . . . . . . .. .. .00 66

7 Wybrane nagrody i wyrdznienia 67



1

Dane osobowe
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Dyplomy 1 stopnie naukowe

e 9.2014 — doktorat z matematyki, rozprawa: ,Spectral action — beyond the almost commu-

3.1

3.2

tative geometry”, promotor: Andrzej Sitarz, dyplom z wyr6znieniem, Wydzial Matematyki

i Informatyki, Uniwersytet Jagiellonski.

6.2010 — magisterium z fizyki teoretycznej, rozprawa: ,,Anomalies in noncommutative geo-
metry”, promotor: Andrzej Sitarz, dyplom z wyr6znieniem, Wydziat Fizyki, Astronomii

i Informatyki Stosowanej, Uniwersytet Jagiellonski.

Dotychczasowe zatrudnienie w jednostkach naukowych

Zatrudnienie etatowe

10.2020 — teraz, asystent badawczy w Zakltadzie Optyki Atomowej, Instytut Fizyki Teore-

tycznej, Wydzial Fizyki, Astronomii i Informatyki Stosowanej, Uniwersytet Jagiellonski.

10.2017 — 09.2020, adiunkt badawczy w Instytucie Fizyki Teoretycznej i Astrofizyki, Wy-
dzial Matematyki, Fizyki i Informatyki, Uniwersytet Gdanski.

10.2014 — 09.2017, asystent badawczy w Zaktadzie Teorii Pola, Instytut Fizyki, Wydzial

Fizyki, Astronomii i Informatyki Stosowanej, Uniwersytet Jagiellonski.

Umowy cywilno—prawne

9.2022 — teraz, umowa o dzieto w ramach projektu Maestro “Przyczynowosé relatywistycz-
na a przetwarzanie informacji” (Maestro NCN UMO-2021/42/A/ST2/0035, kierownik:
Pawel Horodecki), Miedzynarodowe Centrum Teorii Technologii Kwantowych, Uniwersy-
tet Gdanski.

3.2017 — 1.2018, umowa o dzielo w ramach projektu “Quantum phenomena: Between the
whole and the parts” (John Templeton Foundation grant ID 56033, kierownicy: Michat
Horodecki i Pawet Horodecki), Wydzial Fizyki Technicznej i Matematyki Stosowanej,
Politechnika Gdanska.



4 Opis gléwnego osiagniecia naukowego

Moim gléwnym osiggnieciem, o ktérych mowa w art. 219 ust. 1 pkt. 2 Ustawy, jest cykl po-
wiazanych tematycznie artykutéw naukowych poswiecony problemowi przyczynowosci relaty-

wistycznej w teorii kwantowej oraz pewnej klasie jej uogélnien.

Cykl powigzanych tematycznie artykutléw naukowych
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4.1 Wstep

4.1.1 Pojecie przyczynowosci we wspolczesnych teoriach fizycznych

Pojecie przyczynowosci odgrywa centralna role w dyskursie naukowym. Poszukiwanie efek-
tywnych przyczyn postrzeganych zjawisk, bedace pierwotnie celem filozofii przyrody, stato sie
stopniowo domeng fizyki. Az do XX wieku panowalo przekonanie, ze nie istniejg zadne funda-
mentalne ograniczenia dla naszego dazenia do rozwiklywania przyczynowych tancuchéw zda-

rzen.

Pierwsza rewolucja zostata wywotana przez teorie wzglednosci Einsteina i nastepujace roz-
liczne dowody empiryczne, ze skonczona predkosé swiatta w prozni jest w istocie predkoscia
graniczna, z ktéra moga rozprzestrzeniac¢ sie wszystkie fizyczne sygnaty. Ogolna teoria wzgled-
nodci postuluje, iz Wszech§wiat ma strukture gtadkiej rozmaitosci z metryka lorentzowska. Ta
ostatnia indukuje strukture przyczynowa, czyli pewng relacje binarna, na zbiorze zdarzen —
czyli punktéw rozmaitosci Wszech$wiata. Lokalnie, relacja przyczynowa jest porzadkiem cze-
Sciowym, ale globalnie jest tak wtedy i tylko wtedy gdy Wszechswiat nie zawiera zamknietych
krzywych przyczynowych. Badania relatywistycznej struktury przyczynowej daty poczatek ,lo-
rentzowskiej teorii przyczynowosei” [181]. Jedna z jej najbardziej frapujacych konsekwencji jest
generyczne istnienie nieprzedtuzalnych (w przesztosé lub w przysztosé) krzywych przyczyno-
wych [132, 196]. Implikuje to przerwanie przyczynowego lancucha zdarzen w osobliwosciach

czasoprzestrzennych, co stanowi jedna z gléwnych zagadek fizyki teoretycznej.

Drugim przewrotem w fizyce XX wieku byto odkrycie teorii kwantéw, ktéra poddata w wat-
pliwos¢ gteboko zakorzeniona deterministyczna wizje nauki. Istnienie zmiennych komplemen-
tarnych, takich jak potozenie i ped czastki, implikuje fundamentalne zasady nieoznaczono-
Sci. Wyznaczaja one nieprzekraczalne granice doktadnosci pewnych pomiaréw, a tym samym
ograniczaja a priori naszg wiedze o uktadach fizycznych. W odréznieniu od teorii klasycznej,
mechanika kwantowa implikuje, ze wtasnosci czastek nie istnieja w sposob niezalezny od ak-
tu pomiaru. Klasyczne zdarzenie powstaje dopiero na skutek interakcji czastki z urzadzeniem
pomiarowym [128]. Ponadto, wyniki pomiaru uktadu kwantowego sa ,ontycznie” losowe — to
znaczy, ze nie ma we Wszech$wiecie zadnych zdarzen, ktore mogtyby je spowodowaé¢. Kwantowa
losowosé wydaje sie podwazaé same podstawy fizyki, gdyz oznacza ona, ze teoria kwantowa nie
jest w stanie przewidzie¢ zdarzen z pewnoscia [97]. Z drugiej strony, kwantowa losowo$é moze
by¢ wykorzystywana do zadan zwiazanych z przetwarzaniem informacji [21], w szczegolnosci do
kryptografii [120].

Pojecia przyczynowosci stosowane w kontekscie (ogolnej) teorii wzglednosci i mechaniki
kwantowej sa zupelnie rézne. Pierwsze z nich opiera sie na fakcie, ze pewne zdarzenia nie
mogly wplynaé¢ na inne zdarzenia, podczas gdy drugie odnosi sie do fundamentalnego braku
przyczyny efektywnej wynikéw poszczegdlnych pomiaréw. Réwniez struktury matematyczne
stojace za tymi dwoma pojeciami sa bardzo odmienne: geometria lorentzowska z jednej strony

i algebry operatorow z drugiej.



Ta dychotomia stata sie przyczyna powaznych kontrowersji, zapoczatkowanych przez stynna
debate Bohra z Einsteinem [38, 97|. Nielokalnos¢ i kolaps funkcji falowej w ztozonych uktadach
kwantowych wydawaty sie kolidowaé¢ z relatywistyczna zasada lokalnosci i postulatem braku
natychmiastowego ,dziatania na odlegtosé¢”. Paradoks EPR zostat rozwiazany dzieki zrozumie-
niu, ze cho¢ zjawiska kwantowe sa rzeczywiscie nielokalne, to ta wlasno$é nie pozwala na zadna
nad$wietlng komunikacje. Jest to w istocie bezposrednia konsekwencja liniowosci formalizmu
kwantowego [86, 255].

W miedzyczasie teoria kwantowa zostata zunifikowana ze szczegélng teorig wzglednosci w ra-
mach kwantowej teorii pola. Ta ostatnia okazala sie niezwykle doktadnym opisem zjawisk przy-
rodniczych, dajacym formalne podstawy dla Modelu Standardowego czastek elementarnych.
W ramach kwantowej teorii pola ograniczenia natozone przez relatywistyczna przyczynowos$é
sg realizowane przez wymaganie aby obserwable zwiazane z przestrzennie rozdzielonymi regio-
nami czasoprzestrzeni komutowaly [128, 253].

Pomimo ogromnego sukcesu kwantowej teorii pola w modelowaniu zjawisk przyrodniczych,
jej matematyczne podstawy nadal sa Zrédtem probleméw. Jej moc predykcyjna opiera sie na
rozwinieciach perturbacyjnych, uzupetnionych przez wyrafinowane schematy renormalizacji.
Jednak szczegoly teorii nieperturbacyjnej sa w duzej mierze nieznane i nie jest nawet jasne,
czy taka teoria moze zostaé¢ skonstruowana. W istocie, nie znamy obecnie zadnej nietrywialnej
oddziatujacej kwantowej teorii pola w 3+1 wymiarach czasoprzestrzennych, ktora spetniataby

jakikolwiek standardowy zestaw aksjomatow [149].

Niezgodno$¢ pomiedzy relatywistycznymi i kwantowymi postulatami implikuje, ze nasze
obecne rozumienie przyczynowosci oparte na klasycznej strukturze relatywistycznej musi zo-
sta¢ zmodyfikowane, zar6wno od strony formalnej, jak i pojeciowej. Taka modyfikacja moze
pochodzié¢ albo z  kwantyzacji” klasycznej czasoprzestrzeni i/lub grawitacji, albo z modyfikacji
podstawowych zasad samej mechaniki kwantowej lub, co wydaje sie catkiem prawdopodob-
ne, jakiejs kombinacji obu tych podej$é. Naruszenie klasycznej einsteinowskiej przyczynowosci
prowadzi do paradokséw logicznych, a tym samym ujawnia wewnetrzna niespojno$é przyjete-
go modelu teoretycznego. W konsekwencji, opracowanie nowej Scistej struktury przyczynowe;j
moze stanowi¢ istotny drogowskaz na drodze do spdjnej teorii unifikujacej fizyke kwantowa

1 grawitacyjna.

4.1.2 Kwantowa czasoprzestrzen i kwantowa grawitacja

Koncepcja skwantowanej czasoprzestrzeni byla rozwazana juz przez W. Heisenberga (zob. [3]),
jako mozliwy sposéb na zapewnienie naturalnej regularyzacji dla kwantowej elektrodynamiki.
Pierwszy konkretny model, oparty na nieprzemiennej algebrze ,wspotrzednych” czasoprzestrzen-
nych, zostal skonstruowany przez H. Snydera w 1947 roku [224]. Takie podejscie mozna umo-
tywowadé poprzez rozwazenie fizycznego procesu pomiaru na bardzo krotkich skalach odleglosci
[143]. Po stronie matematycznej prowadzi to do modeli opartych na geometrii przemiennej
[68, 164] i grupach kwantowych |93, 165, 256].



Problem kwantowania czasoprzestrzeni jest $cisle zwigzany, cho¢ nie rownowazny, z zagad-
nieniem kwantowania pola grawitacyjnego. Obecnie istnieje cata gama podejsé do kwantowej
grawitacji (zob. np. [172, 191]), ktore zapoczatkowaly postep w wielu dziedzinach matematyki,
w szczegbdlnosci w geometrii rozniczkowej, teorii weztow, teorii grup i algebrach operatorowych.
Po stronie empirycznej, nowa dziedzina fenomenologii kwantowej grawitacji [6] daje nadzieje
na sprawdzenie czy ktorys sposréd schematow kwantowania grawitacji jest poprawny. Na dzien
dzisiejszy, niektore z modeli oparte na zmodyfikowanych relacjach dyspersyjnych [7] i ziarni-
stosci czasoprzestrzeni zostaly sfalsyfikowane na podstawie wynikow obserwacji astrofizycznych
[1, 204, 235|. Nie jest jednak jasne, ktore ze znanych podej$¢ do kwantowej grawitacji (o ile
ktorekolwiek) okaze sie poprawnym opisem zjawisk w skali Plancka.

Oczywiscie, kwantyzacja czasoprzestrzeni i/lub pola grawitacyjnego wymusza modyfikacje
standardowej relatywistycznej struktury przyczynowej. Przewaza poglad, iz kwantyzacja pola
metrycznego lub samej czasoprzestrzeni powoduje ,rozmycie” struktury przyczynowej (por. np.
[43, 129]) — zob. Rys. 1 (a). Stwarza to glebokie problemy koncepcyjne dla standardowej
kwantowej teorii pola, w szczegdlnosci w kontekscie aksjomatu ,mikroprzyczynowosci” (zob. np.
[11, 123, 225]). Zupekie inny obraz wylania sie ze (skwantowanej) teorii twistorow [199, 201],
w ktorej struktura przyczynowa jest sztywna, ale samo pojecie zdarzenia czasoprzestrzennego

staje sie nieostre - zob. Rys. 1(b).

Rysunek 1: (R. Penrose [199, Rys. 33.7]) Dwie wizje struktury przyczynowej w hipotetyczne;
kwantowej teorii grawitacji: (a) Przewazajacy punkt widzenia na skwantowang czasoprzestrzen
glosi, ze metryka czasoprzestrzeni, a wiec i struktura przyczynowa, staje sie rozmyta w konse-
kwencji pewnej fundamentalnej czasoprzestrzennej relacji nieoznaczonosci. (b) Alternatywna
perspektywa mowi, iz hipotetyczne nieoznaczonosci kwantowej grawitacji wptynetyby na samo

pojecie zdarzenia, przy jednoczesnym zachowaniu jakiejs struktury stozka przyczynowego.



4.1.3 Zasada ,no-signallingu” i uogdlnienia teorii kwantowej

Wiekszos¢ teorii kwantowej grawitacji zaktada — jak sama nazwa wskazuje — ze podstawowe
zasady mechaniki kwantowej sg uniwersalnie prawdziwe, podczas gdy struktura relatywistyczne;j
czasoprzestrzeni wymaga modyfikacji. Mozna, zamiast tego, zachowa¢ klasyczny relatywistycz-
ny model czasoprzestrzeni i zrezygnowac z niektorych podstawowych zasad kwantowych. W tym
kontekscie rozwaza sie modele kolapsu funkcji falowej [15], majace na celu wyjasnienie przejscia
miedzy kwantowym mikro§wiatem a klasycznym makroswiatem. Modele takie zwykle wigza sie
z nieliniowa modyfikacja rownania Schrodingera, ktora wywotuje spontaniczny kolaps funkcji
falowej obiektow mezoskopowych. Jednakze N. Gisin udowodnit [119], Ze deterministyczna nie-
liniowa kwantowa dynamika umozliwialaby nad$wietlny przesyt informacji poprzez pomiary
projektywne. Problem ten mozna obejs¢ wprowadzajac element stochastyczny, ktory zapobiega
tamaniu przyczynowosci [14], lub tez poprzez modyfikacje statycznej struktury teorii kwantow
[78, 219].

Niemozno$¢ nad$wietlnej komunikacji, wymuszona przez relatywistyczna strukture przyczy-
nows, znana jest rowniez jako zasada no-signallingu. Wzieta ona swoj poczatek w stynnym tescie
Bella [44], w ktorym dwie oddzielone od siebie w przestrzeni strony dokonuja lokalnego pomiaru
na dwoch skorelowanych systemach fizycznych — zob. Rys. 2(a). Uzyskane prawdopodobien-
stwa par wynikéw, warunkowane parami ustawienn pomiaréw, pozwalaja okresli¢ site korelacji.
Stynna nieré6wnosé¢ Bella-CHSH [18, 63] podaje ograniczenie, S < 2, na pewna miare korelacji,
osiggalng w kazdym lokalnym realistycznym (tj. ,klasycznym”) modelu. Z drugiej strony, me-
chanika kwantowa pozwala na uzyskanie S < 2v/2 poprzez wykorzystanie stanoéw splatanych
[18, 62]. Wartos¢ ta znajduje si¢ jednak ponizej algebraicznego maksimum dla wielkosci S, ktore
jest réowne 4.

W 1994 roku S. Popescu i D. Rohrlich pokazali [207], ze istnieje teoria (tzw. PR-boxy lub
boxy no-signallingowe), w ktorej granica S = 4 jest osiggana, a mimo to zasada no-signallingu
jest nadal spelniona. W ogoélniejszym przypadku, obejmujacym wiele stron i wieksza liczbe moz-
liwych ustawien i wynikéw pomiaréw, istnieje cate multum teorii probabilistycznych zgodnych
z zasadg no-signallingu, a jednoczes$nie dopuszczajacych korelacje silniejsze niz kwantowe — zob.
np. [2, 141, 185, 186]. W jednej z ostatnich prac P. Horodecki i R. Ramanathan pokazali [141], iz
standardowe trojstronne ograniczenia typu ,no-signalling” sa wystarczajace, ale nie konieczne,
dla zapewnienia niemoznosci operacyjnego nadswietlnego transferu informacji. W ogélnosci, ko-
relacje pomiedzy dwoma odleglymi od siebie stronami moga zmieniaé¢ sie nielokalnie, ale lokalne
statystyki detekcji kazdej ze stron musza by¢ zachowane. Horodecki i Ramanathan udowodni-
li, ze istnieja czasoprzestrzenne konfiguracje trzech stron, w ktorych Charlie moze wptywaé
nielokalnie na korelacje pomiedzy wynikami pomiaréw Alicji i Boba (zob. Rys. 2(b)), a mi-
mo to relatywistyczna struktura przyczynowa pomiedzy wszystkimi zdarzeniami zwigzanymi

z pomiarami jest zachowana.
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Rysunek 2:  Diagramy czasoprzestrzenne dla eksperymentéw typu Bella. (a) Dwie

przestrzennie-rozdzielone strony, Alicja (A) i Bob (B) dokonuja pomiaréw na dwoch skore-
lowanych czastkach, wybierajac ustawienia detektorow i uzyskujac wyniki (x,a) oraz (y,b),
odpowiednio. Zasada no-signallingu méwi, ze lokalna statystyka detekcji Alicji nie moze zale-
ze¢ od ustawienn Boba i odwrotnie. Laczna statystyka detekcji, dostepna w przecieciu stozkow
przysztosci Alicji i Boba, J*(A) N J*(B), ujawnia korelacje pomiedzy mierzonymi czastkami.
(b) W ogolniejszym scenariuszu z pracy [141] (por. takze [127]) trzecia strona, Charlie (C'),
oddzielona przestrzennie zaréwno od Alicji jak i od Boba, moze wptywacé nielokalnie — poprzez
wybor swoich ustawieri pomiarowych — na korelacje pomiedzy czastkami Alicji i Boba, ale nie
na ich lokalne statystyki detekcji. Zasada no-signallingu nie jest tamana, poniewaz obszar cza-
soprzestrzeni, w ktorym Alicja i Bob mogg poréwna¢ wspolng statystyke zawiera sie w stozku
przysztosci interwencji Charliego, JT(A) N J*(B) C J*(C).

4.1.4 Przeglad wktadu habilitanta w zagadnienie przyczynowos$ci

Glownym celem cyklu artykutéw naukowych wymienionych w Sekeji 4 byto zbadanie, przy uzy-
ciu nowatorskich $cistych koncepcji matematycznych, mozliwych struktur przyczynowych poza
sztywnym paradygmatem relatywistycznym oraz kwantowym. Badania te naleza do szeroko
pojetej dziedziny fizyki matematycznej.

Moim pierwszym kluczowym wynikiem w dziedzinie przyczynowosci, ustanowionym we
wspolpracy z Nicolasem Franco w [H1]|, byl dowod, ze kwantowe przestrzenie — modelowane
przez przestrzenie stanéw czystych nieprzemiennych C*-algebr— mozna wyposazy¢ w relacje
porzadku przyczynowego indukowana przez strukture trojek spektralnych Connesa [68]. Za-
pewnia to $cista implementacje pojecia przyczynowosci opisanego na Rys. 1(b). W kolejnych
dwoch artykutach [H2, H3| obliczylismy explicite strukture przyczynowa dla dwoch ,prawie
przemiennych” czasoprzestrzeni, ktore pojawiaja sie naturalnie w zastosowaniach geometrii nie-
przemiennej w fizyce czastek [242] i kosmologii [166]. W [H4| pokazalismy, ze prawie przemienna
geometria dwuplatowej czasoprzestrzeni [H3| rzuca nowe $wiatto na zjawisko Zitterbewegung dla
masywnych fermionéw Diraca, umacniajac jego geometryczna interpretacje [42, 66, 198] w du-
chu oscylacji chiralnych [32]. Jak wyjasniono w pracy [H4|, warunki przyczynowosci uzyskane
w [H3| moga by¢ postrzegane jako ,kwantowe ograniczenie predkosci” (por. [96]) i testowane

w symulatorach kwantowych. Co wiecej, zaproponowana ,nieprzemiennie-geometryczna” struk-



tura przyczynowa sugeruje nowa zasade konstruowania kwantowych teorii pol cechowania [H5].

Nasze wyniki sg powszechnie uznawane za cenny wktad do lorentzowskiej geometrii nie-
przemiennej (zob. m.in. |25, 26, 34, 36, 79, 81, 84, 85, 168, 169, 227, 238, 245|). Struktura
przyczynowa wprowadzona w |[H1| byta badana dla plaszczyzn Moyala [51, 107| oraz kwan-
towej czasoprzestrzeni k-Minkowskiego [108]. Wyniki dotyczace dwuplatowej czasoprzestrzeni
[H3], wraz z ich fizycznym zastosowaniem [H4|, zainspirowaly badania nad relacjami dyspersji
[251] oraz zastosowaniami semiriemannowskiej geometrii nieprzemiennej w fizyce czastek [33].
Ponadto, praca [H1| stanowita wazny krok na drodze do algebraicznej charakteryzacji odlegto-
Sci lorentzowskiej, ktora pojawita sie jako hipoteza w pracy G.N. Parfionowa i R.R. Zapatrina
z 2000 roku [192] i zostala ostatecznie udowodniona w 2018 roku przez E. Minguzziego [179, 180].
Ponadto, praca [H1| wywarta wptyw na prace z zakresu ogolnej teorii przyczynowosci [47, 181].

Ogolne pojecie struktury przyczynowej zaproponowane w pracy [H1| moze by¢ rowniez za-
stosowane dla standéw mieszanych na algebrze funkcji na rozmaitosci czasoprzestrzennej, ktore
odpowiadaja borelowskim miarom probabilistycznym na klasycznej czasoprzestrzeni. To zagad-
nienie naukowe stato sie tematem pracy doktorskiej Tomasza Millera z dziedziny matematyki,
w ktorej pelitem role promotora pomocniczego. Razem stworzyliSmy matematyczne podstawy
teorii przyczynowosci dla miar probabilistycznych [H6|, odkrywajac gltebokie zwiazki pomie-
dzy geometria czasoprzestrzenna a teoria optymalnego transportu. ZastosowaliSmy opracowana
teorie do badania przyczynowosci w mechanice falowej [H7| rzucajac nowe $wiatto na twier-
dzenie Hegerfeldta [133, 134]|. Nastepnie, we wspolpracy z Pawlem i Ryszardem Horodeckimi,
zaproponowalismy [HS8|, bazujac na formalizmie miarowym z pracy [H6|, system aksjomatow re-
alizujacych zasade ,,dynamicznego no-signallingu”. Ma ona zastosowanie nie tylko do przypadku
mechaniki kwantowej, ale stanowi narzedzie do sprawdzania zgodnosci relatywistycznej struktu-
ry przyczynowej z dowolng — wykraczajaca poza kwanty — teorig probabilistyczng. Ponadto,
w pracy |H9| przedstawilismy rozszerzenie formalizmu z prac [H6| oraz [173] obejmujace miary
,wieloczastkowe” i zastosowaliSmy je m.in. do wykazania zgodnosci roéwnania wielofotonowego
[223| z przyczynowoscia relatywistyczna.

Nasze wyniki dotyczace struktury przyczynowej dla miar probabilistycznych wptynety na
badania w dziedzinie nisko-regularnej geometrii czasoprzestrzeni [39-41, 48, 49, 153, 170, 183,
232]. W szezegolnosei, pojecie odleglosei Lorentza—Wassersteina wprowadzone w [H6| odgrywa
kluczowa role w badaniach réwnan Einsteina i twierdzen o osobliwosciach na syntetycznych
przestrzeniach lorentzowskich [48, 49, 183|. Ponadto, zostalo ono uzyte przez R. McCanna do
wykazania glebokiego zwiazku pomiedzy silnym warunkiem energetycznym w ogolnej teorii

wzglednosci a boltzmanowskim pojeciem entropii [170].

4.2 Struktura przyczynowa w kwantowych czasoprzestrzeniach [H1-H5]

Jedno z podejs¢ do opisu kwantowej czasoprzestrzeni oparte jest na geometrii nieprzemiennej
Alaina Connesa [68]. Jej podstawowymi obiektami sa trdjki spektralne (A, H, D) sktadajace sie
z: gestej x-podalgebry A pewnej C*-algebry, przestrzeni Hilberta H, na ktorej A jest wiernie

reprezentowana oraz samosprzezonego operatora D dziatajacego na H, zwiazanych ze soba
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odpowiednimi aksjomatami. Archetypowy przyklad trojki spektralnej [69] bazuje na zwarte;
rozmaitosci riemannowskiej M doposazonej we wiazke spinorowa S, dla ktorej A = C>*°(M),
H=L*M,S)orazD =D — iv"Vﬁ. Stad, trojki spektralne moga by¢ postrzegane jako daleko
idace uogolnienie pojecia rozmaitosci rozniczkowe;.

Oryginalne sformutowanie Connesa byto przeznaczone do modelowania zwartych przestrzeni
o sygnaturze euklidesowej. Istnieje w literaturze szereg propozycji lorentzowskiej lub, ogdlniej,
pseudoriemannowskiej trojki spektralnej|27, 84, 105, 194, 230, 238, 239]. Wspolnym ich mia-
nownikiem jest uzycie przestrzeni Krejna [37], ktora jest przestrzenia wektorowa K wyposazo-
ng w nieokreslony iloczyn skalarny [ang. indefinite inner product| (-, -) oraz (niejednoznaczny)
rozklad K = KT @K~ na ortogonalne przestrzenie Hilberta (IC*, (-, )) oraz (IC_, —( )) 7 kaz-
dym takim rozktadem zwiazany jest operator fundamentalnej symetrii, J = idj+ EB( — idg- ),
ktory zmienia K w przestrzen Hilberta (IC, (T )) Jest to naturalna struktura dla przestrze-
ni cie¢ wigzki spinorowej nad rozmaitosciami pseudoriemannowskimi [16]. W szczegdlnosci, na
n-wymiarowej spinowej rozmaitosci lorentzowskiej (M, g) przestrzen I'(M, S) wyposazona jest

w lorentzowsko niezmienniczy nieokreslony iloczyn skalarny

(4, ) = /M Do)/ g@)d s, gdzie = ipin. 1)

Strukture przestrzeni Hilberta otrzymujemy przez przyjecie iloczynu dodatnio okreslonego
.0y = [ vta)lota)Vig@ls )

Stad widzimy, ze J = i7", stosujac konwencje (—,+,+,...) dla sygnatury, {7*,7"} = 2¢g"~
oraz (7°)F = —4% (v¥)T = 4% dla k > 1. Ogolniej, operator fundamentalnej symetrii moze by¢
postrzegany jako uogélniony obrot Wicka [16, 26, 79, 230].

Dodatkowa komplikacja techniczna wynika z faktu, iz typowa czasoprzestrzen jest tylko
lokalnie zwarta. W istocie, znany jest fakt, ze kazda zwarta rozmaito$¢ lorentzowska musi za-
wiera¢ zamkniete krzywe przyczynowe [115]. Fakt ten wymusza uzycie nieunitalnych trdjek
spektralnych [111, 209, 210].

Prace [H1-H5]|, jak rowniez [O17, O18|, wnosza wklad w badanie pseudoriemannowskich tro-
jek spektralnych z punktu widzenia przyczynowosci. ,Minimalistyczna” definicja lorentzowskiej

trojki spektralnej, ktora pozwala na badanie struktur przyczynowych jest nastepujaca:

Definicja 1 (zob. [O17]). Lorentzowska trojka spektralna (A, IC, D) sktada sie z algebry z in-

wolucjq A, przestrzeni Krejna IC oraz operatora D gesto okreslonego na KC, takich ze:

~

. A jest gestq x-podalgebrg pewnej C*-algebry A.
Istnieje wierna reprezentacja elementow A jako operatorow ograniczonych na IC.
Operator iD jest symetryczny wzgledem nieokreslonego iloczynu skalarnego na K.

Dla kazdego a € A operator [D, a| rozszerza sie do operatora ograniczonego na K.

CroA e

Operator fundamentalnej symetrii, J = idyc+ @(—id;c— ), komutuje z elementami algebry

A i koduje sygnature lorentzowskq.
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Ostatni, cokolwiek niescisty, warunek ma na celu rozréznienie prawdziwego przypadku lo-
rentzowskiego od bardziej ogdlnego pseudoriemannowskiego. Konkretna propozycja takiego
operatora J zostala przedstawiona przez Franco w pracy [105], zob. réwniez [H2, H3| oraz
[O18], podczas gdy inne podej$cia byty réwniez badane [27, 84, 194, 238, 239].

4.2.1 Przyczynowos$é w przestrzeni stanow [H1]|

Podstawowy problem konceptualny dotyczacy pojecia przyczynowosci w kontekscie przestrzeni
kwantowych jest zwiazany z dziedzina relacji przyczynowej. Relatywistyczna struktura przyczy-
nowa jest binarng relacjg pomiedzy zdarzeniami, czyli punktami czasoprzestrzennej rozmaitosci.
W kwantowej czasoprzestrzeni nie ma jednak ,punktow” [163, 220]. Z drugiej strony, podejscie
oparte na trojkach spektralnych oferuje pewne ich naturalne odpowiedniki indukowane przez
strukture C*-algebraiczna. W istocie, dzieki dualnosci Gelfanda [112], dla kazdej przemienne;
C*-algebry A istnieje lokalnie zwarta przestrzen Hausdorffa X taka, ze A ~ Cy(X) i istnieje
wzajemnie jednoznaczna odpowiednios¢ pomiedzy punktami X i stanami czystymi na algebrze
A. Fakt ten sugeruje, ze mozna traktowaé przestrzen stanoéw czystych, P(A), nieprzemienne;
C*-algebry A jako ,punkty” nieprzemiennej czasoprzestrzeni — por. Definicja 10. Alternatyw-
nie mozna wykorzystaé¢ przestrzenie idealéw maksymalnych lub reprezentacji nieprzywiedlnych
A, ktore sa homeomorficzne z przestrzenia P(A) dla algebr przemiennych [220]. Wybér sta-
néw czystych jako nieprzemiennych odpowiednikow punktéw moze byé réwniez uzasadniony
operacyjnie — zob. Sekcja 4.2.5.

Centralnym wynikiem artykutu [H1] mojego wspolautorstwa jest wykazanie, ze struktura
lorentzowskiej trojki spektralnej (A, K, D) indukuje sztywna strukture przyczynowa na nieprze-
miennej czasoprzestrzeni P(A). Konstrukcja przebiega w nastepujacy sposob:

Najpierw wzbogaciliémy poprzednie definicje lorentzowskiej trojki spektralnej [105, 194,
230, 239, 244| poprzez rozwazenie preferowanej unityzacji, A, pierwotnej nieunitalnej algebry
A. Jest to motywowane faktem, iz funkcja przyczynowa, tj. funkcja na czasoprzestrzeni M
nierosnaca wzdluz kazdej skierowanej w przysztosé krzywej przyczynowej [182, 184|, moze by¢
stala, a funkcje state nie naleza do nieunitalnej C*-algebry Cy(M) zwiazanej z niezwarta roz-
maitoscig M. W konsekwencji trzeba rozwazy¢ jakas unityzacje algebry Co(M), np. Cyp(M)
— (*-algebre funkcji ograniczonych na M, ktorej spektrum stanowi kompaktyfikacja Cecha—
Stone’a S M (zob. [252]).

Nastepnie zdefiniowali$my pojecie stozka przyczynowego [Def. 4 w H1], tj. stozka C elemen-

tow A;, spelniajacego nastepujace dwa warunki:

VaeC €K (4,[D,alg) <0 3)
oraz  spang(C) = Aj, (4)

gdzie symbol A oznacza C*-uzupetienie algebry A.
Ta definicja zostata zainspirowana pojeciami ,causal cone” zaproponowanym przez V. Mo-

rettiego w pracy [184] oraz ,isocone” autorstwa F. Besnarda [24]. Istota naszej propozycji byto

powigzanie tego ostatniego, poprzez warunek (3), ze strukturg lorentzowskiej trojki spektralne;j.
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Stozek przyczynowy indukuje relacje binarng na przestrzeni S(.A;) wszystkich (czystych oraz

mieszanych) stanow na algebrze A, wiec a fortiori na przestrzeni P(A;).

Definicja 2 (zob. |Def. 5 w H1|). Niech C bedzie stozkiem przyczynowym. Dla kazdych dwdch
stanow x,& € S(Ay) definiujemy

x=¢  gdy Vael x(a) <(a) (5)

Tak zdefiniowana relacja jest porzadkiem czesciowym [Prop. 6 w H1|. Wtasnosci zwrotnosci
i przechodniosci sa automatyczne, natomiast antysymetria wynika z warunku (4).
Gloéwna motywacja do nazwania relacji < strukturg przyczynowq, a takze gtownym tech-

nicznym wynikiem artykutu [H1|, jest nastepujace ,twierdzenie o rekonstrukeji” [Thm. 7 w H1|:

Twierdzenie 3. Niech (A, K, D) bedzie przemienng lorentzowskq trojkq spektralng skonstru-
owang z globalnie hiperbolicznej czasoprzestrzeni M i niech Ay bedzie odpowiedniq unityzacjg
A. Definiujemy

M(Ay) = {x € P(A): AZ kerx} C S(A). (6)

Wtedy, M(A;) = P(A) & M, a porzqdek czeSciowy = na S(Ay) zawezony do M(Ay) odpo-
wiada standardowej relacji przyczynowej na M.

Dowdd tego twierdzenia sktada sie z trzech czesci:

Najpierw [Prop. 8 w H1| pokazalisSmy, ze punkty w M (A;) sa we wzajemnie jednoznacznej
odpowiedniosci ze zdarzeniami z M. Wynika to z twierdzenia Hahna—Banacha dajgcego réwnosé
M(A;) = P(A) oraz standardowej dualnosci Gelfanda dajacej homeomorfizm P(A) = M.

Nastepnie [Prop. 10 w H1| udowodnilismy, ze zbior wszystkich gladkich funkeji przyczy-
nowych na M caltkowicie okre§la strukture przyczynowa na M. To jest topologiczna czesé
dowodu, ktora mozna uzyskaé¢ z ogbdlnych rozwazan dot. ,dualnej” charakteryzacji czesciowych
porzadkow na przestrzeniach topologicznych [24, 177, 178|.

Wreszcie [Thm. 11 w H1| pokazalismy, iz funkcja a € A; jest przyczynowa wtedy i tylko wte-
dy, gdy spehia warunek (3). Wynik ten stanowi pierwsza w pelni algebraiczna charakteryzacje
funkcji przyczynowych, ktora mozna uogélni¢ na przestrzenie nieprzemienne (por. poprzednie
proby [184]).

Definicja 2 indukuje naturalne pojecia [Def. 12 w H1| przyczynowej przysztosci i przesztosci

danego stanu x € S(A;),

J+(X):{f€S(A1)3X55}a Jﬁ(X>:{f€S(-A1)3ffX}a (7)

wraz z chronologiczng przysztosciq i przesztosciq,

IF(x) = S(A)\ (S(A) \ T=(x)), (8)

gdzie X oznacza stabe-* domkniecie X. Mozna pokaza¢ [Prop. 14 w H1], ze zbiory J*(x)
sa domkniete w stabej-* topologii S(A;), tak jak ma to miejsce w przypadku standardowych
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przyczynowych przysztosci/przesztosci, J=(p) dla p € M, w czasoprzestrzeniach przyczynowo
prostych [ang. causally simple| (zob. [182]). Ponadto, porzadek chronologiczny [Def. 16 w H1|
dany wzorem (8) redukuje sie do standardowej relacji chronologicznej w przypadku rozmaitosci
[Prop. 17 w HIJ.

Algebraiczny wzoér na odleglosé lorentzowska Wprowadzone pojecie przyczynowosci
w przestrzeni stanow, a w szczegdlnosci warunek (3), zainspirowala czysto algebraiczne sformu-
towanie odlegtosci lorentzowskiej (por. ze standardows definicje czasoprzestrzenna, np. [17]).
W 1989 roku A. Connes pokazal [67], Zze odleglosé geodezyjna na (zwartej) spinowej rozma-
itosci riemannowskiej (M, g) dopuszcza ,dualna”, czysto algebraiczna, charakteryzacje. Uzywa-
jac jezyka trojek spektralnych mozna ja wyrazi¢ w postaci, ktéra pozwala na jej zastosowanie
rowniez w przestrzeniach stanéw nieprzemiennych C*-algebr i jest znana pod nazwa odlegtosci

Connesa [ang. Connes’ distance formula| [68]:
d(x;€) = sup {Ix(a) = &(a)| = I[P, a]l <1}, dla kazdego x, & € S(A). (9)

W 2000 roku G.N. Parfionow i R.R. Zapatrin wysuneli hipoteze [192]| gloszaca, ze wzor (9)
moze by¢ uogélniony na przypadek lorentzowski. Jednak takie uogélnienie napotkato na dwie
powazne przeszkody: Po pierwsze, potrzebne jest sformutowanie uzywajace nieokreslonego ilo-
czynu skalarnego zamiast standardowej normy operatorowej w wyrazeniu ||[D, al||. Po drugie,
lorentzowska odlegtos¢ nie jest zazwyczaj ani gladka, ani ograniczona, a zatem nie wspolgra ze
struktura C*-algebry. Pierwszy w tych problemow zostal rozwiazany w naszej pracy [H1|. Kon-
kretnie, przedstawiliSmy nastepujaca definicje (zob. [Def. 20 w H1]| i jej udoskonalenie autorstwa
Franco [106]):

d(x.€) = inf {max{0, x(a) = §(a)} : V6 €K, (6, ([D,a] +1)9) <0}, (10)

gdzie I = 47 jesli trojka spektralna jest parzysta, tj. dopuszcza Zs-gradacje v, lub I = +1 w
przeciwnym wypadku. Wykazalismy |[Prop. 21 w H1|, ze funkcja d spelnia wszystkie wlasnosci
odlegtosci lorentzowskiej (zob. Sek. 4.3.1). Co wiecej, pokazalismy [Prop. 22 i 23 w H1|, ze
stanowi ona gorne ograniczenie dla standardowej odlegtosci lorentzowskiej na rozmaitosciach
globalnie hiperbolicznych i jest réwna tej ostatniej w czasoprzestrzeni Minkowskiego.

Drugi z probleméw zostal niedawno rozwiazany przez E. Minguzziego [47, 179, 180] za
pomoca za pomoca ,,funkcji stromych” |ang. steep functions|, wienczac tym samym program
czysto algebraicznego sformutowania odleglosci lorentzowskiej. W tym kontekscie, wzor (10)

wprowadzony w pracy [H1| zapewnia algebraiczna charakteryzacje funkcji stromych [106].
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Opis wktadu autorskiego:

Oryginalne pojecia przyczynowosci w przestrzeni stanéw i stozka przyczynowego zo-
staly wprowadzone przez N. Franco w preprincie [104] z grudnia 2012 roku. Zawierat
on Twierdzenie 3 o rekonstrukecji w formie hipotezy, wraz z dowodem dla czasoprze-
strzeni Minkowskiego. Moim gléwnym wkladem do naszej wspolnej pracy [H1] byt
kompletny dowdd tego twierdzenia. Konkretnie, udowodnitem algebraiczna charakte-
ryzacje funkeji przyczynowych [Thm. 11 w H1| z pomoca metod rachunku spinowego
i kombinatoryki [Lem. 24, 25 i 26 w H1]. Wspolnie opracowalismy algebraiczna wersje
wzoru na odleglos¢ lorentzowsks i udowodniliSmy jej podstawowe wtasnosci. Réwniez
wspolnie napisaliémy ostateczng wersje artykutu i opracowaliSmy zmiany zasugerowane

przez recenzentow.

4.2.2 Przyczynowo$é w czasoprzestrzeniach prawie przemiennych [H2|

Szczegodlnie wazna klase kwantowych przestrzeni w ujeciu Connesa stanowia przestrzenie prawie
przemienne [147]. Powstaja one jako swoiste przestrzenie iloczynowe geometrii rozmaitosci oraz

skoriczonych trdéjek spektralnych opartych na algebrach macierzowych [157]. Konkretnie,
A C Co(M) ® Ap, H=L*M,S)®Hp, D=DP®1++"®Dp, (11)

gdzie 7° jest Zo-gradacja przestrzeni L?(M,S) nad parzysto-wymiarowa rozmaitoscia M. Po-
dobny wzér ma zastosowanie w przypadku nieparzystych wymiarow [102].

Geometrie prawie przemienne umozliwiaja zastosowanie teorii trojek spektralnych w fizyce
czastek [53, 242] i kosmologii [166]. Naturalne jest wiec badanie struktury przyczynowej w prze-
strzeni stanéw w przypadku prawie przemiennym. Wspoélnie z N. Franco zainicjowalismy takie
badania w artykule [H2].

Pierwsza istotna obserwacja [Prop. 1 w H2| dotyczy przestrzeni stanow C*-algebry postaci
A = Cy(M) @ Ar, z pewng algebra macierzowa Ap. Poniewaz Co(M) jest przemienna, znany
wynik w teorii C*-algebr [151, Thm. 11.3.7| implikuje, ze P(A) & M x P(Af). Ten fakt
umozliwia interpretacje prawie przemiennych czasoprzestrzeni w duchu teorii Kaluzy—Kleina.
Istotna réznica koncepcyjna polega jednak na tym, ze przestrzeri P(Ap) nie posiada zadnych
ukrytych wymiarow, lecz jest O-wymiarowa (Scislej, O-sumowalna) [242]. W konsekwencji, P(Ar)
nalezy interpretowac jako przestrzen wewnetrzna, ktéra moze byé¢ wyposazona w geometryczna
strukture indukowana przez skoriczona trojke spektralna (Ar, Hr, Dr).

Glownym wynikiem pracy [H2| jest wykazanie, ze tak rozumiane czasoprzestrzenie prawie
przemienne maja wysoce nietrywialng strukture przyczynowa, taczaca standardows strukture
przyczynowa na M z geometriag wewnetrznej przestrzeni P(Ag). Artykut zawiera kilka ogdlnych
wynikow oraz szczegdtowa analiz¢ modelu opartego na algebrze Ar = My (C).

Whpierw pokazalismy [Thm. 1 w H2| jak skonstruowaé prawie przemienna lorentzowska troj-

ke spektralng, majac dang parzysto-wymiarowsa czasoprzestrzen globalnie hiperboliczng M oraz
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skoriczong trojke spektralna (Ag, Hr, Dr). Kluczowa obserwacja jest to, ze operator fundamen-
talnej symetrii J powinien mieé¢ posta¢ produktowa, J = Ty ® 1. Taka konstrukcja zostata
po raz pierwszy zarysowana w [12], zob. tez [79, 84, 238|. Przedyskutowalismy rowniez zagad-
nienie preferowanej unityzacji A;. Stozek przyczynowy, zdefiniowany przez warunki (3) i (4),
w ogolnosci zalezy od wybranej unityzacji A; podstawowej algebry A. Zeby ominaé ten problem
przedstawiliSmy w pracy [H2| procedure konstruowania algebry A;, ktora automatycznie daje
maksymalny stozek przyczynowy C.

Struktura przyczynowa czasoprzestrzeni prawie przemiennej ma dwie wazne wlasnosci ogol-

ne [Prop. 2 i 3 w H2| zawarte w ponizszym stwierdzeniu'.

Stwierdzenie 4. Niech (A, KC, D) bedzie parzystq prawie przemienng lorentzowskq trajkq spek-
tralng, U — operatorem unitarnym na Hr, za$ ) — dodatniq gtadkq ograniczong funkcjg na M.
Niech teraz Dy = Dy @ 1 + % @ UDpU*, Dq = QD) i niech <, <y, =q bedg relacjami przy-
czynowymi okreslonymi odpowiednio przez D, Dy, Dq poprzez wzdr (3). Wtedy, dla dowolnych

X, € € S(A),

X3¢ = xv=vé&, gdie xupla)=x(1oU)aleUY), (12)
Xx2§ = xZaf& (13)

Z pierwszej rownowaznosci (12) wynika, ze unitarna transformacje operatora Dp determinu-
jacego geometrie wewnetrzng mozna réwnowaznie uwzgledni¢ poprzez odpowiedni obrét bazy
w przestrzeni wewnetrznej. Fakt ten pozwala w szczegblnosci na prace w bazie, w ktorej Dp
jest diagonalny.

Druga rownowaznosé (13) ujmuje fakt, iz struktura przyczynowa jest konforemnie niezmien-
nicza. Zauwazmy jednak, ze konforemne przeskalowanie przez funkcje 2 na M wplywa rowniez

na skonczong czes¢ operatora Diraca, Dp ~» Q2*Dp (por. Tw. 8).

Najprostszy przyktad skonczonej trojki spektralnej oparty jest na algebrze macierzy zespo-
lonych 2x2,

d 0
Apr = My(C), Hp = C?, Drp = (Ol p ) ,  gdzie dyi,ds € R. (14)

2
W ogoélnosci Dr moze by¢ dowolng macierza hermitowska 2x 2, ale dzieki wzorowi (12) wystar-
czy rozpatrywaé przypadek diagonalny. W pracy [H2| rozwazalismy M jako dwuwymiarowa
czasoprzestrzeri Minkowskiego, M = RY' wraz z algebra funkcji Schwartza, Ay = S(M).

Ogolna procedura wyboru odpowiedniej unityzacji opisana w [Sec. 2 w H2| daje
4 (spneCn) S
SM)  spanc(Cu) )

gdzie Cy jest zbiorem wszystkich gltadkich ograniczonych funkcji przyczynowych na M, ktoérych

wszystkie pochodne sa ograniczone.

1Scisle rzecz ujmujac, wzor (12) zostat przedstawiony w pracy [H2] tylko dla stanéow czystych, ale dowod

rozszerza sie niemal automatycznie na stany mieszane.
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Przestrzen stanow czystych algebry M,,(C) jest homeomorficzna do zespolonej plaszczy-
zny rzutowej [20], P(M,(C)) = CP" ! zatem P(Ap) = CP! = S%. W konsekwencji, prawie
przemienna czasoprzestrzen oparta na algebrze My (C) jest iloczynem kartezjanskim czasoprze-
strzeni M i ,wewnetrznej” sfery S? — zob. Rys. 3. Ponizsze twierdzenie [Thm. 3 w H2| w pelni

charakteryzuje jej strukture przyczynows:
Twierdzenie 5. Stany wye, wy, € M(A1) = M x CP! sqg w relaci przyczynowej wye < wy.,
wtedy 1 tylko wtedy gdy:

(i) istnieje skierowana w przysztosé krzywa przyczynowa vy taka, zZe p < q w M;

(ii) & oraz @ majq te samq ,szeroko$é geograficzna”, tzn. &2 — |&]? = |o1)? — |pal?;

... . . 1 - -
(i) T(7)-|di—dy| > |0,—b¢|, gdzie O = arg &, 0, = arg @a, 2a$ 7(y) = [, dtr/ =gy (Y(1),7(t))
jest czasem wtasnym wzdtuz krzywe) przyczynowe; .

Chociaz twierdzenie to zostalo udowodnione w [H2| tylko dla przypadku gdy M jest dwu-
wymiarowg czasoprzestrzenia Minkowskiego, to techniki opracowane w [H3| pozwalaja na jego

uogolnienie na przypadek dowolnej globalnie hiperbolicznej 4-wymiarowej czasoprzestrzeni —

zob. [Sec. 7 w H3|.

Rysunek 3: [Fig. 2 w H2] Ilustracja czasoprzestrzeni prawie przemiennej zwiazanej ze skonczo-
na trojka spektralng (14). Kazdy ,wewnetrzny” stan czysty moze by¢ scharakteryzowany jako
zespolony wektor (£1,&) € CP!, gdzie |£;]? +|&)? = 1 lub, réwnowaznie, jako punkt na jednost-
kowej 2-sferze o szerokosci geograficznej arc cos(|&;|* —|&|?) i dtugosci geograficznej arg &. Stan
Wee € P(A) jest w stozku przysztosci stanu w,¢ wtedy i tylko wtedy gdy istnieje skierowana
w przysztosé krzywa przyczynowa v z p do ¢q, £ i ¢ leza na tej samej szerokosci geograficznej,
a czas whasny 7() przemnozony przez stala |d; — ds| jest wiekszy lub rowny odlegltosci katowe;
miedzy £ 1 .

Bardzo pouczajace jest poréwnanie Twierdzenia 5 ze znanym wynikiem [146, Prop. 2| do-

tyczacym odlegtosci Connesa (9) dla skoniczonej trojki spektralnej (14):

2¢/1-[(§) |2

aa 0 8y 16 = &l = el — [es

+00 w przeciwnym wypadku.

%

Dla we,w, € P(Ap), d(we, wy) = (15)
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Powyzszy wzor ukazuje geometryczng interpretacje warunku (ii). Dowolne dwa stany, ktorych
wewnetrzne komponenty sa oddzielone od siebie nieskonczona odlegtoscia Connesa nigdy nie
moga byé¢ powigzane przyczynowo. Zauwazmy, ze ten wniosek dotyczy réwniez zdegenerowa-
nego przypadku z d; = ds. Rzeczywidcie, w tym przypadku odlegtoé¢ pomiedzy dowolnymi
dwoma punktami wewnetrznymi jest nieskoriczona, co jest spojne z warunkiem (iii). Z drugiej
strony, zauwazmy, ze (15) dotyczy odlegtosci euklidesowej pomiedzy punktami na kuli, podczas
gdy warunek (iii) zawiera dtugosé po tuku. To pokazuje, iz geometria prawie przemiennej cza-
soprzestrzeni nie jest prostym zlozeniem geometrii czasoprzestrzeni i geometrii wewnetrznej.
Warunek (iii) moze by¢ jednak zosta¢ zinterpretowany — w duchu teorii Kaluzy—Kleina —
jako standardowy warunek przyczynowosci w rozszerzonej czasoprzestrzeni M x S! z metryks
lorentzowska ds? = g, datda” + mw — zob. [O18].

Cho¢ struktura przyczynowa dla wszystkich stanow mieszanych pozostaje niezbadana (zob.
tez Sek. 4.3.1), mozna zrozumie¢ relacje przyczynowe dla pewnej podklasy stanéw mieszanych,
N(A) = M x S(Ar) C S(A;). Element w,, € N(A) jest okreslony przez zdarzenie p € M
oraz macierz gestosci p € S(Ap).

Dla trojki spektralnej (14) przestrzenia wszystkich stanow jest kula Blocha [20], S(M2(C)) =

B?. Dowolng macierz gestosci S(M,(C)) mozna zatem wygodnie sparametryzowac:
p= %(1 + 7 c_f), gdzie 7 € B®> C R® oraz & = (0,,0,,0.),

natomiast o; sa macierzami Pauliego. Twierdzenie 5 uogolnia sie [Thm. 4 w H2| na przestrzen
stanow N (A):

Twierdzenie 6. Dwa stany w,,, w,, € N(A), gdzie p i o sq okreslone odpowiednio przez

wektory 7, § € B2, sq w relacgi przyczynowej wy, , <X Wy, wtedy i tylko wtedy, gdy
(a) istnieje skierowana w przysztosé krzywa przyczynowa vy taka, zZe p < q na M;

(b) r, =5, =2z

(c) T(7) - |dy — dg| > 968[35#) arc cos (\/15_7 cos(0s + 9)) — arccos (\/17;7 cos(0, + 9))

gdzie 0, = arg(r, + iry), 0, = arg(s, +isy), a 7(7) jest czasem wtasnym wzdtuz 7.

)

Warunek (b) ma taka sama interpretacje jak warunek (ii) w Twierdzeniu 5 — punkty w kuli
Blocha musza mie¢ te samag szeroko$é¢ geograficzna, cho¢ moga mieé¢ réozne odlegtosci od érodka
kuli. Prawa strona wzoru w warunku (c) ma interpretacje geometryczng. Jest to maksymal-
ny rzut odcinka 5 — 7 na réwnoleznik kuli o promieniu /1 — 22. Warunek (c) jest zgodny
z warunkiem (ii) dla stanoéw czystych i wynika z niego, ze — w przeciwienstwie do odlegto-
$ci riemannowskiej (15) — przejscie przez stany mieszane nie skraca dtugosci, tj. ilosci czasu
wlasnego potrzebnego, aby $ciezka byta przyczynowa.

Badanie prostego modelu opartego na skonczonej trojce spektralnej (14) ujawnito trzy istot-

ne ogodlne cechy czasoprzestrzeni prawie przemiennych:
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1. Warunkiem koniecznym, ale niewystarczajacym, dla wy, ¢ =< wq, jest relacja przyczynowa
p = q pomiedzy odpowiadajacymi im zdarzeniami w bazowej czasoprzestrzeni. Pokazuje
to, ze struktura przyczynowa w czasoprzestrzeniach prawie przemiennych nigdy nie moze
spowodowaé naruszenia Einsteinowskiej przyczynowosci. Fakt ten zostal udowodniony

w pelnej ogolnosci w [Thm. 9 w O17].

2. Geometria metryczna przestrzeni wewnetrznej okreslona przez odleglosé (9) indukuje
ograniczenia na ewolucje przyczynowa w czasoprzestrzeni prawie przemiennej. Innymi
stowy, ograniczenie predkosci, okreslone przez stala predkosci $wiatta i parametry we-
wnetrznej geometrii, ogranicza jednoczesnie zaréwno ruch w czasoprzestrzeni fizycznej jak
i w przestrzeni wewnetrznej. W szczego6lnosci, jesli zdarzenia p i q sa rozdzielone Swietlnie
[ang. lightlike separated]|, tzn. dowolna krzywa przyczynowa v z p do ¢ ma 7(y) = 0, to
stan wewnetrzny nie moze sie zmieni¢. Te wnioski mozna poréwnac z ,twierdzeniem Pi-

tagorasa” dla odlegtosci Connesa na iloczynach riemannowskich trojek spektralnych [80].

3. W prawie przemiennych modelach istnieje konkretna procedura wyboru unityzacji A,
algebry A, ktora zadaje maksymalny stozek przyczynowy. Ponadto, wyboér struktury
przestrzeni Krejna na tréjce spektralnej produktu jest naturalny. Pokazuje to, ze struk-
tura przyczynowa czasoprzestrzeni kwantowych zdefiniowana w [H1| nie zalezy od ,po-
mocniczych” elementéw, tj. unityzacji i operatora fundamentalnej symetrii, przynajmniej
w przypadku prawie przemiennym. Dla przypadkéw wykraczajacych poza klase prawie

przemiennych czasoprzestrzeni, zob. [107, 108|.

Opis wktadu autorskiego:

Badanie prawie przemiennych czasoprzestrzeni oraz najprostszego modelu opartego na
skoriczonej trojce spektralnej (14), bylo naturalnym krokiem, ktory pojawil sie w na-
szych dyskusjach z N. Franco po opublikowaniu naszego pierwszego artykutu [H1|. Ja
wyprowadzitem niektore z ogolnych wynikéw [Prop. 1, 21 3 w H2| dotyczacych struktu-
ry przyczynowej czasoprzestrzeni prawie przemiennych, podczas gdy N. Franco wykazat
pewne algebraiczne wlasnosci prawie przemiennych lorentzowskich tréjek spektralnych
[Thm. 1 w H2] i zbadal kwestie wyboru unityzacji [s. 4 i Prop. 5 w H2|. Dowody na-
szych gtownych wynikow [Thm. 3 i 4 w H2| sa dosé¢ ztozone i opieraly sie na wielu
posrednich krokach [Prop. 4-14, Lem. 1 i Appendix w H2|. Zostaly one wyprowadzone
w oparciu o wiele wspolnych dyskusji i obliczen, wiec nie da sie z nich wydzieli¢ kon-
kretnego osobistego wktadu. Artykut jest zostal opublikowany w specjalnym wydaniu
Special Issue on Noncommutative Geometry and Quantum Groups in honor of Marc

A. Rieffel z inicjatywy N. Franco, ktory byl autorem korespondujacym.
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4.2.3 Czasoprzestrzen dwuplatowa [H3|

Jedng z kluczowych cech nieprzemienno-geometrycznego opisu Modelu Standardowego jest tzw.
podwojenie algebry |ang. algebra doubling|. Oznacza to, iz poczatkowa skoriczona algebra, ktora
jest gtownym budulcem modelu, ma posta¢ Ap = M,(H) @ Ms,(C), dla pewnego a € N, gdzie
H oznacza rzeczywista algebre kwaternionéw. Taki wybor gwarantuje poprawng strukture pol
cechowania i uwzglednia asymetrie chiralna oddzialywar elektro-stabych [55]. Dalsza fizyczna
motywacje stojaca za podwojeniem algebry mozna znalezé w pracach [56, 57, 110, 215, 242|.
Skoriczona trojka spektralna bazujaca na podwojnej algebrze, Ar = AL & A%, opisuje
przestrzen dwupunktowq, poniewaz P(Ar) = P(A}) U P(A%) (zob. [157] i [242, Chapter 2]).
W konsekwencji, zwigzana z nia czasoprzestrzen prawie przemienna nazywana jest czasoprze-
strzeniq dwuplatowq, gdyz P(C(M) @ Ap) = (M x P(AL)) U (M x P(A%)). Najprostszy jej

przyktad bazuje na skoriczonej trojce spektralne;j

0 m

*

m* 0

Ar=CaC, Hp = (CQ, Drp = ( ) , gdzie m € C. (16)
Chociaz algebra A = C(M) @ Ap = C(M) @ C(M) jest przemienna i mamy P(A) = M UM,
to geometria czasoprzestrzeni dwuptatowej nie jest trywialna, poniewaz antydiagonalny opera-
tor Dp indukuje sprzezenie miedzy ptatami. Odlegtos¢ Connesa pomiedzy dwoma ,punktami

wewnetrznymi”, P(Ar) = {wy,ws}, wynosi

1

W> (17)

d(wy,ws) =
jest zatem skonczony, jesli tylko m # 0.
Skorniczona trojka spektralna (16) zostala wykorzystana w pracy [241] do przedstawienia
nieprzemienno-geometrycznego opisu elektrodynamiki (zob. tez [242, Chapter 9]).
W artykule [H3] badaliémy strukture przyczynowa czasoprzestrzeni dwuplatowej bazujace;
na globalnie hiperbolicznej czasoprzestrzeni M o wymiarze 2 lub 4 oraz skoiiczonej tréjce spek-
tralnej (16). Gtowny wynik [Thm. 9 w H3]| jest sformutowany dla dowolnych dwoch ,wewnetrznie

mieszanych” stanoéw z przestrzeni N (A) = M x [0, 1].

Twierdzenie 7. Dwa stany wye, wy, € N(A) sa w relacji przyczynowej wye < Wy, wtedy
1 tylko wtedy, gdy istnieje skierowana w przysztosé krzywa przyczynowa v dajgea p = q na M

oraz

7(7y) - |m| > |arcsin /¢ — arcsin \/E‘ : (18)

gdzie T(7y) jest czasem wtasnym wzdtuz y. W szczegdlnosci, dla standw czystych w, o, wy1 € P(A)

dostajemy, przy zatozeniu m # 0,

T(Y) > 57— (19)
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Twierdzenie 7 zostato udowodnione osobno dla czasoprzestrzeni o wymiarach dwa [Thm. 10
w H3| i cztery [Thm. 15 w H3|. Jego rozszerzenie na dowolny wymiar wydaje sie by¢ mozliwe,
ale technicznie trudne, co oméwiono w [Sec. 7 w H3|.

Struktura przyczynowa czasoprzestrzeni dwuptatowej zostata zilustrowana na Rys. 41 5. Jej
kluczowsa cecha jest to, ze ,przeskok” pomiedzy ptatami, czyli zmiana wewnetrznego stanu czy-
stego, jest dozwolona pod warunkiem, ze uptynie wystarczajaco duzo czasu wlasnego, wazonego
parametrem |m/| > 0. Taki ruch okazuje sie by¢ ciagty, gdy jest rozpatrywany w przestrzeni sta-
now wewnetrznie mieszanych N (A). Zauwazmy tez, ze zmiana w przestrzeni wewnetrznej nie
jest mozliwa gdy m = 0, co odpowiada nieskoniczonej separacji dwoch ptatow (17), albo gdy ~
jest krzywa Swietlng. Jest to spojne z ogélnymi cechami czasoprzestrzeni prawie przemiennych

opisanymi na s. 18.

/(tl/),f

" = =7
(x,1)

1
| m

T B (pio) ////

Rysunek 4: |[Fig. 1 w H5| Ilustracja struktury przyczynowej dwuplatowej 2-wymiarowej cza-
soprzestrzeni Minkowskiego. Odlegtosé¢ (Connesa) miedzy platami jest rowna 1/ |m/|. Zielony
obszar pokazuje stozek przysztosci punktu (p,0) € P(A). Jasno-czerwony obszar pokazuje
region czasoprzestrzeni dwupltatowej, ktory jest dozwolony przez klasyczna einsteinowska przy-

czynowosé, ale nie przez przyczynowos$é w przestrzeni stanow.

Majac dang bazowa trojke spektralng (A, H, D) mozna rozwazy¢ klase geometrii, ktore sa
unitarnie rownowazne (w sensie Mority) |72, 242]. Prowadzi to do tzw. fluktuacji wewnetrznych
operatora D. W standardowym ujeciu [72] (zob. bardziej ogélne podejscie w [58|) sprowadzaja

sie one do ,ubierania” wyjsciowego operatora D w potencjaty cechowania A,

Da=D+A, gdde A= > D], daa,bcdA

skonczona

Najogolniejszy sfluktuowany operator Da na czasoprzestrzeni dwuplatowej ma nastepujaca
posta¢ [Eq. (30) w H3|

A, 0 0 @
Da=Po1l+~e | " +7°® ,  gdzie A, B, ®cA,. (20)
0 B, d* 0
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Rysunek 5: [Fig. 2 w H3] Brzeg stozka przysztosci stanu wio )0 w przestrzeni N (A), dla m = 1
i M = R Wszystkie trajektorie, ktore sa przyczynowe w sensie Def. 2 musza leze¢ pod ta

powierzchnia.

Potencjaty wektorowe, A,, B,, odpowiadaja ,polom elektromagnetycznym”, ktére moga by¢
rozne na kazdym placie, natomiast ® jest abelowym ,polem Higgsa” [242]. Kazdy taki operator
Da definiuje — poprzez wzor (3) — inng strukture przyczynowa na czasoprzestrzeni dwuplato-
wej. Wplyw wewnetrznych fluktuacji geometrii na strukture przyczynowa opisuje nastepujace
twierdzenie [Thm. 16 w H3|.

Twierdzenie 8. Niech <A oznacza porzgdek czesciowy wyznaczony przez strukture przyczy-
nowq zwigzang ze sfluktuowanym operatorem Da na czasoprzestrzeni dwuptatowej. Dwa stany
Wpe, Wap € N(A) sa w relacji przyczynowej wpe <a Wy, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje

skierowana w przysztosé krzywa przyczynowa v dajgea p = q na M oraz

/0 |<I>(’y(s))|\/—gv(s)(ﬁ(s),"y(s)) ds > |arcsin |/ — arcsin \/E‘ . (21)

Zauwazmy, ze wprowadzenie potencjalow wektorowych A, B, nie zmienia struktury przy-
czynowej czasoprzestrzeni dwuptatowej. Jest tak dlatego, ze wektorowa czesé fluktuacji dziata
diagonalnie na Hr, a zatem komutuje z kazdym elementem a € A, ktéry rowniez dziala diago-
nalnie na Hg. Z drugiej strony, czas wtasny wzdtuz krzywej przyczynowej v jest wazony przez
warto$¢ bezwzgledng pola skalarnego ®. Efekt ten jest formalnie réwnowazny konforemnemu
przeskalowaniu metryki czasoprzestrzennej g o czynnik = |®|~! — zob. (13). Warto przy tym
nadmieni¢, iz zwiazek pomiedzy polem Higgsa a przeksztalceniami konforemnymi byt badany w
pracy [240], cho¢ dotyczyto to poziomu dynamicznego (zwiazanym z dzialaniem spektralnym),

a nie kinematycznego.
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Opis wktadu autorskiego:

Podobnie jak w przypadku artykutu [H2|, gtéwny wynik [Thm. 9 w H3| wymagal kilku
technicznych krokéw posrednich [Prop. 7, 13-14, Lem. 11, 12, Thm. 15 oraz App. A
i B w H3|, ktore byty wynikiem naszych wspolnych wysitkow. Specyficzna technika
dowodu [Thm. 15 w H3] zostala opracowana przez N. Franco w oparciu o Macierzo-
we Twierdzenie Viety [74, 109|. Ja zaproponowalem badanie fluktuacji operatora D,
co zaowocowalo twierdzeniem [Thm. 16 w H3|, a takze wykonatem ilustracje stozka
przyczynowego [Fig. 2 w H3|. Artykul zostal napisany wspolnie, za$ ztozeniem pracy

do czasopisma zajal sie N. Franco.

4.2.4 Geometria nieprzemienna a Zitterbewegung [HA4|

Jedng z osobliwosci rownania Diraca jest efekt Zitterbewequng — ,drgajacy ruch” masywnego
fermionu — odkryty w 1930 roku przez E. Schrodingera [216]. Jak sie okazuje, standardowy
operator polozenia Z(t) w obrazie Heisenberga ma czes¢, ktora gwaltownie oscyluje. Biorac
hamiltonian Diraca Hp = ihicy*v*8, — mc2y° otrzymujemy [234]

i(t) =& + PHy'pt — F(2), (22)
gdziec F(t) = LHp' (o't —1)(0 — 2Hp'p), a © = i[Hp, 7] jest ,operatorem predkosci”. Cha-
rakterystyczna czestosé katowa Zitterbewegungu odpowiada podwojonej czestosci de Broglie’a

czastki kwantowej o masie m [116, 137, 161],
wzp = 2mc*/h. (23)

Dla elektronu ta czestodé jest bardzo duza: wgs™® ~ 1.55 - 10* s~ L.

Fizyczna interpretacja efektu Zitterbewegung jest przedmiotem wielu kontrowersji — zob.
np. [13, 138, 139, 145, 158, 193, 218, 234|. Oryginalne wyjasnienie fizyczne podane przez
E. Schrédingera w pracy [216] opiera sie na interferencji pomiedzy czesciami pakietu falowe-
go Diraca o dodatnich i ujemnych czestosciach. Istotnie, czesé oscylacyjna znika w wartosciach
oczekiwanych z(t) dla pakietow falowych o czysto dodatniej (lub czysto ujemnej) energii, ponie-
waz operator F () miesza sektory dodatnich i ujemnych czestosci w przestrzeni Hilberta [234].
W konsekwencji, ,drgajacy ruch” elektronu nie pojawia sie w kwantowej teorii pola i wydaje
sie by¢ by¢ jedynie matematycznym artefaktem teorii Diraca [158]. Mozna tez argumentowaé
(zob. np. [218]), ze proba bezposredniej obserwacji Zitterbewegungu wymagataby pomiaréw o
rozdzielczosci przestrzennej ponizej dtugosci fali Comptona czastki, co powodowatoby kreacje
par i tym samym rozmytoby wyniki pomiaréw (zob. jednak [158]).

7 drugiej strony, efekt Zitterbewegung moze by¢ i byt wykrywany w analogowych kwanto-
wych symulatorach fermionéw Diraca, takich jak ultrazimne atomy [237|, sputapkowane jony

[116], kondensat Bosego—Einsteina [161] czy sieci fotoniczne [92]. Ponadto, Zitterbewegung moze
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by¢ postrzegany jako szczegdlny rodzaj przejscia miedzypasmowego w fizyce materii skonden-
sowanej, ktore ma kluczowe znaczenie dla wlasnosci grafenu [152, 258].

Istnieje jeszcze inny punkt widzenia na efekt Zitterbewegung znany pod nazwa oscylacji
chiralnych |23, 32]. Ogodlny bispinor ¢» moze by¢ jednoznacznie roztozony na dwa spinory Weyla,
Y, i1_, ktore sg stanami wlasnymi operatora chiralnosci ° dla wartosci wtasnych odpowiednio
+11 —1. Jedli m # 0 to operator ¥° nie jest calka ruchu i jego ewolucja w obrazie Heisenberga
zawiera oscylacje podobne do tych w réwnaniu (22), o charakterystycznej czestosci (23). Fakt

ten ma implikacje dla procesow stabych z udziatem neutrin [32, 82].

Artykut [H4| bazuje na obserwacji, iz prawa strona ograniczenia (19), narzuconego przez
strukture przyczynowa dwuptatowej czasoprzestrzeni, jest doktadnie rowna poétokresowi Zitter-
bewegungu, Typ/2 = 7/wzp, po przywroceniu jednostek fizycznych. Jest to dosé zaskakujace,
poniewaz model oparty na czasoprzestrzeni dwuplatowej jest zasadniczo klasyczny, podczas
gdy Zitterbewegung jest efektem kwantowym. Zwiazek miedzy (euklidesowa wersja) czasoprze-
strzeni dwuplatowej i Zitterbewegungiem zostal zauwazony, na poziomie jako$ciowym, przez A.
Connesa [66] i badany w kontekscie teorii cechowania przez R. Brouta [42] — zob. Rys. 6. Warto

poréwnaé prace Brouta z ,zygzakowym” obrazem elektronu autorstwa R. Penrose’a [198, 199].
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Rysunek 6: (a) [42, Fig. 2.8)] Schematyczny obraz ruchu elektronu wedlug R. Brouta [42].

Czastka najpierw porusza sie po géornym ptacie, ,L.”, ktéry odpowiada lewej chiralnosci, a na-

stepnie przeskakuje na dolny ptat, ,R”, i przechodzi na prawa chiralnos¢. Skok ten jest indu-
kowany przez pole Higgsa, ktore moze by¢ postrzegane jako pole cechowania na dyskretne;j
dwupunktowej przestrzeni. (b) [199, Fig. 25.1| Zygzakowy obraz elektronu R. Penrose’a. Row-
nanie Diraca moze by¢ postrzegane jako uktad dwoch sprzezonych réwnann Weyla dla lewo-
i prawoskretnych spinoréow zredukowanych, przy czym masa spoczynkowa m odgrywa role sta-
tej sprzezenia. Same czastki Weyla sa bezmasowe, a wiec poruszaja sie z predkoscig swiatla.
(c) [199, Fig. 25.13] W zygzakowym obrazie masywnego fermionu wierzchotki pomiedzy dwoma

spinorami Weyla moga by¢ interpretowane jako oddzialywanie z polem Higgsa.

Wymniki dotyczace struktury przyczynowej czasoprzestrzeni dwuptatowej uzyskane w pracy
[H3] rzucaja nowe $wiatto na modele zaproponowane przez R. Brouta i R. Penrose’a. W arty-

kule [H4| pokazano, ze ruch ,klasycznego” masywnego fermionu, ktory ma doktadnie okreslone
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zarOwno potozenie i ped w kazdym momencie czasu, moze by¢ rozpatrywany przy uzyciu krzy-
wych w czasoprzestrzeni dwuptatowe;j.

Zdefiniujmy wpierw pojecie przyczynowej ewolucji w przestrzeni stanow (por. Sek. 4.3.2):

Definicja 9. Niech X (A) C S(A) bedzie podprzestrzeniq przestrzeni S(A) standw na x-algebrze
A, wyposazong w porzadek czeSciowy =< zdefiniowany przez stozek przyczynowy C. Odwzorowa-

nie w : I — X(A), z dziedzing I C R, nazywamy przyczynowym jesli
w(s) 2w(t), dla wszystkich s <t.

Zauwazmy teraz, ze jesli zastosujemy Definicje 9 do czasoprzestrzeni dwuptatowej z X (A) =
P(A) 2 M UM to z Twierdzenia 7 wynika, ze odwzorowanie w : I — M L M moze byé¢
przyczynowe tylko wtedy, gdy caly jego obraz jest lezy na jednym z platow. Zatézmy bowiem,
ze krzywa przyczynowa v na M przeskakuje pomiedzy ptatami w pewnym momencie czasu ty.
Wowezas, dla dowolnego € > 0 mamy w(ty —¢) = (y(to — €),0) oraz w(ty + ) = (y(to + €), 1).
Z rownania (19) wynika jednak, ze dla dowolnej wartosci |m| > 0, istnieje taki ¢, ze w(ty —
) 2 w(to + ¢) 1 stad odwzorowanie w nie jest przyczynowe. Wniosek ten jest stuszny réwniez
gdy parametr masy m zostanie zamieniony na pole skalarne ®, poniewaz lewa strona wzoru
(21) moze by¢ dowolnie mata. Widzimy zatem, ze ilustracja z Rys. 6 (a) nie jest adekwatna,
przynajmniej na poziomie klasycznym.

Z drugiej strony, struktura przyczynowa czasoprzestrzeni dwuplatowej pozwala na zmiane
stanu wewnetrznego czastki, jesli przejdziemy do rozszerzonej czasoprzestrzeni N'(A) = M x
[0, 1]. Odwzorowanie w : I — M x [0, 1] jest okreslone przez krzywa v : I — M oraz funkcje
¢: 1 —1[0,1]. Wowcezas, wzor (18) ogranicza szybkosé zmian £ w zaleznosci od predkosci wzdtuz
krzywej . Przyktady takich przyczynowych odwzorowan zostalty pokazane na Rys. 7.

Zauwazmy teraz, iz elementami przestrzeni N'(A) sa pary (p, &), gdzie £ = Mg + (1 — A\
jest kombinacja wypukta dwoch standéw czystych na algebrze C®C. W zwiazku z tym parametr
A = A(&) € [0, 1] mozna interpretowaé jako prawdopodobieristwo tego, ze stanem wewnetrznym
czastki jest ,,0”. Ta obserwacja sugeruje probabilistyczna (cho¢ niekoniecznie kwantowa!) inter-
pretacje wewnetrznego stopnia swobody. Naturalne jest utozsamienie tego ostatniego z chiral-
nosciag. Otrzymujemy w ten sposob intrygujacy obraz ,klasycznego” masywnego fermionu, ktoéry
porusza sie wzdtuz krzywej przyczynowej w czasoprzestrzeni, podczas gdy jego stan wewnetrz-
ny oscyluje z czestoscia nie wicksza niz (23). Narzuca sie zatem wniosek, ze Zitterbewegung
nie jest rzeczywistym ruchem w przestrzeni, jak czesto twierdzi sie w literaturze, lecz raczej
oscylacja chiralna, ktéra ma miejsce w ,,przestrzeni wewnetrznej” czastki.

Twierdzenie 7 nie moze by¢ jednak bezposrednio zastosowane do czastek Diraca — czy
to modelujacych masywne neutrina, czy tez analogowe uktady kwantowe. Jest tak poniewaz
pakiet falowy Diraca nie moze mie¢ réwnoczesnie doktadnie okreslonego potozenia jak i pedu,
za$ Zitterbewegung jest w ogolnosci oscylacja o wielu czestosciach charakterystycznych [193].

Niemniej jednak, kazde rozwiazanie 1) rownania Diraca definiuje stan mieszany p € S(A) na
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Rysunek 7: Przyktady krzywych przyczynowych w rozszerzonej dwuplatowej 2-wymiarowej
czasoprzestrzeni Minkowskiego. Blade linie na dolnym ptacie przedstawiaja trajektorie klasycz-
nej swobodnie lecacej czastki: spoczywajacej w uktadzie laboratoryjnym (linia czerwona) oraz
poruszajacej si¢ z predkoscig +zc¢ (linia zielona) i —z¢ (linia niebieska). Pogrubione krzywe
sa wynikiem zlozenia odpowiednich trajektorii czasoprzestrzennych oraz ruchu w rozszerzonej
przestrzeni wewnetrznej S(Ap) = [0, 1]. Zauwazmy, ze zaré6wno czerwona jak i niebieska $ciezka
sa ,Swietlne” w czasoprzestrzeni dwuplatowej, poniewaz leza na granicy stozka przyczynowego,

natomiast $ciezka zielona jest czasopodobna.

algebrze A czasoprzestrzeni dwuplatowej poprzez wzor (zob. |[Eq. (7) w H4|, a takze Sek. 4.3.2):
pun(@) = / (W) (e, 0t (@, 0) + () @ Dbl (1), (24)
R

gdzie a = (§9) € A, natomiast = = 1(1 £ +°). Struktura przyczynowa czasoprzestrzeni

dwuptatowej implikuje, ze ewolucja czasowa stanu ukladu indukuje przyczynowa ewolucje, tzn.
Pu(s) = Pu(t)s dla kazdego s <t, (25)

w $cistym sensie Definicji 2. Powyzszy wzor uogélnia sie naturalnie na czasoprzestrzenie glo-
balnie hiperboliczne. Wéwczas catkowanie odbywa sie po hiperpowierzchni Cauchy’ego, a v
jest rozwiazaniem réwnania Diraca na zakrzywionej czasoprzestrzeni [65]. Ponadto, wzor (25)
stosuje sie rowniez do relacji < indukowanej sfluktuowanym operatorem Diraca (20). Jedna
z bezposrednich konsekwencji Twierdzenia 8 jest to, ze wprowadzenie potencjatu elektroma-
gnetycznego nie zmienia zaleznosci (25). Z drugiej strony, wprowadzenie pola skalarnego @,
oddziatujacego z fermionem Diraca poprzez sprzezenie Yukawy, jest rownowazne konforemne-
mu przeskalowaniu metryki czasoprzestrzeni o czynnik |<I>|_1.

Wzor (25), a takze jego uogolnienia obejmujace zakrzywiong czasoprzestrzen i fluktuacje
geometrii, moze by¢ rowniez postrzegany jako ,kwantowe ograniczenie predkosci” [ang. quan-
tum speed limit|, ktére narzuca ograniczenie na maksymalna predkosé ewolucji stanu w danym
ukltadzie kwantowym [96]. Na marginesie warto wspomnie¢, iz ostatnio pokazano, ze kwanto-

we ograniczenia predkosci maja zastosowanie rowniez do uktadéow klasycznych [190, 217|, co

26



sugeruje ich geometryczne pochodzenie. A zatem, relacja (25) moze byé¢ w testowana w symu-
latorach kwantowych, ktore moga uwzglednia¢ krzywizne czasoprzestrzenna [35] oraz zalezne
od czasu sprzezenie Yukawy [116, 159].

Aby sprawdzi¢ empirycznie poprawno$é¢ ograniczenia (25) nalezaloby wyprowadzié¢ jej bar-
dziej jawng charakteryzacje, podobnej do tej przedstawionej w Twierdzeniu 7. Pozostaje to
otwartym problemem, ktoérego ktérego rozwigzanie musi wiazaé sie z pojeciem przyczynowo-
Sci dla miar probabilistycznych, przedstawionym w pracy [H6| i wyjasnionym w nastepnych

rozdzialach.

Opis wktadu autorskiego:

Ja jako pierwszy zaobserwowalem, ze prawa strona wzoru (19) jest rowna potokresowi
Zitterbewegungu i rozwinatem interpretacje przedstawiona w [H4|. Ponadto zasugero-
walem, ze pojecie przyczynowosci w przestrzeni stanéw moze by¢ badane w symulacjach
kwantowych [Sec. V- w H4|. N. Franco pomoégt wyjasni¢ czesci zwiazane z lorentzow-
skimi trojkami spektralnymi, a T. Miller przyczynit sie do zrozumienia matematyczne;j
struktury ogolnego ograniczenia (25). Samodzielnie napisatem wieksza czes¢ artykutu

[H4] i przygotowatem go do publikacji.

4.2.5 Kwantowe czasoprzestrzenie — operacyjny punkt widzenia [H5]

Teoria C*-algebr zapewnia uniwersalne ramy matematyczne do badania zaréwno klasycznych
jak 1 kwantowych uktadow fizycznych [154, 229|. Stanowi ona réwniez podstawe aksjomatycz-
nego podejscia do kwantowej teorii pola [128]. Struktura C*-algebraiczna ma naturalng inter-
pretacje operacyjna [203, 229]: kazda obserwabla, tj. samosprzezony element a C*-algebry A
ma widmo o(a) C R, ktore okresla mozliwe wyniki pomiaru, za$ kazdy stan w € S(A) definiuje
miare prawdopodobienistwa na o(a), ktora determinuje prawdopodobienistwa poszczegdlnych
wynikow pomiaru. W szczegdlnosci, z kazda obserwabla a € A zwiagzana jest jej warto$é ocze-
kiwana w(a) oraz wariancja AZ?(a) = w(a?) — w(a)?, w danym stanie w.

Nier6wnos$¢ Robertsona (zob. np. [229]) mowi, ze dla dowolnych obserwabli a,b € A i dowol-
nego stanu w € S(A) mamy A, (a)-A,(b) > 3 |w([a, b])|. Stanowi ona podstawe dla operacyjnego
ujecia relacji nieoznaczonodci. Jesli dwie obserwable sa komplementarne, tzn. nie komutuja, to
nie mozna ich zmierzy¢ jednoczesnie z dowolna doktadnoscia.

W standardowym paradygmacie kwantowym pomiary polozenia w czasoprzestrzeni nie sa
wzajemnie komplementarne. W konsekwencji, nalezy modelowaé¢ obserwable czasoprzestrzenne
przy uzyciu przemiennej C*-algebry, C'(M). Mozna jednak argumentowa¢, w duchu ,mikro-
skopu Heisenberga” (zob. np. [90]), Ze proba pomiaru na bardzo matych skalach odleglosci
wiaze sie z koniecznoscia wpompowania znacznych iloéci energii w maty obszar czasoprzestrze-
ni, a tym samym zaburzenia mierzonego uktadu [143]. W zwiazku z tym, algebra obserwabli

czasoprzestrzennych powinna by¢ raczej algebra nieprzemienng.
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Ale co wowczas stanie sie z samg czasoprzestrzenia? Pojecia czasoprzestrzeni nie mozna,
i nie powinno sie, porzuca¢ pochopnie. W istocie, kazdy eksperyment fizyczny jest zwigzany
z pewnymi czasoprzestrzennymi ,etykietami” okreslajacymi koordynaty danych wej$ciowych
i wyjsciowych. W zwiazku z tym, jakas struktura czasoprzestrzeni jest wymagana przez sama
metodologie fizyki (zob. [O012, O21]). Problem ten ma charakter nie tylko filozoficzny, poniewaz
na pojeciu czasoprzestrzeni oparta jest cala kwantowa teoria pola. Jest ona potrzebna nie tylko
jako nosnik dla dystrybucji o wartosciach operatorowych [228] czy tez lokalnych C*-algebr [128],
ale zapewnia ona réwniez $cislte pojecie przyczynowosci — ,aksjomat mikroprzyczynowosci” —
oraz ewolucji czasowej — ,aksjomat ciecia czasowego” [ang. time-slice axiom].

Jesli przyjac, ze sama czasoprzestrzen jest obiektem kwantowym, to — z operacyjnego punk-
tu widzenia — powinna ona by¢ calkowicie okreslona przez algebre A wszystkich mozliwych
czasoprzestrzennych obserwabli. W konsekwencji, przestrzert wszystkich stanéw czasoprzestrze-
ni kwantowej jest jednoznacznie okre$lona jako zbiér wszystkich znormalizowanych dodatnich
funkcjonatow liniowych na A, rozdzielanych przez obserwable w A (zob. [229]). Stany miesza-
ne powstaja, gdy uktad kwantowy jest splatany z pewnym otoczeniem, po ktérego stopniach
swobody $§ladujemy. Ponadto, kazdy stan mieszany jest kombinacja wypukta, czyli mieszanka
statystyczng, stanéw czystych. Zatem sam uktad jest scharakteryzowany przez zbior jego sta-
now czystych. Stad naturalnym jest utozsamianie przestrzeni P(.4) dla nieprzemiennej algebry
A obserwabli czasoprzestrzennych jako struktury definiujacej kwantows czasoprzestrzen (por.
[91, s. 188]).

Jednak przestrzen P(A) ma tylko strukture topologiczna, podczas gdy klasyczna czasoprze-
strzen jest wyposazona w strukture przyczynowa i metryczna. Zwykle uwaza sie, ze standardowa
mikroskopowa przyczynowosé w kwantowej czasoprzestrzeni musi sie zalamywacé i mozna liczy¢
jedynie na ograniczenie skali naruszenia przyczynowosci — zob. np. [5, 11, 123, 188, 225|. Taki
punkt widzenia odpowiada wizji przedstawionej na Rys. 1(a). W naszej pracy [H1| zakwe-
stionowalismy ten poglad i przedstawiliSmy pierwsze Sciste pojecie przyczynowoéci i odlegtosci
w kwantowej czasoprzestrzeni. Prowadzi to do nastepujacej definicji kwantowej (tj. nieprze-

miennej) czasoprzestrzeni przedstawionej w pracy [H5|.

Definicja 10 (|[Def. 2 w H5|). Nieprzemienna czasoprzestrzenia nazywamy przestrzen standw
P(A) na (gestej x-podalgebrze) nieprzemiennej C*-algebry A, ktorej geometria jest okreslona
przez lorentzowskq trdjke spektralng (A, IC, D).

Oprocz prawie przemiennych przyktadow przedstawionych w pracach [H2| i [H3], definicja
ta byta badana dla dwoch ,prawdziwie nieprzemiennych” czasoprzestrzeni: ptaszczyzny Moyala
[51, 107] i czasoprzestrzeni k-Minkowskiego [108|. Na marginesie warto wspomnie¢, ze dla cza-
soprzestrzeni x-Minkowskiego zostalo niedawno zaproponowane inne podejscie do przyczyno-
wosci, oparte na kwantowej teorii pola [171]. Podejscie opracowane w [H1]| jest diametralnie
rozne, gdyz bazuje bezposrednio na geometrii kwantowej czasoprzestrzeni — tak jak ma to
miejsce w przypadku klasycznym.

Jezeli potraktujemy Definicje 10 literalnie, to sugeruje ona |[H5|, ze kwantowe teorie pol

cechowania powinny by¢ budowane na prawie przemiennych czasoprzestrzeniach M x F'| ra-
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czej niz po prostu na czasoprzestrzeni M. W szczegdlnosci, masywne pole Diraca nalezaloby
kwantowa¢ na czasoprzestrzeni dwuptatowej M U M. Oznacza to, ze teoria powinna zawie-
ra¢ dwa bezmasowe pola Weyla, sprzezone poprzez ,wierzcholek masy”, jak na Rys. 7 (a). W
standardowym podejsciu zaktada sie, ze pola sa poczatkowo swobodne, tzn. [\i/L(p), @R(q)] =0
dla wszystkich p,q € M, za$ oddzialywanie traktuje sie perturbacyjnie. Z drugiej strony, pra-
wie przemienna geometria czasoprzestrzeni dwuptatowej sugeruje, ze pola nieperturbacyjne nie
musza komutowac, jesli d(p, q) < w/(2m), gdzie d jest odlegtoscia lorentzowska na M.

To, czy takie prawie przemienne podejscie da kwantowa teorie pola, ktéra okaze sie rowno-
wazna standardowej, czy tez nie, pozostaje otwartym problemem. Pewna badania poréwnujace
kwantowanie pol Weyla i Diraca zostaly przedstawione w pracach [64, 231], cho¢ opieraja sie

one na standardowym podejéciu perturbacyjnym.

Opis wktadu autorskiego:

Praca [H5| jest samodzielng publikacja.

4.3 Relatywistyczna przyczynowos¢ w teoriach probabilistycznych
[H6—H9|

Zasada no-signallingu jest powszechnie uznawana za podstawowy warunek zgodnosci pomiedzy
teoria wzglednosci a probabilistyczng teoria fizyczna (44, 206]. Jest ona wyrazona operacyjnie
poprzez prawdopodobieristwa wynikoéw pomiaréw przestrzennie rozdzielonych agentow, warun-
kowane ich lokalnymi ustawieniami pomiarowymi. W przypadku dwojga agentow, Alicji i Boba,

warunki no-signallingu wyrazaja sie¢ w nastepujacy sposob:

Z Pla,b|xz,y) = Z P(a,b|xz,y), dla wszystkich a,z,y,v/,
b b

(26)
Z P(a,b|z,y) = Z P(a,b|2',y), dla wszystkich a, 2y, v,

gdzie a,b sa wynikami, odpowiednio, Alicji i Boba, natomiast x,z’, 3,4’ sa ich ustawieniami
pomiaru. Dla trzech lub wiecej stron konieczne i wystarczajace warunki dla braku nad$wietlnego
przesyltu informacji zaleza od konkretnych lokalizacji czasoprzestrzennych agentow [141].
Warunki no-signallingu odnosza si¢ do relatywistycznej czasoprzestrzeni tylko implicite. Ba-
zuja one na identyfikacji probabilistycznego pojecia zdarzenia, zwiazanego z okreslonym usta-
wieniem i wynikiem (por. [H8|, a takze [O12, O21]) z relatywistycznym zdarzeniem, ktore jest
punktem w czasoprzestrzeni M. Wowczas, porzadek przyczynowy zdarzenn w M okresla pojecie
~brzestrzennego rozdzielenia” [ang. spacelike separation|. Struktura lorentzowska relatywistycz-
nej czasoprzestrzeni jest wystarczajaca do nadania sensu zasadzie no-signallingu, jednak nie jest
ona bezwzglednie konieczna. Mozna zastosowa¢ warunki postaci (26) na przyktad do czasoprze-

strzeni z preferowana foliacja [28|, albo dyskretnej czasoprzestrzeni, np. zbioru przyczynowego
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[233]. Mozna tez wyobrazi¢ sobie warunki no-signallingu zdefiniowane na kwantowej czasoprze-
strzeni Q, w Scistym sensie Definicji 10, jesli tylko udalto sie nadaé¢ operacyjng interpretacje
,rozmytym zdarzeniom”, czyli elementom Q.

Co wiecej, operacyjne warunki no-signallingu oparte sa wylacznie na korelacjach i nie doty-
cza dynamiki fizycznych nosnikéw informacji. W konsekwencji, podczas gdy struktura tensorowa
mechaniki kwantowej jest wystarczajaca (cho¢ nie konieczna) do zagwarantowania spelnienia
warunkow no-signallingu [44, 86], to nie wyklucza to mozliwosci nad$wietlnego przesytu informa-
cji przy pomocy dynamiki kwantowej. W istocie, Hegerfeldt wykazal [133, 134|, ze poczatkowo
zlokalizowane pakiety falowe natychmiast rozptywaja sie po catej przestrzeni podczas ewolucji
zadanej rownaniem Schrodingera z dodatnio okreslonym hamiltonianem. Jednak fakt ten nie
musi implikowaé¢ operacyjnej mozliwosci nad$wietlnej komunikacji [45]. Powszechnie uwaza sie
[45, 203, 257], ze pogodzenie struktury relatywistycznej czasoprzestrzeni z zasadami kwantowy-
mi nie moze sie dokona¢ w ramach formalizmu paczek falowych, lecz potrzeba do tego pelnej
kwantowej teorii pola.

Prace [H6-H9| stanowia pomost pomiedzy formalizmem czasoprzestrzennym, a operacyjnym
postulatem no-signallingu. Opieraja sie one na Scistej matematycznej strukturze borelowskich
miar probabilistycznych nad rozmaitosciami czasoprzestrzennymi, wprowadzonej w pracy [H6]
i zainspirowanej wynikami z [H1|. Ponadto, pozwalaja one na badanie zagadnienia przyczyno-

wosci ewolucji pakietow falowych w ogolnie kowariantnym ujeciu [H7, HS|.

4.3.1 Struktura przyczynowa dla miar probabilistycznych [H6]

Niech M bedzie czasoprzestrzenia globalnie hiperboliczng i niech A = Cy(M) bedzie odpo-
wiadajaca jej przemienng C*-algebra. Wowczas, na mocy twierdzenia o reprezentacji Riesza—
Markowa—Kakutaniego [214], stany w przestrzeni S(A) sa we wzajemnie jednoznacznej odpo-

wiedniosci z borelowskimi miarami probabilistycznymi na M,
S(Co(M)) 3 p &5 1€ 2(M) Va e CoM) pla) = / e, (27)
M

Bezposrednie zastosowanie Definicji 2 prowadzi do nastepujacej struktury.

Definicja 11 (|Def. 1 w H6|). Niech C(M) bedzie zbiorem wszystkich gtadkich ograniczonych
funkcyi przyczynowych na czasoprzestrzeni globalnie hiperbolicznej M. Majgc dane miary p,v €

P (M) mowimy, ze j poprzedza przyczynowo v jesli

VfelC(M) /Mfduﬁ/Mfdu. (28)

W pracy [H6| wyprowadzilismy kilka innych charakteryzacji struktury przyczynowej w prze-
strzeni borelowskich miar probabilistycznych &2(M), ktore sa rownowazne Definicji 11 przy
odpowiednich zatozeniach dotyczacych bazowej czasoprzestrzeni. Najwazniejsze z nich zostaty
podsumowane w nastepujacym twierdzeniu [Thm. 6, 8 1 10 w H6|. Uzywamy standardowej no-
tacji JE(X) 1= UpexJE(p), zas samodzielny symbol J* oznacza przyczynowa relacje binarng
jako podzbior M2, J* = {(p,q) € M?, p < q}.
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Twierdzenie 12. Niech p,v € P (M) beda borelowskimi miarami probabilistycznymi nad cza-

soprzestrzeniqg M.

1. Niech M bedzie stabilnie przyczynowa. Warunek (28) jest réwnowazny warunkowi:
Dla wszystkich przyczynowych f € Cy(M), / fdu < / fdv. (29)
M M

2. Niech M bedzie przyczynowo ciggta. Wtedy warunki (28, 29) sq réwnowazne warunkowi:

Dla kazdego otwartego zbioru przysztosci F C M, u(F) < v(F). (30)

3. Niech M bedzie przyczynowo prosta. Wtedy warunki (28-30) sq réwnowazne obu naste-

pujgcym warunkom.

Dla kazdego zwartego K C M, p(K) < v(JT(K)). (31)
Istnieje w € P(M?) taka, ze w(- x M) = p, WM x ) =v oraz w(J") =1. (32)

4. Niech M bedzie globalnie hiperboliczna. Wtedy warunki (28-32) sq réwnowazne warun-

kowsi:

Dla kazdej hiperpowierzchni Cauchy’ego ¥ C M,  u(J7 (X)) < v(JH(X)). (33)

Uzycie przyczynowej przysztosci, a nie przesztosci w Twierdzeniu 12 jest tylko kwestia kon-
wencji. Mozliwe jest rownowazne sformutowanie warunkow (30-33) przy uzyciu J~ oraz zbiorow
przeszlosci [Rem. 1 w H6).

Podczas gdy Definicja 11 jest czysto formalna, a jej fizyczna interpretacja cokolwiek mglista,
rownowazne warunki (31, 32) zawarte w Twierdzeniu 12 ukazuja istote pojecia relacji przyczy-
nowej dla miar prawdopodobieristwa.

Warunek (31) mowi, ze dla dowolnego zwartego regionu K czasoprzestrzeni prawdopodo-
bieristwo nie moze ,wycieka¢” ze stozka przysztosci zbioru . W szczegdlnosci, jesli miara p ma
zwarty nosnik, to dla dowolnego v w stozku przysztosci p mamy suppv C J T (supp(p)). Jest to
warunek konieczny, ale nie wystarczajacy, dla istnienia zwiazku przyczynowego miedzy miara-
mi — zob. przyktad i interpretacje fizyczna w Sekcji 4.3.2. Warunek (31), wraz z odpowiednim
aksjomatem dotyczacym pomiaru, moze zosta¢ wykorzystany do sformutowania operacyjnej
zasady no-signallingu osadzonej w strukturze relatywistycznej czasoprzestrzeni. To zagadnienie
jest omowione szczegbdtowo w Sekeji 4.3.3.

Z drugiej strony, warunek (32) ukazuje dos¢ nieoczekiwany zwiazek z teorig optymalnego
transportu. W tym kontekscie miara w € 2 (M?) o wlasnosci (32) zasluguje na miano przy-

czynowego sprzezenia [ang. causal coupling] lub przyczynowego planu transportu [ang. causal

ZWarunek (31) w tej postaci zostal udowodniony w [H7]|, natomiast w [H6| zostal przedstawiony w nieco
stabszej wersji z u(J*(K)) w miejscu p(K).
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transference plan]. W ramach teorii optymalnego transportu dowolna miare w € 92(M?) z usta-
lonymi marginatami, g = w(- x M), v = w(M x ) € P (M) nazywamy sprzezeniem |ang.
coupling| lub planem transportu [ang. transference plan|. Mozna patrze¢ na nia jak na plan
rekonfiguracji pewnej znormalizowanej ilosci ,masy”, rozmieszczonej pierwotnie w M zgodnie
z rozktadem g, na rozktad w ksztatcie okreslonym przez v. Postulat, iz sprzezenie ma by¢ , przy-
czynowe”, w(JT) = 1, oznacza, ze rekonfiguracja musi by¢ zgodna ze struktura przyczynowa

bazowej czasoprzestrzeni M. Innymi stowy, warunek (32) formalizuje nastepujaca intuicje [H6|:

Kazda infinitezymalna czesé rozktadu prawdopodobienstwa musi przemieszczac sie

po skierowanej w przysztosc krzywej przyczynowes.

Glebszy zwiazek pomiedzy strukturg przyczynows dla miar probabilistycznych, a przestrzenia
krzywych przyczynowych wyposazong w odpowiedniag topologie, rozwinat T. Miller w pracy
[173] — zob. tez Sekcje 4.3.2.

Twierdzenie 12 pokazuje, ze struktura przyczynowa w przestrzeni &(M) nie wymaga ko-
niecznie globalnej hiperbolicznosci bazowej czasoprzestrzeni M. Okazuje sie, ze warunek (32)
mozna zapisa¢ dla dowolnej czasoprzestrzeni (tj. czterowymiarowej czasowo zorientowanej gtad-
kiej rozmaitosci lorentzowskiej [182]), nawet takiej, ktora zawiera petle przyczynowe. Jest tak
dlatego, ze zbior J© C M? jest o-zwarty w dowolnej czasoprzestrzeni, jak pokazano w [Thm. 4
w H6|. Wlasnosé ta jest automatyczna w przyczynowo prostych czasoprzestrzeniach, poniewaz
w tym przypadku zbior J* jest domkniety, ale w ogdlnosci dowod jest dosé subtelny i opiera
sie na fakcie, ze kazda czasoprzestrzen mozna pokry¢ przeliczalng rodzing prostych zbiorow wy-
puktych [197]. W konsekwencji mozna przyja¢ warunek (32) jako podstawowsa definicje relacji

przyczynowej dla borelowskich miar probabilistycznych na danej czasoprzestrzeni.

Definicja 13 (|Def. 2 w H6|). Niech M bedzie czasoprzestrzenig. Majgc dane p,v € P (M)
mowimy, ze p poprzedza przyczynowo v, co zapisujemy jako p =< v, jesli istnieje w € P(M?),
taka ze w(+ x M) = p, w(M x -)=v oraz w(J") = 1.

Latwo sprawdzi¢, ze Definicja 13 dla delt Diraca, ktére sa stanami czystymi na C*-algebrze
Co(M) sprowadza sie do standardowej relacji przyczynowej na czasoprzestrzeni. Istotnie, jedy-
nym sprzezeniem dla miar 6,,0, € P (M) jest 0, € P(M?), zatem §, < §, wtedy i tylko
wtedy, gdy p = ¢ w zwyklym czasoprzestrzennym sensie [Cor. 5 w H6|.

Standardowa relacja przyczynowa na czasoprzestrzeni M zawsze jest zwrotna i przechodnia,
natomiast jest ona antysymetryczna (a wiec jest porzadkiem czesciowym) wtedy i tylko wtedy,
gdy M jest przyczynowa, tzn. nie zawiera petli przyczynowych [182]. Relacja przyczynowa w

przestrzeni (M) dziedziczy te wlasnosci, przy minimalnie silniejszych zalozeniach na M.

Twierdzenie 14 (|[Thm. 111 12 w H6]). Relacja < na P (M) z Definicji 13 jest zwrotna i prze-
chodnia w kazdej czasoprzestrzeni M. Ponadto, jest ona antysymetryczna, jezeli dla kazdego

zwartego obszaru I C M istnieje borelowska funkcja tc : IC — R taka, ze
Vp#£qeK  p=q = 1xp) <7x(q) (34)
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Z wtasnosci (34) wynika, ze M jest przyczynowa. Z drugiej strony, jesli M rozréznia prze-
sztos¢ lub przysztosé [ang. future /past distinguishing spacetime|, to zawsze mozna skonstruowaé
uogolniona borelowska funkcje czasu spelniajaca warunek (34) [Rem. 6 w H6|. Zatem warunek
wystarczajacy dotyczacy struktury przyczynowej M, ktory gwarantuje ze relacja przyczynowa
w P (M) jest porzadkiem czesciowym jest tylko nieznacznie silniejszy od wymagania braku
petli przyczynowych.

Definicja 13 jest uniwersalna, a zatem moze by¢ zastosowana do rozszerzenia dowolnej bore-
lowskiej relacji binarnej na M na przestrzen polska Z2(M). Na przyktad, mozna ja zastosowaé
do relacji Sorkina—Woolgara [176, 226], co uczyniono w pracy [174], lub relacji pochodzacych
z geometrii Lorentza—Finslera [150, 232]. W kontekscie tej ostatniej Definicja 13 zostala nieza-

leznie zaproponowana przez S. Suhra w pracy [232].

Odlegtosci Lorentza—Wassersteina Odkryty przez nas zwigzek pomiedzy lorentzowska
geometria czasoprzestrzeni a teorig optymalnego transportu pozwala wyposazy¢ przestrzen
miar probabilistycznych &2(M) nie tylko w strukture przyczynows, lecz takze w odpowiednia
lorentzowskq funkcje odlegtosci. Przypomnijmy, ze ,,odlegto$¢ lorentzowska” nie jest odlegtoscia
w standardowym sensie matematycznym, lecz funkcja dp : M x M — [0, +o0] zdefiniowana
jako [17]

sup, 7(7), jeslip < ¢,

(35)
0, jesli p ﬁ q,

dL(p7 Q) =

gdzie T(7) jest czasem wlasnym wzdluz kawatkami-gtadkiej skierowanej w przysztosé krzywe;
przyczynowej 7 idacej z p do q. Wielkosé dy, (p, ) nie musi w ogolnosci by¢ skoriczona, ale jest tak
dla wszystkich par zdarzeni w czasoprzestrzeniach globalnie hiperbolicznych [17], a skoniczonosé
dy, jest rownowazna istnieniu pewnych uogélnionych funkcji czasu [211].

Zainspirowani odleglosciami Monge’a—Kantorowicza—Wassersteina, szeroko stosowanymi
w teorii optymalnego transportu i jej fizycznych zastosowaniach (zob. np. [O15] i odno$niki

tamze), przedstawiliémy w pracy [H6| nastepujace pojecie.

Definicja 15 (|Def. 3 w H6|). Niech M bedzie czasoprzestrzeniq i niech s € (0, 1]. Odlegtoscig
Lorentza—Wassersteina rzedu s nazywamy odwzorowanie LWy : (M) x P (M) — [0, +x]

okreslone jako

1/s
sup (/ dr(p, q)° dw(p, q)) , gesti o(p,v) # 0,
LWS(,u, l/) = § welle(p,v) M?2
0, gesli Ma(p,v) =10,
gdzie I1.(p, v) oznacza zbior wszystkich przyczynowych sprzezen pomiedzy miarami p and v.
Funkcje LW, dziedzicza wiele sposrod wlasnosci standardowej odlegltosci lorentzowskiej (por.

[17, Chap. 4]).
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Twierdzenie 16 (|[Thm. 13 w H6|). Niech M bedzie czasoprzestrzeniq i niech s € (0, 1]. Wtedy:
1. Dla kazdych p,v € (M)

LW(p,v) >0 < FJwel(u,v) taka, ze w(IT) >0 = p=2r

2. Zachodzi odwrotna nierdwno$é trajkata. To znaczy, dla wszystkich py, po, i3 € P (M),
pn Spe Sps = LWy(u, piz) > LW(pn, p2) + LW (2, i) (36)

3. Dla kazdego p € P (M), LW(u, ) jest rowne albo 0 albo +oc.

4. M jest chronologiczna wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich p € P (M) zachodzi

5. Dla kazdych p,v € P(M) jesli LW,(u,v) € (0,400) to LW,(v, ) = 0.

Odlegtosci Lorentza—Wassersteina nie musza by¢ skoriczone, nawet na czasoprzestrzeniach
globalnie hiperbolicznych [Ex. 1 w H6|. Jezeli jednak M jest globalnie hiperboliczna i zar6wno
p jak i v maja zwarte nosniki, to LWy (u, v) < oo, dla kazdego s € (0, 1].

Opis wktadu autorskiego:

Pomyst skonstruowania sScistej struktury przyczynowej na przestrzeni miar probabili-
stycznych nad czasoprzestrzenia pochodzil ode mnie i opierat si¢ na ogélnym pojeciu
przyczynowosci w przestrzeni stanéow z pracy [H1]. Pomysl ten zostal podjety przez
Tomasza Millera, ktory napisal na ten temat prace doktorska z matematyki, ktorej to
pracy bylem promotorem pomocniczym. Punktem wyjscia naszych wspolnych badan
byta Definicja 1 [Sec. 4 w H6|, ktora ostatecznie zostala zastapiona przez Definicje 2
w [Sec. 4.2 w H6|. Wiekszosé badari matematycznych przedstawionych w [H6| zosta-
ta przeprowadzona przez T. Millera, pod moim nadzorem. W szczego6lnosci, T. Miller
udowodnil réwnowaznosé roznych charakteryzacji relacji przyczynowych w [Sec. 4, H6|,
a takze uzyskal wyniki pomocnicze w Sec. 3. Wspolnie rozwineliémy pojecie odleglosci
Lorentza—Wassersteina [Sec. 5 w H6|, zainspirowani ogélnymi rozwazaniami na temat
odlegtosci lorentzowskich w kwantowych czasoprzestrzeniach z [Sec. 5 of H1|. M6j indy-
widualny wktad w te prace, poza poczatkowym pomystem, dotyczyt fizycznej interpre-
tacji i potencjalnych zastosowan naszych wynikow. Zostaly one oméwione w [Sec. 11 6
w H6| oraz w kolejnym artykule [H7]. Artykul zostal napisany wspolnie, a ja pelnitem

role autora korespondujacego.

4.3.2 Przyczynowa ewolucja pakietéw falowych [H7]

Majac dany uktad fizyczny modelowany poprzez C*-algebre A mozna opisa¢ jego ewolucje
w czasie przy uzyciu odwzorowania R D I — S(A). Jesli przestrzenn S(A) jest wyposazo-

na w porzadek czesciowy =, to mozna badaé¢ przyczynowos$¢ takiej ewolucji — zob. Def. 9.
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A priori, ,czas” jest tylko pewnym zewnetrznym parametrem. Jesli jednak badany uktad jest
osadzony w relatywistycznej czasoprzestrzeni, wowczas pojecie czasu jest Scislejsze. Kazda cza-
soprzestrzen dopuszcza lokalne pojecie czasu, okreslone przez wybrany ukltad wspolrzednych.
Ten ostatni moze by¢ zwiazany z relatywistycznym (pasywnym) obserwatorem, ktory podrozuje
wzdtuz krzywej czasopodobnej i postuguje sie zegarem odmierzajacym jego czas wlasny. Taki
zegar nie nadaje sie jednak do opisu nielokalnych wielkosci fizycznych — zaréwno klasycznych,
np. relatywistycznego pytu, jak i kwantowych, np. pakietow falowych. Do ich modelowania
potrzebne jest globalne pojecie czasu zwiazane z wybrang funkcjg czasu T : M — R, ktoére
sa dostepne w czasoprzestrzeniach stabilnie przyczynowych. W czasoprzestrzeniach globalnie
hiperbolicznych istnieja ponadto funkcje czasu Cauchy’ego, ktérych poziomicami sa hiperpo-
wierzchnie Cauchy’ego, co gwarantuje ze problemy ewolucji sa dobrze postawione.

Te rozwazania doprowadzity do koncepcji ewolucji czasowej miar probabilistycznych na usta-
lonej rozmaitosci czasoprzestrzennej, ktora zostata przedstawiona w pracy [H7] i byta badana
takze w pracach [173, 175] oraz [H8|. Niech M bedzie czasoprzestrzenia globalnie hiperboliczna
i niech 7 : M — R bedzie funkcja czasu indukujaca splitting M = R x ¥, z hiperpowierzchnia
Cauchy’ego 3. Zdefiniujmy 3, := {t} x X, dla dowolnego ¢t € R i rozwazmy elementy prze-
strzeni (M), ktorych nosniki sa zawarte w cieciu czasowym w chwili ¢, tzn. supp puy C 3.
Fwolucjg, lub tez dynamikg miar, bedziemy nazywaé¢ odwzorowanie t — ;. Mozemy teraz $cisle

zdefiniowaé przyczynowosé takiej ewolucji®.
Definicja 17. Mowimy, ze ewolucja miar t — u,; jest przyczynowa jesli
ps = pi,  dla wszystkich s <t. (37)

Oczywiscie, definicja ta jawnie zalezy od wyboru globalnej funkcji czasu. Jednakze, T. Mil-
ler w pracy [173] pokazal, ze z kazda przyczynowa ewolucja miar mozna powiagza¢ pewien
niezmienniczy obiekt — miare na przestrzeni wszystkich (niesparametryzowanych) linii Swiata
na czasoprzestrzeni, wyposazong w odpowiednig topologie. Oznacza to, ze istnieje $cista proce-
dura pozwalajaca przepisa¢ ewolucje miary ¢ — u; w czasie globalnym 7, na inng dynamike,
t' — iy, bazujaca na innej funkcji czasu 7'. W szczegélnosci, jesli ewolucja miar jest przyczyno-
wa w jednym splittingu czasoprzestrzeni, to jest taka w kazdym innym splittingu. Szczegotowa
dyskusja tego aspektu jest zawarta w [173, Sec. 2.

Okazuje sie, ze przyczynowo$¢ ewolucji czasowej miar jest $ciSle zwiazana z rownaniem

ciggtosci, rozumianym w sensie teorio-miarowym [76].

Definicja 18. Niech I = [0,T], dla pewnego T > 0. Mdwimy, ze ewolucja miar t — u; spetnia
rownanie ciggtosci z zadanym zaleznym od czasu borelowskim polem predkosci v : I x R — R™,

(t,x) — vi(x), jesli rownanie

@ ot + Vz . (Vt /,l/t> =0 (38)

3Definicja 17 zostala po raz pierwszy przedstawiona jako [Def. 3 w H7] dla (n+1)-wymiarowej czasoprzestrzeni

Minkowskiego, a w pelnej ogolnosci w indywidualnym artykule T. Millera [173].
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jest spetnione w sensie dystrybucyjnym, tzn. dla wszystkich ® € C°(I x R"),

T
[ ] (2w wa)ana-o o

0 Rn+1

Twierdzenie 19 ([Thm. 3 w H7|). Niech M bedzie (n+ 1)-wymiarowq czasoprzestrzeniq Min-
kowskiego 1 niech dynamika miar t — p; spetnia rownanie ciggtosci z subluminalnym polem

predkosct,
Vte[0,T] Vx e R" [ve(2)| < c. (40)
Wowczas ewolucja jest przyczynowa w sensie Definicyi 17.

Dow6d Twierdzenia 19 opiera sie¢ na tzw. ,zasadzie superpozycji” w teorii optymalnego
transportu [22, Thm. 3|, zob. tez [173|. Powyzsze twierdzenie zostato ostatnio uogélnione przez
T. Millera na dowolne czasoprzestrzenie globalnie hiperboliczne, a ponadto okazalo sie, ze jest
to nie tylko wystarczajacy warunek na przyczynowosé¢ ewolucji miar, ale i warunek konieczny
[175]. Innymi stowy, ewolucja miar jest przyczynowa w sensie Definicji 17 wtedy i tylko wtedy,
gdy spelnia (uogolnione) réwnanie ciaglosci z subluminalnym polem predkosci.

Roéwnanie cigglodei wspolgra z ,hydrodynamiczng” interpretacja ewolucji czasowej miar.
Miara zalezna od czasu p; moze byé postrzegana jako pewien rodzaj ptynu, ktorego catkowita
ilos¢ jest zachowana i skoniczona. Jego ,.czastki” ptyna zgodnie z polem predkosci v. Jesli norma v
jest ograniczona przez predkosé swiatta, to przeptyw jest przyczynowy. Podobne idee dotyczace

~przyczynowej propagacji obserwabli” byty badane w pracach [113, 114, 125, 250].

Zanim przejdziemy do kwantowej dynamiki falowej, zwré¢my uwage, ze formalizm miar pro-
babilistycznych w czasoprzestrzeni moze by¢ wykorzystany do badania przyczynowosci prze-
pltywu pewnych klasycznych wielkosci fizycznych [Sec. II D w H7|. Na przyktad jesli p i j
sa odpowiednio gestoscig tadunku i pradu to, zgodnie z réwnaniami Maxwella, spelniajg one
rownanie cigglodci. Jedli p ma okreslony znak, a catkowity tadunek jest skonczony, to roz-
ktad tadunkow ewoluuje przyczynowo. Podobniez, rozwazmy klasyczne prézniowe pole elek-
tromagnetyczne o skornczonej energii catkowitej. Gestosé energii elektromagnetycznej v :=

z (50 IE|]® + l%o HBH2> spelnia réwnanie ciaglosci
Ou+V,-S=0, (41)

gdzie S := u—loE x B jest wektorem Poyntinga, a zatem jej ewolucja jest przyczynowa. Ogolniej,
rozwazmy tensor energii-pedu 7, taki, ze 1), jest przyczynowym polem wektorowym (por.
[125, Eq. (3.5)]). Zasada zachowania energii przyjmuje (w czasoprzestrzeni Minkowskiego) po-
sta¢ rownania ciaglosci 9,7"° = 0, z ktorego wynika, ze gestos¢ energii p = T ewoluuje
przyczynowo, pod warunkiem, ze energia calkowita fRn p(0, z)dz jest skonczona. Ten ostatni
przyktad pokazuje, ze wyniki prac [113, 125] moga zosta¢ wlaczone w $cisty formalizm teorio-

miarowy.
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Przejdzmy teraz do uktadéw kwantowych opisywanych unormowana funkcja falowa ¢ €
L*(R",CF), dla pewnego k > 1, ewoluujaca w (n+1)-wymiarowej czasoprzestrzeni Minkowskie-
go z wybranym splittingiem. Co do zasady, dynamike 1) mogltoby okresla¢ dowolne zachowujace
norme réwnanie dynamiczne, niekoniecznie réwnanie Schrodingera. Kazda taka dynamika de-
terminuje ewolucje miar zdefiniowanych wzorem i, () = 8(t) |9 (t, z)||* d"x. Zauwazmy jednak,
ze nawet jesli u; spetniaja jakies rownanie dynamiczne, np. réwnanie ciaggtosci, to ewolucja miar
nie jest jednoznacznie okreslona przez pig. Istotnie, dwie poczatkowe funkcje falowe rézniace sie
o czynnik fazowy zalezny od x dadza te same miary ug, ale rézne ewolucje. Zatem dynamike
t — p; nalezy traktowac jako efektywng dynamike prawdopodobieristwa. W formalizmie kwan-
towym z ustalong liczba czastek wielkosé¢ p,({t} x K) ma interpretacje prawdopodobienstwa
wykrycia uktadu w regionie przestrzeni K w danej chwili czasu ¢. Na ewolucje miar mozna
rowniez patrze¢ czysto operacyjnie, bez odwolywania sie do formalizmu kwantowego [HS|, co
zostalo szczegbdtowo omoéwione w Sekeji 4.3.3. Z drugiej strony, w ramach kwantowej teorii pola
standardowy operator polozenia & nie jest dobrze okreslona lokalng obserwowalna, zob. np.
[45, 234]. W tym kontekscie mozna uzy¢ np. operatora potozenia Newtona—Wignera [189] lub
formalizmu czasoprzestrzennych rozktadéw kwantowej teorii pola [59, 247, 248].

W ogoélnodci, Definicje 17 mozna traktowaé jako narzedzie do sprawdzania zgodnosci dane-
go modelu dynamiki prawdopodobienstwa ze struktura przyczynowa czasoprzestrzeni. Pozwala
ona nie tylko wykryé ewentualne ztamanie przyczynowosci, ale takze je skwantyfikowaé w ka-
tegoriach skali czasowej, przestrzennej oraz ,nadmiarowego prawdopodobienstwa”. To ostatnie

mozna zdefiniowa¢ [H7]| dla zadanej kwantowej ewolucji paczek falowych w nastepujacy sposob:
M(t,l/}(),l(:) = maX{O,M0<’C> _Mt(‘]+(lc))} : (42)

Liczbe M (t, 1o, K) mozna traktowaé jako ,pojemnosé nad$wietlnego kanatu komunikacyjnego”
(por. Sekcja 4.3.3). Ponadto, wielkosci
argmax M (t, g, K), arg}rcnax M (t, g, K)
t

okreslaja charakterystyczne skale tamania przyczynowosci w kategoriach, odpowiednio, cza-
su i dhugosci. Podobna kwantyfikacja tamania przyczynowosci w kwantowej dynamice falowe;j
zostala przedstawiona w pracy [249]. Opiera si¢ one na ,prawdopodobienistwie zewnetrznym”
(o — p¢) (J T (supp po)). Jej zastosowanie jest jednak ograniczone do miar poczatkowych pyg
o zwartych nosnikach.

Pierwszy wynik pokazujacy, ze Definicja 17 poprawnie oddziela tamanie przyczynowosci od
nielokalnych efektow kwantowych, wiaze sie z réwnaniem ciagtosci (41). I. Biatynicki-Birula
zauwazyl w pracach [29-31|, Ze gesto$¢ energii pola elektromagnetycznego ma interpretacje
probabilistyczna, jako kwadrat modutu funkcji falowej fotonu, ktérej ewolucje determinuje od-
powiednie réwnanie Schrodingera. W zwiazku z tym, z Twierdzenia 19 wynika ze funkcja falowa
fotonu zawsze indukuje przyczynowa ewolucje miar na czasoprzestrzeni Minkowskiego, nieza-
leznie od ksztalttu poczatkowego pakietu falowego.

Inne fundamentalne réwnanie relatywistyczne — réwnanie Diraca — réwniez implikuje row-

nanie ciaglosci, ktéremu podlega gestosé prawdopodobieristwa p = 11, z polem predkosci
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vF = Ty*) /p. Wynika stad, iz rownanie Diraca réwniez implikuje przyczynowa ewolucje miar
probabilistycznych [Prop. 10 w H7|. Warto zauwazy¢, ze wynik ten nie zalezy ani od wymiaru
czasoprzestrzeni, ani od wyboru poczatkowego pakietu falowego. Ten ostatni moze mie¢ zwar-
ty nosnik lub nie i zawieraé¢ czeSci zaréwno o dodatniej, jak i ujemnej energii. Pokazuje to
w szczegolnosci, ze efekt Zitterbewegung nie niweczy przyczynowosci propagacji uktadu.

Aby zademonstrowaé zastosowanie wielkosci (42) w praktyce warto rozwazy¢ nierelatywi-
styczny model swobodnej masywnej czastki kwantowej. Wezmy poczatkowa funkcje falowa
(0,2) = (wd)~Y4e /@D 5 parametrem d > 0, na dwuwymiarowej czasoprzestrzeni Min-
kowskiego R ktora ewoluuje zgodnie z hamiltonianem ﬁ@i Dla I, = {0} x [—a,a] mozna
tatwo obliczy¢

a+t

(7 (k) = [

—a—t

9 Vdm(a +t)
|(t, x)|” de = Erf (—\/m> )

gdzie Erf jest funkcja btedu. Poniewaz rosnie ona monotonicznie, wnioskujemy, ze dla a >
24 (Vm?d? + 2 4+ md) mamy i, (J T (K,)) < po(K), a zatem po £ i, dla wszystkich ¢, d,m > 0.
Rys. 8 pokazuje wielko$¢ tamania przyczynowosci, okreslona przez (42), w zaleznosci od skali

dhugosci (a) oraz czasu (t).
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Rysunek 8: Kwantyfikacja tamania przyczynowosci w nierelatywistycznym modelu czastki

kwantowej o masie m = 1 = m, i poczatkowym stanie gaussowskim o szerokosci d = 1 = ava.u.

Rys. 8 pokazuje, ze jesli bedziemy modelowaé ruch elektronu (w jednym wymiarze prze-
strzennym) przy uzyciu nierelatywistycznego hamiltonianu, to rozprzestrzenianie si¢ pakietow
falowych spowoduje znaczne naruszenie przyczynowosci, ktére narasta w czasie. Z drugiej stro-
ny, na skalach charakterystycznych dla kondensatu Bosego—Einsteina (m ~ 10726 kg, d ~ 1 um)
nad$wietlna propagacja prawdopodobieristw jest widoczna dopiero dla odlegtosci a 2 30 km
[H8|. Pokazuje to, ze w takim kontekscie fizycznym mozna bezpiecznie stosowaé¢ modele oparte
na nierelatywistycznym réwnaniu Schrodingera, mimo ze co do zasady indukuja one tamanie

relatywistycznej przyczynowosci.
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G. C. Hegerfeldt pokazal [133], Ze réwnanie Schrédingera z dowolnym dodatnim hamiltonia-
nem (moze by¢ zalezny od czasu) wywotuje natychmiastowe ,rozlewanie sie” po caltej przestrzeni
pakietu falowego, ktéry poczatkowo mialy zwarty nosnik. Wynik ten zostal uogélniony przez
Hegerfeldta w pracy [134] na stany poczatkowe z wyktadniczymi ogonami. Wynik ten implikuje,
ze dla dowolnego ¢ > 0 istnieje kula w R3, do ktérej prawdopodobieristwo ,wyciekato zbyt szyb-
ko” do uptywu chwili ¢.* Wynik Hegerfeldta ma jednak tylko charakter jakosciowy, podczas gdy
na przestawionym powyzej nierelatywistycznym przyktadzie zobaczyliSmy stosowno$é badania
ilo$ciowego.

W pracy [H7| przeanalizowalismy, na podstawie obszernych badan numerycznych [95], ta-
manie przyczynowosci w kwantowej dynamice falowej z relatywistycznym hamiltonianem H=
VP2 +m? w (1+1)-wymiarowej czasoprzestrzeni Minkowskiego, i poréwnalismy je z wynikami

pracy [249]. Ponizej przedstawione zostaly gtowne wnioski z tej analizy:

1. To rozptywanie sie pakietu falowego, a nie ,usredniony” ruch, jest odpowiedzialny za ta-
manie przyczynowosci, dlatego wystarczy skupi¢ si¢ na stanach poczatkowych z zerowym

srednim pedem.

2. Dla poczatkowych pakietéw falowych o ksztalcie gaussowskim tamanie przyczynowosci
ma charakter przejsciowy, co zaobserwowane zostalo réwniez w pracy [249] dla stanow
o zwartym nosniku. Maksymalne tamanie przyczynowosci zachodzi dla a ~ 2.9 o a.u. oraz
t ~ 0.8a%a.u. i jest ok. 3000 razy mniejsze niz w przypadku nierelatywistycznym —
zob. Rys. 9. Od strony fizycznej oznacza to, ze efekty tamania przyczynowosci sg istotne
tylko na dtugosciach rzedu fali Comptona czastki, i/(mc), i na skali czasu rzedu okresu
Zitterbewegungu, i/(mc?). W takim rezimie nie mozna juz zaniedba¢ proceséw kreacji

czastek i nie oczekuje sie, ze formalizm pakietow falowych bedzie adekwatny.

3. Im wezszy jest poczatkowy pakiet falowy, tym wieksza jest maksymalna ilog¢ tamania
przyczynowosci. W granicy stricte zlokalizowanego stanu poczatkowego, d — 0, otrzymu-
jemy dolne ograniczenie na (42), M > 0.13, ktore jest o 60% wieksze od maksymalnego
prawdopodobieristwa zewnetrznego uzyskanego w pracy [249] w odpowiedniej granicy sta-

néw o zwartym nosniku.

4. W przypadku bezmasowym, m — 0, tamanie przyczynowosci ma charakter trwaly, a nie
przejsciowy. Wielkosé (42) rosnie monotonicznie i asymptotycznie zbliza sie do wartosci
0.13, co jest zgodne z poprzednim punktem oraz faktem, iz M (¢, 1p0; m) = M (mt, vo(-/m); 1)
(zob. |[Eq. (14) w HT7]).

5. Dla stanéw poczatkowych postaci ¢§(z) = \/gsech(ﬁx), ktorych ogony gasna jak e #1#l,
ilo$¢ tamania przyczynowosci maleje z § i nie zaobserwowano tamania dla § < m, co
pozornie zgadza sie z twierdzeniem Hegerfeldta [134]. W granicy f — oo otrzymujemy

ponownie asymptotyczna wartos¢ M — 0.13.

4Scisty wynik Hegerfeldta przedstawiony w pracy [134] zostal przeanalizowany w [Sec. IV A w H7] i skon-

frontowany ze stwierdzeniami podanymi w [136], ktore okazaly sie by¢ na wyrost.
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Rysunek 9: Kwantyfikacja tamania przyczynowosci w modelu z relatywistycznym rownaniem

Schrodingera.

6. Ograniczenie Hegerfeldta, § < m, okazuje sie jednak tylko artefaktem badanej klasy
stanoéw. Dla poczatkowych pakietéw falowych postaci ¢5F(x) = N % sech(fz) stwier-
dzilismy, ze M > 0.0001, dla wszystkich wartosci 0 < § < 4.

7. W szczegblnodci, tamanie przyczynowosci jest rowniez wyraznie widoczne dla stanéw
postaci Y5E(x) z B = 0, ktore maja ciezkie ogony gasnace jak O(x~!). Istotnie, ba-
dania numeryczne przeprowadzone w 95| wyraZnie sugeruja, ze tamanie przyczynowo-
$ci zachodzi w ogolnosci dla klasy stanéw poczatkowych z ciezkimi ogonami § (x) =

N(A,m) (%)m, dla m € N, A > 0 i odpowiedniego wspolczynnika normalizacji N.

Wyniki przedstawione w pracy [H7| rzucaja nowe $wiatto na twierdzenie Hegerfeldta [133,
134] i kontrowersje zwiazane z jego interpretacja, zob. np. [45, 135] lub [195]. W oparciu o te
wyniki twierdzimy, iz tamanie relatywistycznej przyczynowosci w ramach formalizmu paczek
falowych nie wynika jedynie z lokalnosci (Scistej, badz tez wyktadniczej) stanéw poczatkowych.
Wydaje sie to raczej byé¢ ogdlng cecha rownania Schrodingera, niekoniecznie z dodatnio okre-
Slonym hamiltonianem. Jedyne réwnania dynamiczne dla pakietow falowych, ktére sa w Scistej
zgodzie ze strukturag przyczynowsa czasoprzestrzeni Minkowskiego, to te, ktore sg jawnie lo-
rentzowsko niezmiennicze. W $wietle ostatnich wynikow T. Millera [175], wydaje sie bardzo
prawdopodobne, ze ta cecha uogolnia sie na zakrzywione globalnie hiperboliczne czasoprze-
strzenie.

7 drugiej strony, zastosowane metody kwantyfikacji pokazuja, ze wlasciwym pytaniem nie
jest ,,czy” przyczynowosé jest lamana, ale raczej ,,jak bardzo”. Ilos¢” tamania przyczynowosci
powinna by¢ interpretowana jako wskazoéwka dotyczaca granic stosowalnosci badanego modelu

dynamiki, raczej niz faktyczny ,problem teorii podstawowej”, jak twierdzi sie w pracy [134].
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Opis wktadu autorskiego:

Kluczowe pojecie przyczynowej ewolucji miar przedstawione w pracy [H7] zostato opra-
cowane we wspoOtpracy z T. Millerem, krotko po naszej poprzedniej pracy [H6]. Ja
zaproponowatem, aby zastosowacé je badania do kwantowej dynamiki falowej i porow-
na¢ z twierdzeniem Hegerfeldta i pewnymi nowymi badaniami, np. [249]. Wykonatem
rowniez wiekszo$¢ analiz numerycznych zawartych w pliku [95], natomiast T. Miller
udowodnil zwigzek z rownaniem ciaglosci (Tw. 19) i przeprowadzil formalna analize
wynikow Hegerfeldta [Sec. IV A w H7|. Ja napisalem wieksza czesé artykutu i zajatem

sie jego ztozeniem w Phys. Rev. A.

4.3.3 Operacyjna przyczynowos¢ w relatywistycznej czasoprzestrzeni [H8]

Koncepcja przyczynowej ewolucji miar probabilistycznych na danej czasoprzestrzeni przedsta-
wiona w [H7] ma charakter formalny. Nie jest oczywiste, czy naruszenie warunku (37) moze
prowadzi¢ do nadswietlnego przesytu informacji. Jest tak w istocie, jesli miary modeluja klasycz-
ny uklad fizyczny, ale w przypadku kwantowym wielkosé pu(K) okresla potencjalng statystyke
detekeji (szersza konceptualna dyskusja na ten temat znajduje sie w pracy [021]). Odpowiada
ona na operacyjne pytanie: Jakie jest prawdopodobienistwo wykrycia uktadu, jesli odpowiedni
detektor zostanie umieszczony w obszarze czasoprzestrzeni K7 Jesli nie ma detektora, to nie
ma w ogole statystyki, poniewaz ,niewykonane eksperymenty nie maja wynikow” [202].

Zwiazek pomiedzy formalng definicja (37) a operacyjnym przesytem informacji zostal zbada-
ny w artykule [H8]. Przedstawiony tam formalizm jest ,czysto operacyjny” co oznacza, ze skupia
sie on wylacznie na aspekcie teorio-informacyjnym, pomijajac szczegoty fizyczne rozwazanych
uktadow. W tym kontekscie, ,detektory” sa rozumiane jako ,,czarne skrzynki”, dajace statysty-
ke detekcji (por. np. [44] albo [O14] i odnosniki tamze), podczas gdy ,czastki” sa rozumiane
jedynie jako nosniki sygnatow. Zaleta takiego podejscia jest jego uniwersalnos¢. Pozwala ono
rozpatrywaé zarowno modele klasyczne, jak i kwantowe, a takze pewne modele probabilistyczne
wykraczajace poza mechanike kwantowa (zob. Sekcja 4.1.3).

Po pierwsze, nalezy wprowadzié¢ agentow, czyli aktywnych obserwatoréow, ktorzy maja swo-
bode wyboru obszaru czasoprzestrzeni K i dokonywania binarnego pomiaru sprawdzajacego,
czy sygnal znajdowat sie w IC. Taki pomiar jest w og6lnosci inwazyjny, tzn. zmienia statystyke
przyszlej detekeji sygnatu. W kontekscie kwantowym odnosi sie to do stynnego ,kolapsu funkcji
falowej”. Detekcja sygnatu, lub jej brak, moze wptynaé¢ na przyszla statystyke detekcji w roz-
ny sposob. Cechy te sa uwzglednione w formalizmie dzieki zastosowaniu prawdopodobienstw
warunkowych.

Statystyki detekcji {P(r|mx)}, gdzie me € {0,1} oznacza odpowiednio ,pomiar niewyko-

nany” i ,pomiar wykonany”, zas r € {4+, —, ()} oznacza odpowiednio ,sygnal wykryty”, ,sygnal

41



niewykryty” i ,nie dotyczy”, sa nastepujace:

P(+[1) = w(K),  P(=[1) =1 = u(K),
P(+]0) =0, P(=|0) =0,

(0
0

)

) (43)

P(0 0,
P0)0) =1

Poniewaz pracujemy w formalizmie jednoczastkowym (tzn. ,jedno-sygnatowym”), bedziemy
zajmowacl sie najprostszym jednokierunkowym protokotem komunikacyjnym. Ustalmy zatem
splitting czasoprzestrzeni M = R x X, dwie chwile czasu s < t i przyjmijmy p 1= ps, v := .
Zauwazmy, ze dla dowolnych dwéch lokalnych obserwatoréw relatywistycznych zawsze istnieje
(niejednoznaczny) globalny splitting zgodny z ich lokalnymi pojeciami réwnoczesnosci. Przyj-
miemy tez skrotowa notacje 51 (K) := JH(K) N X,.

Wptyw pomiaru w chwili czasu s na miare w pdzniejszej chwili ¢ jest zaimplementowany

poprzez miary warunkowe

v(-|mg), mx € {0,1},

z oczywistym warunkiem spojnosci v( - |0) = v, , gdyz brak pomiaru nie zaburza dynamiki.
Zasada, iz proces pomiaru w obszarze K nie moze wplywaé¢ na (potencjalna) statystyke

detekeji poza JT(K) ujeta w nastepujacym warunku , dynamicznego” no-signallingu (NS):
Dla dowolnego zwartego K C ,, C C X \ jH(K), v(C | me=1) =v(C ‘ me =0). (44)

Przymiotnik ,dynamiczny” odnosi si¢ do faktu, iz rozwazamy bezposredni przesyl informacji
poprzez (by¢ moze nielokalny) fizyczny nosnik sygnatu propagujacy sie w czasoprzestrzeni.
Jest to podejscie komplementarne do standardowych warunkéw no-signallingu [44, 141], ktore
dotycza dopuszczalnych korelacji pomiedzy przestrzennie rozdzielonymi uktadami fizycznymi.
Jak pokazano w pracy |[HS8|, ztamanie warunku (44) zawsze umozliwia operacyjny protokot
(statystycznej) nadswietlnej komunikacji, z dobrze okreslonymi zdarzeniami ,nadawania” i ,,0d-
bierania”.

Warunek (NS) dotyczy mozliwego przeptywu informacji z obszaru K do obszaru C. Zat6zmy,
ze warunek (44) jest zlamany, to znaczy istnieja zwarte zbiory K C X, C C X, \ j7(K), dla
ktorych v(C| 1) # v(C|0). Protokot umozliwiajacy nadswietlna komunikacje jest skonstruowany
nastepujaco (zob. Rys. 10 a)): Wypelnijmy oba obszary K i C detektorami. Nadawca, ,Alicja”,
koduje bit mx poprzez decyzje czy uruchomié¢ detektory w K. Jej decyzja stanowi zdarzenie
p w stozku przesztosci obszaru K. Odbiorca, ,,Bob”, pasywnie zbiera informacje z detektorow
w obszarze C. Jest to oznaczone zdarzeniem ¢. Poniewaz C C %, \ j7(K), zawsze mozna tak
dobrac¢ te dwa zdarzenia, aby p A ¢. Bob moze wywnioskowa¢ statystycznie wartosé¢ bitu my
na podstawie roznicy pomiedzy v(C |mx = 1) i v(C|mx = 0).

7 powyzszym protokotem zwigzane sa dwie subtelnosci. Po pierwsze, przesyl bitu jest sta-
tystyczny, co oznacza, ze Alicja musialaby zakodowaé sygnal w wielu niezaleznych czastkach,
ktore nastepnie Bob musialtby wykrywaé jedna po drugiej. Sprowadza si¢ to do ponownego
uruchomienia detektoréw Alicji w kolejnych chwilach czasu sq, so, ... po pojedynczym zdarze-

niu odpowiadajacym decyzji Alicji. Z drugiej strony, Bob potrzebuje wielu konsekutywnych
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Rysunek 10: [Figs. 1c) i 2 w HS8| Ilustracja do Tw. 20 z, a), k = 1 nadawcami oraz, b), k = 2
nadawcami, z ktérych tylko jeden jest aktywny.

detekcji zwiazanych z kliknieciami jego detektora, na podstawie ktorych zbuduje statystyke.
Formalnie sprowadza sie to do ,rozciagniecia” w kierunku czasowym zbioréw K = {s} x K oraz
C = {t} x C na, odpowiednio, [s,s + 0] x K oraz [t,t + d] x C, dla pewnego § > 0. Zawsze
mozna znalez¢ takie 0, ze {t + 0} x C' C 345 \ JT(K), poniewaz zbior J*(K) jest domkniety,
gdyz M jest czasoprzestrzenia globalnie hiperbolicznej.

Druga subtelno$é¢ wynika z faktu, ze geometria zbioru K moze wymuszaé uzycie wielu

nadawcéow — zob. Rys. 10 b). Scilej rzecz ujmujac, mamy nastepujacy wynik:

Twierdzenie 20 ([Thm. 2 w HS|). Jesli warunek (44) jest ztamany, to zbior C, dla ktorego
warunek ten nie obowigzuje, mozna zawsze wybraé tak, zZe istniejg punkty w czasoprzestrzeni

q,p1, ..., Pk takie, ze

k
K C UJ+(pi), CcJ (q), oraz p;Aq, dlai=1,... k. (45)
i=1

Aby zrozumie¢ sens Twierdzenia 20 rozwazmy (1 + 1)-wymiarowa czasoprzestrzen Min-
kowskiego i zalozmy, ze zbior K, dla ktorego (NS) jest ztamany ma dwie roztaczne sktadowe,
K = K1 UK,, jak pokazano na Rys. 10 b). Zauwazmy, ze poniewaz C C J© (J_ (Ky)N J‘(ICQ)),
kazde zdarzenie, ktore lezy we wspolnej przesztosci obszarow Iy i Ko jest rowniez w stozku
przesztosci zdarzenia ¢. Zatem, pomimo iz C C 3, \ j7(K), to nie zachodzi nad$wietlny przesyt
informacji od Alicji w J~ (K1) N J~(K3) do Boba w ¢. Problem ten mozna rozwiaza¢ rozwa-
zajac dwoje nadawcow ,Alicje 17 oraz ,Alicje 2”. Zaldézmy teraz, ze jedna z nich, powiedzmy
Alicja 2, jest pasywna i ma zawsze wlaczony detektor (mx, = 1). Aktywny nadawca, Alicja 1,
decyduje, czy wykona¢ pomiar, czy nie (my, = 1 or 0), co ustala wartos¢ przekazywanego bitu,
poniewaz mic,ux, = Mi, * M, = Mi,. Wartos¢ tego bitu Bob moze wywnioskowa¢ statystycz-
nie na podstawie réznicy pomiedzy v(C|my = 1) oraz v(C|mg = 0). Zauwazmy, iz moze si¢
zdarzy¢, ze v(C|my, = 1) = v(C|myx, = 0), ale v(C | mi,ux, = 1) # v(C | mx,ux, = 0) tak, ze
uzycie drugiego — pasywnego — nadawcy jest niezbedne do realizacji protokotu nad$wietlne;j

komunikacji.
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Z rozwazan tych wynika, ze ztamanie warunku dynamicznego no-signallingu (44) zawsze
ma konsekwencje operacyjne — umozliwia skonstruowanie protokotu do (statystycznego) nad-
Swietlnego przesytania informacji. Moze to prowadzi¢ do paradokséw logicznych — Rys. 11.
W rzeczy samej, zalozmy, ze M jest czasoprzestrzenia Minkowskiego i zatézmy, ze Bob poru-
sza sie wzgledem Alicji ze stala predkoscig. Zal6zmy ponadto, ze Alicja i Bob maja dostep do
nads$wietlnego kanatu przesytu informacji w postaci opisanej powyzej. Méwiac §ciglej, niech ¥4
i 8 beda hiperpowierzchniami Cauchy’ego zwigzanymi ze splittingami czasoprzestrzeni Ali-
cji i Boba, odpowiednio, i wybierzmy obszary czasoprzestrzeni K C ¥4, C ¢ 4\ JT(K),
K'c 2B ¢ c 5\ J"(K') takie, ze C C J(K') oraz C' C J*(K). Zalézmy teraz, ze
v(C|me=1)#v(C|mke =0)iv(C"|me =1)#v(C'|mg =0). Alicja uruchamia nad$wietl-
ny protokot (zdarzenie p, myx = 1). Jesli bit my zostanie pomyslnie przekazany do obszaru C
przestrzennie oddzielonego od K, wtedy Bob uruchamia swoj protokot (zdarzenie p', myr = 1).
Zauwazmy, ze w tym schemacie Bob moze by¢ bierny, czyli jego dziatanie jest automatyczne.
W konsekwencji, bit my jest z kolei statystycznie przekazywany do obszaru C' oddzielonego
przestrzennie od K'. Jezeli komunikacja sie powiedzie, to Alicja otrzymuje bit my (zdarze-
nie ¢'). Ale poniewaz ¢’ < p, takie zdarzenie moze na przyktad zniszczy¢ laboratorium Alicji,

wymuszajac w ten sposéb mx = 0 z niezerowym prawdopodobienstwem.

tA

Rysunek 11: [Fig. 4 w H8| Ilustracja do paradoksu logicznego wynikajacego ze ztamania warunku
dynamicznego no-signallingu (44) przez dwoch inercjalnych obserwatoréw w czasoprzestrzeni

Minkowskiego.

Zasada przyczynowej ewolucji (37) dotyczy miar niezwarunkowanych. Korzystajac z rowno-

waznej charakteryzacji (31) wyraza sie ona nastepujaco (CE):

Dla kazdego zwartego K C X, w(K) <v(JH(K)). (46)
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Na pierwszy rzut oka wydaje sie, ze nie ma to zadnego zwiazku z warunkiem dynamicznego
no-signallingu (44). Jednakze, okazuje sie, ze jesli zapostulujemy pewne naturalne aksjomaty
dotyczace wplywu pomiaru na statystyke przysztej detekcji sygnatu, to zasada przyczynowe;j
ewolucji miar nabiera sensu operacyjnego. W [H8| zaproponowalismy nastepujace dwa aksjo-

maty:

(Ay) Jesli sygnal zostal wykryty w pewnej chwili czasu s w obszarze K (me = 1, re = +), to
musi on by¢ obecny z pewnoscia w przysztosci tego obszaru, j7(K), dla kazdej poZniejszej

chwili czasu t:

Dla kazdego zwartego K C X, v(it(K) | me=1rc=+) =1 (47)

(A_) Jesli sygnal nie zostal wykryty w pewnej chwili czasu s w obszarze K (mxe = 1, r¢ = —),
to poza stozkiem przysztosci J7(K) ewolucja miary przebiega bez modyfikacji innej niz

renormalizacja:

Dla kazdego zwartego K C X, C C X, \ jH(K), I/(C } me = 1,rc = _) — ﬂ

Pierwszy aksjomat (47) jest umotywowany pomiarami destrukcyjnymi, np. absorpcja foto-
néw w detektorze krzemowym. Gdy sygnat zostaje wykryty, lub tez nie, staje sie on klasycznym
bitem —  klikniecie” lub ,brak klikniecia” — zapisanym np. w zeszycie laboratoryjnym. Taki
sygnal nie moze zosta¢ wystany poza stozek przysztosci zdarzenia detekeji, gdyz implikowatoby
to bezposrednia nadswietlng komunikacje.

Motywacja stojaca na aksjomatem (48) opiera sie na fakcie, ze jesli sygnal nie zostal wy-
kryty w obszarze K, to znaczy, ze musi on znajdowacé sie poza K. Scislej mowiac, bezposrednio
po pomiarze, ktorego wynik byl dodatni, mamy p(K|1,+) = 1, a zatem p(K'|1,+) = 0 dla
kazdego K' C ¥, \ K. Ponadto, dla kazdego takiego X' musi zachodzié¢ pu(K'|1) = p(K'|0), gdyz

W przeciwnym razie mozliwa bylaby natychmiastowa komunikacja. Wynika z tego, ze
p(K') = p(K'[1) = p(K'|L, +) P(+[1) + p(K'[L, =) P(=[1) = p(K'|1, =)(1 = u(K)).

Po dokonaniu ,ewolucji w czasie” powyzszego warunku otrzymujemy aksjomat (48).
Aksjomaty (Ay) i (A_), wraz z (NS) i zasada ewolucji przyczynowej (CE) tworza elegancka
strukture logiczna, ujeta w Tw. 21 i zilustrowana na Rys. 12 (por. [Thm. 3 i Fig. 3 w HS|) °.

Twierdzenie 21. Dowolne dwa warunki ze zbioru {(NS), (Ay), (A_)} implikujg trzeci. Ponad-
to, (Ay) ¢ (NS) implikujg (CE), a takze (A_) implikuje (CE).

Powyzsze twierdzenie prowadzi do waznego wniosku, ktory ukazuje operacyjny sens postu-

latu przyczynowej ewolucji miar:

SThm. 3 oraz jego ilustracja Fig. 3 z pracy |H8| sa bardziej symetryczne, ale nieco stabsze niz Twierdzenie 21.
Twierdzenie 21 wyczerpuje wszystkie relacje logiczne pomiedzy czterema aksjomatami. Jego kompletny dowod

zostal przedstawiony w [App. A, Sec. 3 w HS|.
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Rysunek 12: Schemat logiczny ilustrujacy Tw. 21.

Whniosek 22. Przy zatozeniu ktdregokolwiek z aksjomatow (Ay) dotyczgeych wplywu pomia-
ru na miary, ztamanie warunku (CE) implikuje ztamanie warunku (NS), a zatem umozliwia

operacying nadswieting komunikacje.

Mozna tez zadaé, aby wszystkie miary ewoluowaly przyczynowo, a nie tylko te niezwarun-

kowane:

Dla kazdego zwartego K, K’ C X, (K ‘ mi =1,rc==+) <v(jH(K) |m,< =1,rc =+).
(49)

Zauwazmy, ze powyzszy warunek dla re = + oraz K' = I, stanowi aksjomat (47). Z drugiej
strony, warunek (49) nie implikuje aksjomatu (48). Dzieje si¢ tak dlatego, ze (A_) mowi, ze po
negatywnym wyniku pomiaru w K, ewolucja miary poza J*(K) nie moze sie zmieni¢, podczas
gdy (49) implikuje jedynie, ze ewolucja poza JT(K) jest przyczynowa. To wyjasnia asymetrie
pomiedzy aksjomatami (47) i (48) widoczna na Rys. 12.

W pracy [H8| przeanalizowalismy przedstawiony system aksjomatow w kontekscie forma-
lizmu pakietow falowych. Rozwazmy dwoch obserwatorow w czasoprzestrzeni Minkowskiego:
aktywna Alicje i pasywnego Boba, oraz kwantowy pakiet falowy, ktory ewoluuje unitarnie zgod-
nie z zadanym hamiltonianem H. Detektor Boba, obejmujacy obszar C, jest zawsze wtaczony.
Rozwazmy teraz dwa scenariusze:

Przypusémy najpierw, ze Alicja moze wyemitowaé (przygotowac) pakiet falowy 1y o zwar-
tym nos$niku zawartym w obszarze K, przestrzennie rozdzielonym z obszarem C. Decyduje sie
ona wyemitowa¢ pakiet (mx = 1) lub nie (mx = 0). Zgodnie z twierdzeniem Hegerfeldta [133]
jesli hamiltonian H jest ograniczony od dotu, to poczatkowy pakiet falowy vy natychmiast zo-
staje ,rozsmarowany” po calej przestrzeni. W konsekwencji, (A, ) jest tamany. Ponadto, (CE)
jest tamany, poniewaz p(K) = 1, podezas gdy v(j7(K)) < 1. Wreszcie, (NS) jest rowniez
tamany, gdyz v(C|0) = 0 (bo pakiet falowy nie zostal w ogole wyemitowany), ale v(C|1) > 0.
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Przypu$émy teraz, ze Alicja nie moze przygotowaé zlokalizowanych stanéw, ale moze sko-
lapsowaé (myx = 1) istniejacy kwantowy pakiet falowy 1), ktorego nosnikiem moze by¢ cala
przestrzen Y. Alicja rejestruje klikniecie (my = 1,7 = +) z prawdopodobienstwem u(K) < 1,
a wtedy v(C|1,4) = 0, bo czastka przestaje istnie¢. W tym przypadku aksjomat (A, ) jest
oczywiscie prawdziwy. Jesli jednak detektor nie kliknie, cho¢ byl wtaczony (mx = 1,r¢ = —),
to Bob ma niezerowe prawdopodobienstwo wykrycia sygnatu, v(C |1, —) > 0. Jesli jednak dy-
namika jest taka, ze v(C|0) = (1 — u(K))v(C|1,—) = v(C|1) (a to jest doktadnie (A_)), to
komunikacja nadswietlna nie zachodzi, poniewaz Bob nie moze statystycznie rozréznié¢ sytuacji
z (me = 1) oraz (my = 0). Ale jesli dynamika tamie warunek (CE), to wowczas — na mocy

Whiosku 22 — (NS) jest rowniez famany. W konsekwencji, (A_) takze jest lamany.

Jesli potraktujemy literalnie formalna analize przeprowadzona w pracy [H8|, to dojdziemy do
dos¢ niepokojacego wniosku, ze w ogolnosci réwnanie Schrodingera umozliwia operacyjna nad-
Swietlng komunikacje, poprzez lokalne pomiary. Wniosek ten kontrastuje z faktem, iz struktura
iloczynu tensorowego w nierelatywistycznej mechanice kwantowej gwarantuje, iz pomimo tego,
ze kwantowe korelacje pomiedzy przestrzennie rozdzielonymi uktadami moga by¢ silniejsze niz
klasyczne, to nie umozliwiaja one nadswietlnego przesytu jakiejkolwiek informacji [44, 86, 255].
W istocie, to wtasnie to ostatnie odkrycie doprowadzito do sformutowania ogélnych warunkow
no-signallingu i uwidocznito mozliwo$é istnienia teorii probabilistycznych z jeszcze silniejszymi
korelacjami (por. Rozdziat 4.1.3). Widzimy zatem, ze podczas gdy nierelatywistyczna mecha-
nika kwantowa nie tamie relatywistycznej przyczynowosci na poziomie korelacji, to czyni to na
poziomie dynamiki. Nalezy réwniez zauwazyé¢, ze w kwantowe] teorii pola, w ktorej struktu-
ra iloczynu tensorowego nie jest juz naturalnym opisem ukladéw ztozonych, relatywistyczna
przyczynowosé jest aksjomatem, a nie wtorna cecha formalizmu [128|.

Z drugiej strony, jak pokazalismy w pracy [H7|, nalezy bra¢ pod uwage rezim fizyczny, w kto-
rym dana teoria jest rozwazana, a nie tylko prosta matematyczng sprzeczno$é pomiedzy dwoma
formalnymi pojeciami. Sugeruje to, ze tamanie standardowych, ,korelacyjnych” warunkéw no-
signallingu powinno by¢ traktowane nie jako logiczna sprzeczno$é, ale raczej jako wskazdwka
dotyczaca granic stosowalnosci danego modelu. Pozadane byloby zatem opracowanie meto-
dy kwantyfikacji tamania przyczynowosci, podobnej do (42), w ogélnych uktadach zlozonych.

Pierwszy krok w tym kierunku zostal poczyniony w pracy [H9|.

Opis wktadu autorskiego:

Badania przedstawione w artykule zostaly zainspirowane moimi pracami z T. Mille-
rem |[H6, H7]. Przedstawiona aksjomatyka dotyczaca dynamicznego no-signallingu, jak
roOwniez protokot operacyjnej nadswietlnej komunikacji, byty wynikiem szeroko zakro-
jonych badan we wspotpracy z P. i R. Horodeckimi. T. Miller byl odpowiedzialny za
warstwe matematyczng zawarta w [App. A w H8|. Ja opracowalem petle przyczynowa
przedstawiona na Rys. 11, skonstruowatem przyktad ilustrujacy koniecznosé istnienia

wielu nadawcow w (2 + 1)-wymiarowej czasoprzestrzeni Minkowskiego [App. B w HS|.
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Przedstawitlem tez zastosowanie nowego formalizmu w kwantowej dynamice falowej

[Sec. VI w HS|. Ja réwniez napisalem wieksza czesé artykutu i zajatem sie jej zloze-

niem i korektami w Phys. Rev. A.

4.3.4 Wieloczastkowa struktura przyczynowa [H9]

Standardowe warunki no-signallingu, oméwione w Sekcji 4.1.3, wyrazaja zgodno$¢ mozliwych
korelacji pomiedzy wynikami lokalnych pomiaréw dokonywanych na nielokalnych uktadach fi-
zycznych, z relatywistyczna struktura przyczynowa. 7 drugiej strony, zasada dynamicznego
no-signallingu (44), zaproponowana i badana w pracy [H8|, narzuca ograniczenia na dopusz-
czalng dynamike pojedynczych ,czastek”, czyli noénikéw informacji, a takze schematéw pomiaru
w relatywistycznej czasoprzestrzeni. Aby potaczy¢ te dwa podejécia nalezy rozwazyé taczna dy-
namike wielu czastek, ktora obejmuje zaréwno dynamike poszczegodlnych czastek, jak i czasowa
ewolucje korelacji pomiedzy nimi. W naturalny sposéb prowadzi to do koncepcji przestrzeni kon-
figuracyjnej, uzywanej w fizyce statystycznej. Jednak w takim ujeciu kazda czastka ma swoje
potozenie, natomiast czas jest pewnym parametrem zewnetrznym. Jest to bardzo odmienne od
zintegrowanego relatywistycznego formalizmu czasoprzestrzennego. W istocie, skonstruowanie
kowariantnego opisu dynamiki uktadéw wielu oddzialujacy czastek w czasoprzestrzeni stanowi
do dzi$ nierozwiazany problem [77].

W pracy [H9| udalo nam sie stworzyé¢ Scisty formalizm matematyczny, ktory umozliwia
relatywistyczny opis ewolucji czasowej uktadow z ustalong liczba czastek. Co wiecej, formalizm
ten jest ,kowariantny” w odpowiednim ,,globalnym” sensie.

Majac dana czasoprzestrzeri globalnie hiperboliczng i wybrany splitting = : M — R x X
definiujemy, dla dowolnego N € N, czasoprzestrzen N-konfiguracyjng jako My, == Rx XN, Jest
ona naturalnie zanurzona w MY za posrednictwem globalnej funkcji czasowej T okreslajacej

splitting,
LMy = MY, L My)) = {(plv ...,DPN) € MN{ Tp)=...= T(FN)}-

Intuicyjnie, MY jest przestrzenia, w ktorej zyja czastki, natomiast My, jest jej czescia dostep-
ng dla obserwatora. Innymi stowy, wyboér globalnej funkeji czasowej synchronizuje wspotrzedne

czasowe ewoluujacych N czastek. Przyjmujemy nastepujaca notacje:
p:=(t,x', ..., 2") oraz p’ = (p) =="1(t,27),

gdzie ¢ : My, — M ,rzutuje’ p na bazowa czasoprzestrzeri j-ta czastke.

Crasoprzestrzeri N-konfiguracyjna nie jest (3N + 1)-wymiarowa czasoprzestrzenia w zwy-
ktym sensie, poniewaz nie jest ona wyposazona w metryke lorentzowsks. Niemniej jednak,
mozna ja wyposazy¢ w ,, N-czastkowa strukture przyczynowa’ podniesiona ze standardowej re-
lacji przyczynowej w bazowej czasoprzestrzeni M. Konkretnie, relacja przyczynowa pomiedzy

dowolnymi dwoma punktami p,q € My, jest zdefiniowana jako

P2ma = ey TMumxMy = Vje{l,...,.N} p=<¢g.
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Analogicznie definiuje sie N-czastkowa przesztosé przyczynows J(_N) oraz chronologiczna przy-
sztosé /przesztose, [ (iN). Dla czytelnosci, bedziemy pomija¢ indeks (N) w symbolach <i J*, gdy
dziedzina relacji jest wiadoma na podstawie uzycia pogrubionych symboli.

Waznym pojeciem zwiazanym z czasoprzestrzenia N-konfiguracyjna jest N -czgstkowa krzy-
wa y, ktora jest ciaglym odwzorowaniem z przedziatu I w M ,,. W naturalny sposéb, taka
krzywa jest przyczynowa i skierowana w przysziosé, jesli v(s) =< ~(t) dla wszystkich s < t.
Ten warunek jest rownowazny wymaganiu, aby wszystkie krzywe v/ = / oy € C(I, M)
byty przyczynowe i skierowane w przysztos¢ w standardowym sensie. W istocie, mozna by
rownowaznie zdefiniowaé¢ [Def. 3 w H9| N-czastkowa relacje przyczynowa (i chronologiczng)
bezposrednio poprzez kawatkami gladkie, skierowane w przysztos¢ N-czastkowe krzywe przy-
czynowe. Te ostatnie sa okreslone poprzez przyczynowosé (lub czasopodobnosé) ich wektorow
stycznych: dla dowolnego p € M y,, wektor styczny v € T, My, jest przyczynowy (lub czaso-
podobny) i skierowany w przyszlosé, jesli wektory v’ := di/ (v) € T,; M sa przyczynowe (odp.
czasopodobne) i skierowane w przysztos¢ w standardowym sensie, dla wszystkich j =1,... N.

N-czastkowa struktura przyczynowa na My, dziedziczy wiele pozadanych wtasnosci ze
struktury przyczynowej bazowej czasoprzestrzeni M [Prop. 4 w H9|. W szczegdlnosci, I+ jest
przeciwzwrotna, przechodnia i otwarta, za§ J* jest domknietym porzadkiem czesciowym. Po-
nadto, dla dowolnego X C My, zbior I£(X) jest otwarty, dla dowolnego zwartego K C My,
zbior JE(K) jest domkniety, a zbiory J*(K) N J~(K') sa zwarte dla kazdych zwartych K, K’ C
My, Mozna réowniez zdefiniowaé¢ [Def. 6 w HI| N-czqstkowq hiperpowierzchnie Cauchy’ego,
¥ C My, jako hiperpowierzchnie¢ przecinang dokladnie raz przez kazda nieprzedtuzalng N-
czastkowa krzywa czasopodobna, i pokazaé, ze jest ona domknieta achronalna hiperpowierzch-
nia topologiczna [Prop. 7 w H9|.

Podczas gdy czasoprzestrzen N-konfiguracyjna, z definicji, zalezy od wybranego splittingu,
to N-czastkowa relacja przyczynowa jest niezmiennicza. Rzeczywiscie, niech J* oznacza na-
turalne podniesienie J* na M,y,. Wowczas, zachodzi (p,q) € J© < (up),u(q)) € T
Innymi stowy, struktura przyczynowa w N-konfiguracyjnej czasoprzestrzeni My, skonstru-
owanej w oparciu o wybrany splitting =, jest obcieciem niezmienniczej struktury przyczynowe;j
na M?" do jej podzbioru ¢(My,). Oczywiscie, to samo rozumowanie stosuje si¢ do relacji J~

oraz I*.

Kazda czasoprzestrzen N-konfiguracyjna M, jest przestrzenia polska, a zatem mozna na
niej rozwija¢ teorie borelowskich miar probabilistycznych. Bedziemy uzywaé pogrubionej czcion-
ki do oznaczania miar N-czastkowych, p,v € P (M,y,). Odpowiednie marginaly jednoczast-
kowe otrzymujemy jako miary obrazowe wzgledem ¢/, czyli g/ := Lg p € P(M) dla wszystkich
j. Kazda taka miara p koduje nie tylko indywidualne gestos$ci prawdopodobieristwa, u’, po-

szczegblnych czastek, ale takze korelacje miedzy nimi. Na przyktad, miara iloczynowa
=0y X py X pig € P (M), gdzie py,pe € P(X) (50)

opisuje rozktad prawdopodobieristwa dwoch nieskorelowanych czastek w chwili czasowej t.
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7, drugiej strony, symetryczna miara
v=0 X1 X+ xy) € P(My), glie v, € P(T) (51)

opisuje pare nierozréznialnych czastek. Istotnie, zachodzi v! = v? = %(yl +1?), stad marginaly
obu czastek sa takie same. W ogolnosci, przestrzenn & (M y,) zawiera wiele innych elementow,
o ktorych mozna mysleé¢ jako o uktadach ,czeSciowo rozréznialnych czastek”.

Relacja przyczynowa w My, moze zosta¢ podniesiona do przestrzeni miar N-czastkowych,
P (M) W ten sam sposob jak w pracy [H6|] — por. (32).

Definicja 23 (|Def. 9 w H9|). Dila dowolnych p,v € P (M y,y), mowimy, zZe p przyczynowo
poprzedza v, jesli istnieje w € P(MZy)) taka, ze w(- X M) = p, WMy X -) = v oraz
w(JT) =1.

Bedziemy uzywaé wciaz tego samego symbolu < na oznaczenie relacji przyczynowej w prze-
strzeni & (M y,). Podobnie jak w przypadku jednoczastkowym (por. Tw. 12), dopuszcza ona
kilka réwnowaznych charakteryzacji.

Twierdzenie 24 ([Tw. 11 w H9|). Dia dowolnych p,v € P (M) nastepujoce warunki sq

TOWNOWazne:
1. p=v
2. Dla kazdego borelowskiego podzbioru F C My, takiego, ze J*(F) C F,

p(F) S v(F). (52)

3. Dla kazdego zwartego podzbioru IC C supp s,
H(K) < v(J*(K)). (53)
4. Dla kazdej N -czqstkowej hiperpowierzchni Cauchy’ego ¥ C My,

(5 (D) < v (). (54)

5. Dla kazdej ograniczonej funkcji czasowej T (tzn. cigglego odwzorowania T : My, — R

takiego, ze p < q, p # q implikuje T(p) < 7(q)),

/ Tdug/ Tdv. (55)
M) M)

Kluczowa nows cechg teorii przyczynowosci dla N czastek jest to, ze struktura przyczynowa
bazowej czasoprzestrzeni ogranicza réwniez predkosé propagacii korelacji. Sciglej rzecz ujmujac,
dla kazdych p, v € P (M y,) zachodzi

u=v = (Vie{l,...,n} ,uijui>,alep,ju < (Vie{l,...,n} ,u,ijui)
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Innymi stowy, o ile przyczynowos¢ miar N-czastkowych implikuje przyczynowosé wszystkich
marginaléow, to odwrotne stwierdzenie w og6lnosci nie jest prawdziwe. Rozwazmy na przyktad

nastepujace miary:
o= 30, X (8, X 0y + 6, X 8,), V=30 X (0p X 0y 4 0y X &),

z ustalonymi chwilami czasu s < ¢ oraz z,y € X takimi, ze (s,z) £ (t,y) oraz (s,y) % (t, ).

Mamy

p'=p® =16 x (6, +4,), v =17 =16 x (0, + ).

Stad jasno wynika, ze pu! < v! oraz u? < v?. Z drugiej strony, dla kazdych K, K, C ¥ takich,

zex € Ki,y € Ky, ale v ¢ Ky, y ¢ Ky dostajemy p(K) = 1, ale v(J7(K)) = 0, gdzie
K = {s} x K; x Ky. W konsekwencji, p A v.

Przez analogi¢ do Def. 17 zdefiniowali$my w pracy [H9| ewolucje N -czqstkowych miar jako
odwzorowanie t + p; € P (M), gdzie supp puy C {t} x SV, o ktoérej mowimy, ze jest
przyczynowa jesli pus = pu; dla wszystkich s < ¢.

Kluczowym wynikiem pracy [H9| jest daleko idace uogolnienie wynikoéw uzyskanych przez
T. Millera w pracy [173]. Niech F(IN) bedzie przestrzenia wszystkich ciaglych N-czastkowych
krzywych przyczynowych v : I — My, takich, ze 7 o 4 = id;, ze zwarto-otwarta topologia
indukowana z C(I, My,) [Def. 15 w H|. Mozna pokazac, ze I'{, jest lokalnie zwarta przestrze-
nig polska [Prop. 16 1 19 w H9| i, co wiecej, [Cor. 21 w HI|, I'},) jest homeomorficzna z €.,
— N-ta potega kartezjariska przestrzeni wszystkich nieprzedtuzalnych niesparametryzowanych

krzywych przyczynowych w M.

Twierdzenie 25 (|Tw. 22 2 H9|). Niech I > t — p; bedzie ewolucjqg N -czgstkowych miar.

Nastepujgce warunki sq rownowazne::
1. Fwolucja t — py jest przyczynowa, 1. ps < py dla wszystkich s < t.

2. Istnieje o € P () taka, ze (evy)so = py dla wszystkich t € I, gdzie evy : Tl — My,

oznacza ewaluacje.

Tw. 25 mowi, ze kazda przyczynowa ewolucja miar N-czastkowych jest powiazana z pewna
miarg na przestrzeni N-czastkowych krzywych przyczynowych. Co wiecej, dla I = R mia-

ra ta moze byé¢ rozumiana jako element przestrzeni (€Y

inext

). Jako taka jest ona obiektem
niezmienniczym, niezaleznym od wyboru splittingu bazowej czasoprzestrzeni globalnie hiper-
bolicznej M. Jest to fakt godny uwagi. Pokazuje on, ze kazdej przyczynowej ewolucji czasowej
N czastek, opisywanej w oparciu o wybrang funkcje czasowa na M, odpowiada globalny obiekt

w jawnie niezmienniczej przestrzeni 2(%6Y. .). Ewolucja czasowa N czastek, opisywana przez

next
odwzorowanie R 3 ¢t — p, € P (My,) jest zatem kowariantna, cho¢ nawet samo pojecie
czasoprzestrzeni N-konfiguracyjnej My, zalezy od wybranego splittingu. W istocie, dowolny
inny obserwator, ktory stosuje inng funkcje czasowa 7' na M, obserwuje przyczynowa ewolucje

s py € P (M) uzyskana z o jako (ev,)so = p!, dla kazdego s € R.
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W pracy [H7| pokazalismy i zbadalismy zwiazek miedzy przyczynowa ewolucja miar i rowna-
niem ciaglosci (por. Tw. 19). Pokazalisémy, ze zwiazek ten uogolnia sie na uktad wieloczastkowy.
Niech teraz M bedzie (n + 1)-wymiarowa czasoprzestrzenia Minkowskiego z wybranym split-
tingiem M = R x R".

Definicja 26. Niech I = [0,T)] dla jakiegos T' > 0. Borelowskie odwzorowanie
v:I xR"Y - R, (t,x) = vi(x) = (v} (x),...,0(x))

nazywamy polem multi-predkosci. Mowimy, zZe ewolucja N -czqstkowych miart — p; takich, zZe

supp py C {t} x R™Y | spetnia réwnanie cigglosci z polem multi-predkosci v, jesli réwnanie

N
Oty + Z V- (v] ) =0, (56)

J=1

gdzie V; rozniczkuje wzgledem zmiennej x;, jest spetnione w sensie dystrybucyjnym, tzn.

T N
VO e CX(I x R™) / / <c‘)t<1> +) ol vjcb> dpe dt = 0. (57)
0 RnN+1 jil

Twierdzenie 27 ([Tw. 28 w H9|). Zalozmy, zZe ewolucja N -czqstkowych miar t — p; spetnia

rownanie ciggtosci z polem multi-predkosci v takim, ze
Vte0,7] VxeR™ Vj=1,....N |J/(x)|| <c (58)
Wtedy, ewolucja miar t — p; jest przyczynowa.

Zauwazmy, ze wieloczastkowe rownanie ciagltosci (56) implikuje przyczynowy przeplyw nie

tylko jednoczastkowych marginatow, ale takze korelacji miedzy czastkami.

Tw. 27 umozliwia zastosowanie N-czastkowego formalizmu w kontekscie kwantowych paczek
falowych. W pracy [H9] zbadalismy dwa wieloczastkowe rownania Schrédingera: ,wielofotono-
we” oraz ,wielofermionowe”. Pierwsze z nich jest waznym narzedziem w optyce kwantowej [223],
wykorzystywanym np. do badania dekoherencji podczas propagacji fotonéw przez turbulentna
atmosfere [222]|. Drugie za$ pochodzi od swobodnej (tzn. nieoddziatujacej) wersji wieloczastko-
wego operatora Diraca, ktory z kolei stanowi podstawe rownan Diraca—Focka szeroko stosowa-
nych w dziedzinie fizyki atomowej i chemii kwantowej [94, 101, 103, 122, 162].

N-fotonowa funkcja falowa [223, Eq. (105)| jest skonstruowana z jednofotonowych stanow

bazowych, {1, (t; x) }nen, W nastepujacy sposob:

V(%)= CalX) v, (t; 7)), (59)

aeNN J
gdzie wspotezynniki C, sa symetryczne wzgledem zamiany dowolnej pary sktadowych wielow-
skaznika a. Rodzina wektorow W(t;-) € L*(R3 CO)®N =~ [2(R3N C5Y) stanowi rozwiazanie

rownania Schrodingera [223]

N
ih0 U (t;x) = —ihc Yy BI(SD - VO (¢ x), (60)
j=1
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gdzie

. RVl
VY i=14®@ - @15® R1® - ® 1,
—_— 0 V —
j—1 - N—j
) 1
U =14® - @1 0 1 RL® - @1, (61)
— - —
i1 - ’ N=i
A (s 0
SV =14 - L ® 0 L ® - ® 1,
— —

Jj—1 N—j

zas S = (54, 52, S3) oznaczaja wektor generatoréw obrotéw dla czastki o spinie 1 (zob. [29)]).
Wielofotonowa funkcja falowa determinuje ewolucje wieloczastkowych miar probabilistycz-

nych p, = 6 x Ui(t,x)¥U(¢t,x)d*¥x. W pracy [H9| pokazalismy, iz spelnia ona wieloczastkowe

rownanie ciagtosci (56) z polem multi-predkosci

U (4;x)cBU) S W (¢;x) . . . .
vl (x) = Timri 0 dla (t;x) takich, ze W(t;x) # 0,

0, w przeciwnym wypadku,

ktore spelnia warunek (58).

Stosujac podobny argument pokazaliSmy réwniez, ze ,wielofermionowa” funkcja falowa

N
U(tx) = Y Aa @) tha, (ti2;), (62)
aeNN Jj=1
skonstruowana z jednofermionowych stanéw bazowych i antysymetrycznych wspotczynnikow

A,, spelniajaca rownanie Schrodingera (z notacja analogiczna do (61))

N 3 N
1tho, U = —ihcz Z Wéj)v,gj)ﬁ,(gj)\lf +mc? Z fyéj)\If, (63)
j=1

j=1 k=1
prowadzi do przyczynowej ewolucji miar wieloczastkowych.

Artykut [H9] stanowi pierwszy krok w kierunku pelnej relatywistycznej implementacji fun-
damentalnej zasady no-signallingu, ktéra uwzgledniataby zaréwno dynamike uktadu, jak i kore-
lacje pomiedzy jego sktadnikami — ,czastkami”. Pokazalismy, ze fundamentalne wieloczastkowe
kwantowe rownania falowe, ktére uwzgledniaja rowniez splatanie pomiedzy czgstkami, sg zgod-
ne ze struktura przyczynowsa czasoprzestrzeni Minkowskiego. Ponadto, na mocy Twierdzenia 25,
pojecie przyczynowosci wieloczastkowej dla miar probabilistycznych okazuje si¢ by¢ kowariant-
ne w $cistym matematycznym sensie. Dwa badane przyktady dotycza uktadéw skorelowanych,
ale nieoddziatujacych czastek. Wlaczenie oddziatywan moze rzuci¢ nowe swiatto na stary pro-
blem opisu uktadow o stalej liczbie czastek, ktory bytby kowariantny w sensie Poincarégo |77].
Wysoce pozadane byloby rowniez potaczenie wynikoéw obu artykutow [HS| i [HI] w celu zbu-
dowania pomostu pomiedzy teorio-informacyjnym podejéciem, opartym na koncepcji ,czarnych
skrzynek” [44], a fizyka relatywistyczna. Oba te zagadnienia sa przedmiotem moich obecnych
badar.
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Opis wktadu autorskiego:

Koncepcja czasoprzestrzeni N-konfiguracyjnej powstata w wyniku dtugich dyskusji po-
miedzy wszystkimi wspotautorami majacych na celu Sciste potaczenie geometrii cza-
soprzestrzeni ze wspoOlczesnym rozumieniem nielokalnosci. Ja napisatem wstep oraz
konicowa dyskusje w artykule [H9|, w szczegolnosci w odniesieniu do motywacji pod-
jetych badar. Ja réwniez zasugerowalem analize wieloczatkowych réwnan falowych.
T. Miller jest autorem wiekszosci dowodow matematycznych w pracy [H9| i to on byt

autorem korespondujacym.
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5.2 Skrotowy opis pozostalych tematow badawczych

5.2.1 Scisle rozwiazania réwnan Einsteina opisujace podwéjne czarne dziury

[02-04]

Moje pierwsze publikacje naukowe dotyczyly wazkiego problemu w fizyce grawitacyjnej: czy
odpychanie spin-spin moze skompensowaé¢ przyciaganie pomiedzy dwoma masywnymi cialta-
mi? W kontekscie ogolnej teorii wzglednosci problem ten sprowadza sie do pytania o istnienie
i regularnos¢ stacjonarnych osiowosymetrycznych rozwiagzan prézniowych réwnan Einsteina,
opisujacych czarne dziury o niespéjnym horyzoncie zdarzen. Wraz ze wspoétautorami udoskona-
lilismy w pracy [O3] dow6d Neugebauera—Henniga [187] i wykazaliSmy, ze rozwigzania opisujace
dwukomponentowe czarne dziury Kerra zawsze zawieraja nagie osobliwosci. Ten wynik ma bez-
posrednie konsekwencje empiryczne w odniesieniu do twierdzen o jednoznacznosci czarnych
dziur (,No-hair theorems”) [140], ktore sa obecnie testowane w LIGO [148] i EHT [155].

Co ciekawe, ten wynik nie uogélnia sie na czasoprzestrzenie o wiekszej liczbie wymiarow.
W 2007 roku H. Elvang i P. Figueras znalezli rozwiazanie (4 + 1)-wymiarowych prézniowych
rownan Einsteina opisujacych stabilng konfiguracje czarnego pierécienia wirujacego wokot sfe-
rycznej czarnej dziury — tzw. ,czarny saturn” [100]. Wraz z moimi wspotpracownikami wykaza-
lismy w pracy |O2], ze ,czarny saturn” istotnie ma gtadki obszar zewnetrznej komunikacji [ang.
domain of outer communication| i stanowi stabilnie przyczynowa 5-wymiarowa czasoprzestrzen.
Indywidualnie, badalem réwniez mozliwosé¢ skonstruowania ekstremalnego ,czarnego saturna”

i udowodnilem, ze jest to niemozliwe w ramach rodziny rozwiazan Elvang-Figuerasa. [O4].
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Wyzej wymiarowe czarne dziury maja wielorakie zastosowania w teorii strun, w szczegolnosci
w kontekscie korespondencji AdS/CFT [142].

5.2.2 Slady operatoréw ciepla, dzialanie spektralne i wymiar spektralny
[O1, O7, 08, 010]

Techniki sladow (czy tez jader) operatoréw ciepla [ang. heat traces (kernels)| maja szerokie za-
stosowania siegajace od czystej matematyki [117, 118, 124], poprzez fizyke kwantowa [46, 243]
po matematyke finansowa [10]. W pracy |O8] udowodnilismy, wraz z A. Zajacem, pewne ogélne
twierdzenia o istnieniu asymptotycznych rozwinie¢ sladow operatorow ciepta w ogdlnym kon-
tekscie abstrakeyjnych operatoréw nieograniczonych na osrodkowej przestrzeni Hilberta. W tym
celu wykorzystalismy i rozszerzyliSmy, przy uzyciu ogblnych szeregéw Dirichleta, zwiazek po-
miedzy $ladami operatoréw ciepta a spektralnymi funkcjami zeta. Ponadto, podalismy warunki
wystarczajace na zbieznosé takich rozwiniec.

Ten ostatni przypadek byl po raz pierwszy badany w pracy [O7] w kontekscie kwantowe;
sfery Podlesia .S 3 [205]. Pokazalismy, Ze rozwiniecie $ladu operatora ciepta zwigzanego z operato-
rem Dabrowskiego—Sitarza [87] na Sg jest zbiezne i doktadne dla wszystkich wartosci parametru
rozwiniecia i dowolnego ¢ € (0,1). Jest to dos¢ zaskakujace odkrycie, gdyz skadinad wiadomo,
ze rozwiniecia $ladow operatorow ciepta na rozmaitosciach gtadkich majg w ogélnosci zerowy
promien zbieznosci (zob. np. [O1]). Obliczyliémy réowniez spektrum wymiaréw [ang. dimension
spectrum|, co wymagato adaptacji abstrakcyjnego rachunku pseudorézniczkowego dla nieregu-
larnych trojek spektralnych.

Slady operatoréw ciepla sg rowniez podstawowym narzedziem do obliczania dzialania spek-
tralnego. To pojecie, pochodzace z teorii trojek spektralnych, oparte jest na postulacie, iz
fizyczne dziatanie (bozonowe) moze zaleze¢ jedynie od widma operatora Diraca [54]. W zasto-
sowaniu do prawie przemiennych przestrzeni dziatanie spektralne umozliwia budowanie modeli
w fizyce czastek i kosmologii [166, 242]. W pracy [O7] obliczylismy explicite dziatanie spektralne
na sferze kwantowej Podlesia i zbadalismy jego fluktuacje, odpowiadajace ,,polom cechowania’.
Odkrylismy, co zaskakujace, ze rozwiniecie dziatania spektralnego dla wysokich energii, ktore
w ogoblnosci jest jedynie asymptotyczne, jest w tym przypadku zbiezne dla kazdej skali energii.

Moja monografia naukowa [O1], ktorej wspotautorem jest Bruno Iochum, jest poswieco-
na matematycznym aspektom dziatania spektralnego. Zawiera ona udoskonalone i rozszerzone
wersje znanych wynikow (por. np. [71] i [Chap. 4 w O1]), a takze nowe wyniki oparte na arty-
kule [O8] i mojej pracy doktorskiej. Nasza monografia stata si¢ standardowym podrecznikiem
poswieconym dziataniu spektralnemu w geometrii nieprzemiennej, zob. np. |52, 70, 81, 85, 89].

W moim najnowszym artykule z tej dziedziny [O10] zastosowalismy narzedzia sladow ope-
ratorow ciepta opracowane przedstawione w pracach [O1, O7, O8] do poréwnania dwoch pojeé
wymiaru przestrzeni kwantowych: wymiaru spektralnego i spektrum wymiaréw. Obliczylismy
takowe dla kilku laplasjanéw na kwantowej sferze Podlesia i czasoprzestrzeni x-Minkowskiego.
Odkrylismy, ze wymiar spektralny na sferze kwantowej wykazuje log-periodyczne oscylacje,

ktore zostaly przeoczone w znanej pracy dotyczacej kwantowych czasoprzestrzeni [19].
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5.2.3 (*-algebry, K-teoria i grupoidy [0O5, O6]

Topologiczna K-teoria zajmuje sie badaniem wiazek wektorowych nad przestrzeniami topolo-
gicznymi. Jej algebraiczna wersja, stworzona przez A. Grothendiecka, ukazata glebokie zwiazki
pomiedzy geometria, topologia oraz algebra. Wraz z jej dualna wersja, K-homologia, stanowi
ona jedno z podstawowych narzedzi geometrii nieprzemiennej w ujeciu Connesa [68|. K-teoria
znalazla rowniez zastosowania w fizyce materii skondensowanej [144] i teorii strun [254].

W samodzielnej pracy |O5] przedstawilem nowa klase projekeji w algebrze nieprzemiennego
torusa, ktore stanowia uogolnienia projekcji Powersa—Rieffela [212]. Obliczytem odpowiadajace
im klasy K-teorii, a takze liczby Cherna, zwigzane z twierdzeniem o indeksie [73].

W pracy |O6] badalismy pewien szczegélny rodzaj potprostych iloczynow grupoidow i zwia-
zane z nimi produkty krzyzowe wiazek algebr. Od strony fizycznej, badania te byly umotywo-

wane poszukiwaniem uogoélnionych symetrii wykraczajacych poza grupe Poincarégo.

5.2.4 Krzywizna przestrzeni nieprzemiennych [O9]

Pojecie ,krzywizny” przestrzeni nieprzemiennej jest niejasne i stosunkowo stabo zbadane. Na-
wet w przypadku nieprzemiennego torusa, wyposazonego w geometrie spektralng indukowanag
przez ,konforemnie przeskalowany laplasjan”, istnieja rézne podejscia, ktére daja sprzeczne wy-
niki [8, 9, 75, 88, 213, 221]. W pracy |09] zastosowalismy formalizm baz ortonormalnych [88| do
przypadku ptaszczyzny Moyala. Skonstruowaliémy rodzine metryk o statej krzywiznie i obliczy-
liSmy odpowiadajace im cztony Gaussa—Bonneta. ZnalezliSmy szczegblne rozwiazanie zastugu-
jace na nazwe ,metryki Moyala—Fubiniego—Study’ego”, ktére indukuje geometrie nieprzemienna

,sfery Moyala”.

5.2.5 Kwantowe czarne dziury [O11, 013, O16]

We wspolpracy z Erikiem Aurellem i Pawlem Horodeckim badaliémy stynny paradoks infor-
macyjny czarnej dziury [4, 130, 167] przy uzyciu metod wspotczesnej informacji kwantowe;j.
W pracy [O11] pokazali$my, rozwijajac pewna poboczna uwage S. Hawkinga [131], Ze ogromny
wzrost entropii zachodzacy podczas powstawania czarnej dziury moze by¢ powigzany z akty-
wacja duzej liczby grawitacyjnych kwantowych stopni swobody.

Nastepnie, w pracy |[O13], zastosowaliSmy rozwiazanie problemu kwantowych marginatow
[ang. quantum marginal problem| dla zmiennej ciagtej (98], aby pokazaé¢, ze termalno$é¢ poje-
dynczych modoéw promieniowania Hawkinga jest kompatybilna z globalnym czystym stanem
promieniowania. W badanym scenariuszu informacja kwantowa jest zachowywana w procesie
powstawania i parowania czarnej dziury, cho¢ wymaga to odejscia od praw lokalnej mechaniki
kwantowej.

W najnowszym artykule [O16] zastosowatem pomyst przedstawiony w pracy [O11] w kontek-
Scie kosmologicznym. Pokazalem, ze propozycja R. Penrose’a dotyczaca fundamentalnej utraty
stopni swobody w czarnych dziurach nie jest zgodna z kwantowym pojeciem entropii (von Neu-

manna). Zaproponowalem unitarna wersje konforemnej kosmologii cyklicznej Penrose’a [200],
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w ktorej informacja kwantowa jest globalnie zachowana podczas ewolucji kosmicznej rozcig-

gnietej na kolejne eony.

5.2.6 Testy mechaniki kwantowej w fizyce czastek [0O14, O23]

W pracy [O14] zaproponowalismy, wraz z Pawlem Horodeckim, nowy formalizm teoretyczny
do testowania granic teorii kwantowej wzgledem modeli ,,poza-kwantowych”. Opiera sie ona na
nowatorskich koncepcjach ,Q-data box” i ,,Q-data test”, ktére bazuja na procedurze tomografii
procesow kwantowych [61, 208]. Formalizm ten zaklada, iz prawa mechaniki kwantowej obo-
wigzuja poza Q-data boxami, ale dopuszcza mozliwo$é ogdlniejszych praw probabilistycznych
wewnatrz Q-data boxu. Obejmuje to rozmaite teorie ,poza-kwantowe”, w tym: nieliniowe row-
nania Schrodingera [15], korelacje silniejsze niz splatanie (zob. Sekcja 4.1.3) oraz ogdlne teorie
probabilistyczne (GPT) [60].

Ponadto, w naszej pracy zaproponowalismy implementacje Q-data testow w eksperymentach
akceleratorowych. Konkretnie, argumentowali$my, iz pojedyncze nukleony, a takze lekkie jadra,
moga by¢ traktowane jako Q-data boxy, co umozliwia przeprowadzenie fundamentalnych testow
dotyczacych natury (kwantowej, badz ,poza-kwantowej”) silnych oddziatywan jadrowych. Warto
podkresli¢, iz jest to zupelnie nowy pomyst, diametralnie odmienny od istniejacych propozy-
¢ji badania kwantowodci silnego oddziatlywania pod katem klasycznych ukrytych zmiennych,
zob. np. [236]. Zaproponowalismy konkretny eksperyment, oparty na elastycznym rozpraszaniu
w spolaryzowanych zderzeniach elektron-proton, ktéry mogtby zostaé zrealizowany w istnieja-
cych akceleratorach.

Jeden z Q-data testow przedstawionych w pracy [O14] opiera sie na kwantowej wersji proto-
kolu Random Access Code (RAC) [126]. W pracy [023] wyprowadzilismy ilosciowe ogranicze-
nia na prawdopodobieristwo sukcesu w réznych scenariuszach RAC wykorzystujacych zasoby
kwantowe. Wyniki przedstawione w artykule [O23| maja zastosowanie nie tylko w badaniach
fundamentalnych dotyczacy teorii kwantowej zaproponowanych w [O14], ale takze w kontekscie

przetwarzania informacji kwantowe;j.

5.2.7 Kwantowy optymalny transport [015, 020, 022]

Prace nad przyczynowoscia dla miar probabilistycznych [H6| sa powiazane z klasyczng teorig
optymalnego transportu [246]. W ostatnim czasie ro$nie zainteresowanie jej uogoélnieniem na
przypadek kwantowy, motywowane potencjalnymi zastosowaniami w przetwarzaniu informacji
kwantowej (zob. np. [50, 83, 121, 156, 259]).

W pracach [O15, 020] badaliémy kwantowy analog problemu Monge’a—Kantorowicza.
Zidentyfikowalismy klase , kwantowych macierzy kosztow”, ktore indukuja semi-metryke na prze-
strzeni macierzy gestosci. Udowodniliémy réwniez nieréwnosé trojkata dla przypadku kubitow
i uzyteczna nieré6wnosé obejmujaca odleglosé Buresa i tzw. ,root infidelity”. Praca [020] zawie-
ra szczegOlowe opracowanie matematyczne, natomiast artykut [O15], opublikowany w Physical

Review Letters, skupia sie na aspektach fizycznych. Ponadto, w pracy [022] przedstawiliSmy
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analityczne i numeryczne badania dotyczace monotonicznosci kwantowej (semi-)metryki Was-

sersteina, przedstawionej w [O15, O20], ze wzgledu na kanaly kwantowe.

5.2.8 Filozoficzne podstawy fizyki [012, O21]

Zajmuje sie rowniez badaniem filozoficznych i metodologicznych podstaw fizyki.

Metodologia wspotczesnej fizyki opiera sie na dwoch fundamentalnych zatozeniach: kazde
zjawisko moze by¢ modelowane matematycznie i kazdy model teoretyczny moze by¢ testowany
empirycznie z a priori dowolna doktadnoscia. W pracy z Pawtem Horodeckim [O12] pokazali-
smy, ze te dwa postulaty sa w rzeczywistosci sprzeczne i prowadza do ,,paradoksu eksperymentu”.
Wykazalismy m.in., ze stynny (,duzy”) problem pomiaru w mechanice kwantowej (por. [160])
jest szczegélnym przyktadem paradoksu eksperymentu.

W ostatniej pracy z Michatem Hellerem [O21] badali$my wzajemne zwiazki pomiedzy re-
latywistycznymi i probabilistycznymi aspektami czasu i przyczynowosci. W tym celu przed-
stawiliSmy rozszerzona analize filozoficzng formalizmu teorio-miarowego z prac [H6-HS8| i [173]
oraz pokazaliémy paralele z dobrze znana aksjomatyzacja ogodlnej teorii wzglednosci w ujeciu
Ehlersa, Piraniego i Schilda [99].

5.3 Wspoédlpraca miedzynarodowa

5.3.1 Lista wspoélpracownikéw naukowych

W trakcie mojej kariery naukowej aktywnie wspotpracowatem z 22 uczonymi zwigzanymi z in-
stytucjami badawczymi w Austrii, Belgii, Francji, Kanadzie, Niemczech, Polsce, Szwecji, USA
i Watykanie. Ponizsza lista zawiera wszystkich moich wspotautoréw wraz z ich afiliacjami, kto-

rymi postugiwali sie w czasie naszej wspolpracy.
1. Erik Aurell, wspotautor prac [O11, O13]
e K'TH-Royal Institute of Technology, Sztokholm, Szwecja
2. Rafal Bistron, wspotautor pracy [022]
e Instytut Fizyki Teoretycznej, Uniwersytet Jagiellonski, Krakéow, Polska
3. Piotr Chrusciel, wspotautor prac (02, O3]
e Gravitational Physics, University of Vienna, Austria
4. Sam Cole, wspotautor prac (015, O20]
e Department of Mathematics, University of Missouri, Columbia, MO, USA
5. Nicolas Franco, wspotautor prac [H1-H4| and [O17, O18§]

e Centrum Kopernika Badan Interdyscyplinarnych, Uniwersytet Jagielloriski, Krakéw, Polska
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

e Namur Center for Complex Systems (naXys) & Department of Mathematics, University of

Namur, Belgia
Shmuel Friedland, wspotautor prac [O15, O20]

e Department of Mathematics, Statistics and Computer Science, University of Illinois,
Chicago, USA

Michael Heller, wspotautor prac |06, O21]

e Centrum Kopernika Badan Interdyscyplinarnych, Uniwersytet Jagielloriski, Krakéw, Polska
e Vatican Observatory, Watykan

Pawel Horodecki, wspotautor prac [H8, H9| oraz [O11-O14]

e Miedzynarodowe Centrum Teorii Technologii Kwantowych, Uniwersytet Gdarniski, Polska

e Wydziat Fizyki Technicznej i Matematyki Stosowanej, Politechnika Gdarska, Polska
Ryszard Horodecki, wspotautor prac [H8, H9J

e Miedzynarodowe Centrum Teorii Technologii Kwantowych, Uniwersytet Gdarski, Polska
Bruno Iochum, wspoétautor prac [O1, O7]

e Centre de Physique Théorique, CNRS, Aix—Marseille Université, Francja
Tomasz Miller, wspotautor prac [H4, H6-H9|

e Centrum Kopernika Badan Interdyscyplinarnych, Uniwersytet Jagielloriski, Krakéw, Polska
e Wydzial Matematyki i Nauk Informacyjnych, Politechnika Warszawska, Polska

Luc Nguyen, wspotautor pracy [O3|

e Department of Mathematics, Princeton University, NJ, USA
Leszek Pysiak, wspotautor pracy [O6]

o Wydzial Matematyki i Nauk Informacyjnych, Politechnika Warszawska, Polska
Nitica Sakharwade, wspotautor pracy [O23|

e Miedzynarodowe Centrum Teorii Technologii Kwantowych, Uniwersytet Gdariski, Polska

e Perimeter Institute for Theoretical Physics & Department of Physics and Astronomy, Uni-
versity of Waterloo, Waterloo, ON, Kanada

Wiestaw Sasin, wspotautor pracy [O6]

o Wydzial Matematyki i Nauk Informacyjnych, Politechnika Warszawska, Polska
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16. Andrzej Sitarz, wspotautor prac [O7, O9]

e Instytut Fizyki, Uniwersytet Jagielloriski, Krakéw, Polska
e Instytut Matematyczny Polskiej Akademii Nauk, Warszawa, Polska

17. Michat Studzinski, wspotautor pracy [023]

o Instytut Fizyki Teoretycznej i Astrofizyki, Uniwersytet Gdanski, Polska
18. Sebastian Szybka, wspotautor prac [02, O3]

e Obserwatorium Astronomiczne Uniwersytetu Jagielloriskiego, Krakow, Polska
19. Tomasz Trzes$niewski, wspotautor pracy [O10]

o Instytut Fizyki Teoretycznej, Uniwersytet Jagiellonski, Krakéow, Polska
20. Raimar Wulkenhaar, wspotautor pracy [O9]

o Mathematisches Institut der Westfilischen Wilhelms-Universitat, Miinster, Niemcy
21. Artur Zajac, wspolautor pracy [O§]

e Instytut Matematyki, Uniwersytet Jagielloniski, Krakow, Polska
22. Karol Zyczkowski, wspotautor prac [015, 020, 022]

o Instytut Fizyki Teoretycznej, Uniwersytet Jagielloniski, Krakéw, Polska

e Centrum Fizyki Teoretycznej Polskiej Akademii Nauk, Warszawa, Polska

5.3.2 Prezentacje na konferencjach naukowych i seminariach

Wygtositlem 34 referaty na miedzynarodowych konferencjach naukowych, z czego 16 na zapro-
szenie — pelna lista znajduje sie w zalaczonym ,Wykazie osiagnie¢ naukowych albo artystycz-
nych, stanowiacych znaczny wktad w rozwéj okreslonej dyscypliny”. Ponadto wygtositem szereg

zaproszonych wystapient seminaryjnych w instytucjach akademickich na calym $wiecie:

e 8.07.2021, Quantum Information and Quantum Computers Working Seminar, Centrum
Fizyki Teoretycznej Polskiej Akademii Nauk, Warszawa, tytut wyktadu: “Quantum opti-

mal transport”, nagranie wyktadu.

e 26.01.2020, Quantum Gravity Seminar, Radboud University, Nijmegen, Niderlandy, tytut

wyktadu: “From spectral dimension to dimension spectrum and back”.

e 3.09.2019, Quantum Foundations Seminar, Perimeter Institute, Waterloo ON, Kanada,

tytul wyktadu: “Operational causality in spacetime”, nagranie wyktadu.

e 24.03.2017, Séminaire Interactions Fondamentales, Centre de Physique Théorique, Mar-

seille, Francja, tytul wyktadu: “Causality without events”.
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https://pirsa.org/19090063

24.11.2016, Quantum Information Seminar, Wydzial Fizyki, Uniwersytet Warszawski, ty-

tul wyktadu: “Causality in the quantum world”.

20.10.2016, Quantum Gravity seminar, Perimeter Institute, Waterloo, ON, Kanada, tytut

wyktadu: “Causality in the quantum world”, nagranie wyktadu.

29.06.2016, JTF Seminar, Krajowe Centrum Informatyki Kwantowej, Sopot, Poland, tytut

wyktadu: “The noncommutative geometry of space of states”.

15.04.2016, Seminarium Instytutu Fizyki Teoretycznej Uniwersytetu Wroctawskiego, Pol-

ska, tytul wyktadu: “The noncommutative geometry of fundamental interactions”.

7.03.2016, Noncommutative Geometry Seminar, IMPAN, Warszawa, Polska, tytul wykla-

du: “Causal relation in noncommutative spaces”, nagranie wyktadu.

4.12.2015, Vienna relativity lunch seminar, University of Vienna, Austria, tytut wyktadu

(wygloszonego wspolnie z T. Millerem): “Causality for nonlocal phenomena”.

23.04.2015, Differential Geometry seminar, Institute of Mathematics, Potsdam University,

Niemcy, tytul wyktadu: “Asymptotic and convergent expansions of heat traces”.

27.11.2014, Operator Algebra and Noncommutative Geometry Seminar, University of
Wollongong, Australia, tytul wyktadu: “The peculiar geometry of Podles sphere”.

11.11.2014, Pure Maths Seminar, School of Mathematics and Statistics, University of
New South Wales, Sydney, Australia, tytul wyktadu: “Heat traces — asymptotic and exact

expansion”.

28.04.2014, Noncommutative Geometry Seminar, IMPAN, Warszawa, Polska, tytul wy-

ktadu: “Examples of asymptotic and exact expansions of heat traces”, nagranie wykltadu.

3.04.2013, Séminaire de Physique Mathématique, Université Paris Diderot-Paris 7, Fran-

cja, tytut wyktadu: “Causal Structure for Noncommutative Geometry”.

5.11.2012, Noncommutative Geometry Seminar, IMPAN, Warszawa, Polska, tytul wyk?a-

du: “Spectral properties of the standard Podle$§ quantum sphere”, nagranie wyktadu.

20.06.2012, Seminar of Quantum Field Theory and Mathematical Physics, DESY, Ham-

burg, Niemcy, tytut wyktadu: “Spectral Action — overviews and outlooks”.

25.05.2012, Séminaire Physique mathématique, Université Claude Bernard, Lyon, Francja,

tytut wyktadu: “Analysis on standard quantum sphere”.

27.07.2010, Algebraic Seminar, University of New Brunswick, Fredericton, Kanada, tytut

wyktadu: “Anomalies on Spectral Triples”.

63


https://pirsa.org/16100029
https://www.impan.pl/Video/07_03_2016_2.mp4
http://www.impan.pl/Video/28_04_2014_2.mkv
http://www.impan.pl/Video/me.mkv

6

6.1

6.2

Osiggniecia dydaktyczne, organizacyjne oraz populary-

zujace nauke

Osiagniecia promotorskie i dydaktyczne

Promotor pomocniczy (z dr. hab. Leszkiem Pysiakiem) doktoratu z matematyki Tomasza

Millera, obronionego z wyréznieniem w listopadzie 2017 na Politechnice Warszawskiej.
Opiekun studenta pierwszego roku fizyki Piotra Stowika, Uniwersytet Jagielloriski (2020).
Autor kursu e-learningowego Algebra 1 na platformie CopernicusCollege.

Wyktadowca przedmiotéow ,Repetytorium matematyczne dla studentéow biofizyki” oraz
,LaTeX i Mathematica dla studentéw matematyki”, Uniwersytet Jagiellonski (2011/2012,
2013/2014).

Popularyzacja nauki

6.2.1 Artykuly popularnonaukowe

1.

10.

M. Eckstein, P. Horodecki, ,Nadchodzi era kwantow”, Tygodnik Powszechny 20,2022,
dodatek ,Copernicus Festival 20227, 9.05.2022.

M. Eckstein, ,Recenzja. Przewodnik po wielo§wiecie”, Postepy Fizyki T.72, z.4, 35-37
(2021).

M. Eckstein, ,Liczby zmyslone”, Tygodnik Powszechny 21/2021, dodatek ,,Copernicus Fe-
stival 20217, 17.05.2021.

M. Eckstein, ,, Trzeba stucha¢ matematyki”’, Tygodnik Powszechny 11/2021, dodatek ,85.
Jubileusz ks. prof. Michata Hellera”, 8.03.2021.

M. Eckstein, ,Sptaszczy¢ krzywa”, Tygodnik Powszechny 13/2020, 23.03.2020.

M. Eckstein, ,W poszukiwaniu fundamentow”, Tygodnik Powszechny 12/2020, dodatek
,Wielkie pytania na nowo #b5: Teorie wszystkiego”, 17.03.2020.

M. Eckstein, ,Wielkie miraze”, Tygodnik Powszechny 34/2019, 19.08.2019.
M. Eckstein, ,Literat w $wiecie kwarkow”, Tygodnik Powszechny 23/2019, 3.06.2019.

M. Eckstein, T. Miller, ,Kosmiczne przypadki Paula Daviesa’, Tygodnik Powszechny
20/2019, dodatek ,Copernicus Festival 20197, 13.05.2019.

M. Eckstein, P. Horodecki, ,Historia pewnej nierownosci”, Tygodnik Powszechny 13/2018,
dodatek ,Wielkie pytania #9: Przetomy w fizyce”, 19.03.2018.
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https://www.copernicuscollege.pl/kursy/wprowadzenie-do-algebry
https://www.tygodnikpowszechny.pl/nadchodzi-era-kwantow-174049
https://www.tygodnikpowszechny.pl/liczby-zmyslone-167557
https://www.tygodnikpowszechny.pl/trzeba-sluchac-matematyki-166780
https://www.tygodnikpowszechny.pl/splaszczyc-krzywa-162748
https://www.tygodnikpowszechny.pl/w-poszukiwaniu-fundamentow-162652
https://www.tygodnikpowszechny.pl/wielkie-miraze-160024
https://www.tygodnikpowszechny.pl/literat-w-swiecie-kwarkow-159101
https://www.tygodnikpowszechny.pl/kosmiczne-przypadki-paula-daviesa-158834
https://www.tygodnikpowszechny.pl/historia-pewnej-nierownosci-152437

11. M. Eckstein, ,Jakie poznalismy sekrety Wszechswiata”, Tygodnik Powszechny 1-2/2018,
22.12.2017.

12. M. Eckstein, T. Miller, ,Chemiczny wypadek” [wywiad z Paulem Daviesem|, Tygodnik
Powszechny 18-19/2017, dodatek ,Wielkie pytania #3: Zycie/ nie-zycie”, 23.04.2017.

13. M. Eckstein, ,Jak uwierzytem w cykliczny Wszechswiat”, Tygodnik Powszechny 5/2017,
23.01.2017.

14. M. Eckstein, ,Co dwa wahadla, to nie jedno”, Tygodnik Powszechny 48/2016, dodatek
,Wielkie pytania #3: Porzadek i chaos”, 20.11.2016.

15. M. Eckstein, ,Paradoks eschatologicznego optymizmu”, Znak 734-735, 4.07.2016.
16. M. Eckstein, ,Dlaczego nie chce by¢ towca grantow”, PAUza Akademicka 338-339 (2016).

17. M. Eckstein, ,Ryszard Horodecki — Poeta w swiecie kwantow”, Tygodnik Powszechny
21/2016, dodatek ,Copernicus Festival 20167, 16.04.2016.

18. M. Eckstein, ,;Gorzej niz wyktad” [krotka anegdotal|, Tygodnik Powszechny 12/2016, do-
datek ,80. Urodziny Ks. Michata Hellera”, 12.03.2016.

19. M. Eckstein, T. Miller, , Wszechswiat nieprzemienny”, Tygodnik Powszechny 12/2016, do-
datek ,80. Urodziny Ks. Michata Hellera”, 12.03.2016.

20. M. Eckstein, ,Nowe oko na Wszechswiat”, Tygodnik Powszechny 9/2016, 21.02.2016.
21. M. Eckstein, ,,Odkrycie obrocone w pyt”, Tygodnik Powszechny 41/2015, 5.10.2015.

22. M. Eckstein, ,,Kwarkowy kwintet z Genewy”, Tygodnik Powszechny 30/2015, 20.07.2015.

6.2.2 Wyklady popularnonaukowe

Od 2015 roku wygtaszam corocznie wykltad popularny w ramach cyklu ,Granice Nauki” orga-
nizowanego przez Centrum Kopernika Badan Interdyscyplinarnych UJ. Wyktady sg transmito-
wane na zywo (od 2019 roku) i zamieszczane na kanale YouTube Copernicus. Moje 8 wyktadow

ma taczna liczbe wyswietleri znacznie przekraczajaca milion:

e 31.03.2022, Granice mechaniki kwantowej, 174’000+ wyswietlen.

21.04.2021, Podréz do wnetrza protonu, 360’000+ wyswietlen.

20.02.2020, Czy mozna ztamaé¢ prawa fizyki?, 1177000+ wyswietlen.

25.03.2019, Datamorgana — miraze w wielkich bazach danych, 42’000+ wys$wietlen.

11.01.2018, Historia pewnej nieréwnosci, 175’000+ wyswietlen.
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https://www.tygodnikpowszechny.pl/jakie-poznalismy-sekrety-wszechswiata-151474
https://www.tygodnikpowszechny.pl/chemiczny-wypadek-147717
https://www.tygodnikpowszechny.pl/jak-uwierzylem-w-cykliczny-wszechswiat-146474
https://www.tygodnikpowszechny.pl/co-dwa-wahadla-to-nie-jedno-68432
https://www.miesiecznik.znak.com.pl/paradoks-eschatologicznego-optymizmu/
http://www.pauza.krakow.pl/338_339_5_2016.pdf
https://www.tygodnikpowszechny.pl/poeta-w-swiecie-kwantow-33752
https://www.tygodnikpowszechny.pl/gorzej-niz-wyklad-32770
https://www.tygodnikpowszechny.pl/wszechswiat-nieprzemienny-32762
https://www.tygodnikpowszechny.pl/nowe-oko-na-wszechswiat-32466
https://www.tygodnikpowszechny.pl/odkrycie-obrocone-w-pyl-30452
https://www.tygodnikpowszechny.pl/kwarkowy-kwintet-z-genewy-29287
https://www.youtube.com/@CopernicusCenter
https://www.youtube.com/watch?v=KaoQTbtgsN8
https://www.youtube.com/watch?v=chTAzgXbHHY
https://www.youtube.com/watch?v=mIGpUarxbGw
https://www.youtube.com/watch?v=QwDD6NOdOow
https://www.youtube.com/watch?v=eRDxsl06f30 

e 16.02.2017, Wszechswiat przed Wielkim Wybuchem, 250’000+ wy$wietleri.
e 11.05.2016, Tanczace neutrina, 27°000+ wyswietlen.

e 21.10.2015, Sto lat genialnej teorii Einsteina, 23’000+ wyswietleri.

Wyglaszalem réowniez wyktady popularnonaukowe przy innych okazjach. Niektore z nich sa

dostepne na YouTubie:

e 22.01.2020, Goyki 3 ArtInkubator, Sopot, Zaproszenie do Matematycznego Wszechswiata.
e 22.11.2018, Ksiegarnia Vademecum, Gdynia, Wolno$¢ w $wiecie kwantow.

e 8.03.2018, Uniwersytet Humanistyczno-Przyrodniczy im. Jana Dlugosza w Czestochowie,

wyktad popularnonaukowy dla artystéow: Obraz Wszechswiata.

e Trzy wyklady w ramach cyklicznych spotkani mtodych naukowcow ,,PAUeczka” w Polskiej

Akademii Umiejetnosci:

— 7.12.2011, (Zbyt) szybkie neutrina.
— 13.05.2009, Model Standardowy Czastek Elementarnych.
— 25.03.2009, Prawdy nauki i wiary.

6.2.3 Audycje radiowe i podkasty

e Rozmowa z Jimem Ranchlerem po angielsku pt. ,Causality, Time and the Experiment
Paradox” (,,Przyczynowosé, czas i paradoks eksperymentu”) w ramach podkastu Physics
Frontiers # 65, 22.05.2022, 11’710+ stuchaczy.

e Rozmowa z Anng L.o§ w ramach reportazu ,Gwiazdy”, Polskie Radio Krakow, 30.05.2017.

6.2.4 Inna dzialalnos$é popularyzatorska

e Koordynacja cyklicznych wyktadéw popularnonaukowych ,Matematyczny Wszech$wiat”,
Goyki 3 Art Inkubator, Sopot (od 2020).

e Prowadzenie wyktadu otwartego Paula Daviesa ,Information and the Language of Life”

w ramach Copernicus Festival, transmitowanego na zywo na YouTubie, 22.05.2019.

e Otwarta dyskusja z Michatem Hellerem pt. , Przestrzenie Wszech$wiata. Od geometrii do

kosmologii”, transmitowana na zywo na YouTubie, 13.03.2017.

e Wywiad z Michatem, Pawetem and Ryszardem Horodeckimi w ramach Copernicus Festi-
val, 8.07.2016.
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https://www.youtube.com/watch?v=TsMiYVkkcvM
https://www.youtube.com/watch?v=CORc81UQAn0
https://www.youtube.com/watch?v=y3Uak_u0KS8
https://www.youtube.com/watch?v=GWBR_mLGczk
https://www.youtube.com/watch?v=dWcVSulsr-0
https://www.podomatic.com/podcasts/physicsfrontiers-rantschler/episodes/2022-05-22T07_45_37-07_00
https://www.podomatic.com/podcasts/physicsfrontiers-rantschler/episodes/2022-05-22T07_45_37-07_00
https://reportaz.polskieradio.pl/artykul/1770410
https://goyki3.pl/nauka-w-art-inkubatorze/
https://www.youtube.com/watch?v=ETA2IjMBCcs
https://www.youtube.com/watch?v=5TaU9MWjJKw
https://www.youtube.com/watch?v=5TaU9MWjJKw
https://www.youtube.com/watch?v=9Y9vLx_lbec

e Organizacja i poprowadzenie wydarzenia ,,Ustyszeé¢ ksztaltt Wszech$wiata”, na ktore skta-
daty sie cztery wyktady popularnonaukowe przeplatane utworami Chopina, Akademia

Muzyczna im. Krzysztofa Pendereckiego w Krakowie, 17.10.2015.

e Otwarta dyskusja z Michatem Hellerem pt. ,Czy fizyka musi by¢ matematyczna?”’, nagrana
i dostepna w serwisie YouTube, 1.07.2015.

7 Wybrane nagrody i wyréznienia
e Stypendium Ministra Edukacji i Nauki dla wybitnych mtodych naukowcow, 2022.
e Stypendium START Fundacji na rzecz Nauki Polskiej, 2016.

e Stypendium Ministra Nauki i Szkolnictwa Wyzszego za wybitne osiggniecia, 2010.
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