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1. POSIADANE TYTULY ZAWODOWE I STOPNIE NAUKOWE

e Magister telekomunikacji
Przyznany w 2010 roku na podstawie pracy magisterskiej ,,Projekt akustyczny wnetrza w opar-
ciu o systemy modelowania akustycznego” pod kierunkiem prof. dr. hab. inz. Bozeny Kostek
na Wydziale Elektroniki, Telekomunikacji i Informatyki Politechniki Gdaiiskiej na kierunku
telekomunikacja, specjalnosé: inzynieria dzwieku i obrazu.

e Magister informatyki
Przyznany w 2011 roku na podstawie pracy magisterskiej ,Szkieletowe kolorowanie grafow’
pod kierunkiem prof. dr. hab. inz. Marka Kubalego na Wydziale Elektroniki, Telekomuni-
kacji i Informatyki Politechniki Gdariskiej na kierunku informatyka, specjalnosé: technologie
internetowe i algorytmy.
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e Magister filozofii
Przyznany w 2016 roku na podstawie pracy magisterskiej ,,Wartosci i wolna wola w etyce
Nicolaia Hartmanna” pod kierunkiem prof. dr. hab. Stanistawa Judyckiego na Wydziale Nauk
Spotecznych Uniwersytetu Gdanskiego na kierunku filozofia.

e Doktor nauk technicznych w zakresie informatyki
Przyznany 16 czerwca 2015 r. przez Rade Wydziatu Elektroniki, Telekomunikacji i Infor-
matyki Politechniki Gdariskiej na podstawie rozprawy doktorskiej pt. , Analiza wtasciwosci
algorytmicznych problemu szkieletowego kolorowania graféw” pod kierunkiem prof. dr. hab.
inz. Marka Kubalego.

2. INFORMACJE O DOTYCHCZASOWYM ZATRUDNIENIU
e Wydziat Elektroniki, Telekomunikacji i Informatyki, Politechnika Gdanska, ul. Narutowicza
11/12, 80-233 Gdarisk, Polska:

— od 1 listopada 2010 do 30 wrzesnia 2011 — asystent,
— od 1 pazdziernika 2011 do 30 wrzesnia 2015 — wyktadowca,
— od 1 pazdziernika 2015 do 29 lutego 2016 — adiunkt.

e Center for Science of Information, Purdue University, 250 N University St, West Lafayette,
Indiana 47907, Stany Zjednoczone

— od 1 sierpnia 2015 do 30 listopada 2016 — staz podoktorski.
— od 6 maja 2018 do 30 wrzesnia 2019 — staz podoktorski.

e Google Poland Sp. z.0.0., ul. Emilii Plater 53, 00-113 Warszawa, Polska:

— od 10 marca 2016 do 30 kwietnia 2018 — inzynier oprogramowania, Google Cloud Plat-
form/Compute Engine.

o Wydziat Matematyki i Informatyki, Uniwersytet Jagielloniski, ul. Lojasiewicza 6, 30-348 Kra-
kow, Polskas:

— od 1 pazdziernika 2019 (do dzi$) — adiunkt.



3. WSKAZANIE OSIAGNIEC NAUKOWYCH PODLEGAJACYCH OCENIE

3.1. TYTUL OSIAGNIECIA NAUKOWEGO

Wybranym osiggnieciem naukowym jest cykl publikacji pt. ANALIZA STRUKTURALNA I KOMPRESJA
DLA DUPLIKACYJNYCH MODELI GRAFOW LOSOWYCH.

3.2. WYKAZ PUBLIKACJI DOKUMENTUJACYCH OSIAGNIECIE

[A1] Krzysztof Turowski, Wojciech Szpankowski, Towards Degree Distribution of a Duplication-
Divergence Graph Model, The Electronic Journal of Combinatorics, 28(1) (2021), P1.18.

[A2] Alan Frieze, Krzysztof Turowski, Wojciech Szpankowski, Degree Distribution for Duplication-
Divergence Graphs: Large Deviations, 46th International Workshop on Graph-Theoretic Con-
cepts in Computer Science, WG 2020, Leeds, UK, June 24-26, 2020. Lecture Notes in Com-
puter Science 12301, s. 226-237.

[A3] Alan Frieze, Krzysztof Turowski, Wojciech Szpankowski, The concentration of the maximum
degree in the duplication-divergence models, Proceedings of 27th International Conference
of Computing and Combinatorics, COCOON 2021, Tainan, Taiwan, October 24-26, 2021.
Lecture Notes in Computer Science 13025, s. 413-424.

[A4] Philippe Jacquet, Krzysztof Turowski, Wojciech Szpankowski, Power-Law Degree Distribu-
tion in the Connected Component of a Duplication Graph, 31st International Conference on
Probabilistic, Combinatorial and Asymptotic Methods for the Analysis of Algorithms, AofA
2020, June 15-19, 2020, Klagenfurt, Austria (Virtual Conference). LIPIcs 159, s. 16:1-16:14.

rzysztof Turowski, Abram Magner, Wojciech Szpankowski, Compression of Dynamic Gra-
A5l K f Tu ki, Ab M Wojciech S kowski, C i f D ic G
phs Generated by a Duplication Model, Algorithmica 82(9) (2020), s. 2687-2707.

e wersja konferencyjna: Krzysztof Turowski, Abram Magner, Wojciech Szpankowski, Com-
pression of Dynamic Graphs Generated by a Duplication Model, 56th Annual Allerton
Conference on Communication, Control, and Computing, Allerton 2018, Monticello, IL,
USA, October 2-5, 2018, s. 1089-1096.

4. OMOWIENIE CELU NAUKOWEGO PRAC I OSIAGNIETYCH WYNI-
KOW W RAMACH WSKAZANEGO OSIAGNIECIA

4.1. WSTEP

Teoria grafow znalazta zastosowanie w opisie wielu ztozonych uktadéw wystepujacych w swiecie,
takich jak sieci biologiczne czy sieci spotecznosciowe. Takie podejécie wydaje sie naturalne, gdy
zalezy nam na opisie systemu z uzyciem pewnych podstawowych elementéw (reprezentowanych
przez wierzchotki grafu) oraz ich interakcji (reprezentowanych przez krawedzie grafu). Pozwala
to na analize tych struktur zaréwno w ujeciu statycznym, czyli opisie ich wlasnosci w pewnym
ustalonym stanie, jak i dynamicznym, czyli ujeciu ewolucji sieci oraz zmian jej parametréow w czasie.

Zagadnienia analizy strukturalnej i kompresji graféw losowych sa naturalnym rozwinieciem ana-
liz dokonywanych w klasycznej teorii grafow i teorii informacji. Po pierwsze, wyrastaja one z badan
nad grafami losowymi i ich wlasnosciami zapoczatkowanym przez Paula Erdésa i Alfréda Rényiego
[40] w 1959 roku. Ten kierunek prac, kontynuowany przez kolejne dekady, zaowocowal szeregiem
wynikéw dotyczacych popularnych parametréw grafowych, takich jak rozmiar spdéjnych sklado-
wych, maksymalny stopienn grafu, rozmiar maksymalnego skojarzenia, czy liczba chromatyczna
(podsumowanie wazniejszych wynikow mozna znalez¢é w monografiach [16, 48, 67, 99]).

Po drugie, tacza si¢ one rowniez bezposrednio z poszukiwaniami odpowiednich modeli grafow
losowych, ktére mozna dopasowaé do wystepujacych w §wiecie struktur. Przyktadowo, juz od lat
70. XX w. pojawialy sie hipotezy, ze dynamike ewolucji sieci interakcji protein mozna opisaé¢ za
pomoca prostych regul duplikacji i mutacji [86, 106]. Co wiecej, w ramach badania wlasnosci
rzeczywistych sieci r6znego pochodzenia zwrécono uwage na szereg ich charakterystycznych cech:



e krotkie $ciezki miedzy dowolnymi wierzchotkami — np. zjawisko Six Degrees of Separation
w sieciach spolecznosciowych, spopularyzowane przez socjologa Stanleya Milgrama,

e wystepowanie lokalnych klastréw — rowniez intuicyjnie dostrzegane w sieciach spotecznoscio-

wych wystepowanie mniejszych grup z kompletem potaczen wewnetrznych,

e rozklad stopni wierzchotkéw — istnienie niewielu wierzchotkow duzego stopnia (tzw. hubow)

oraz wielu o niewielkim stopniu.

Zainteresowanie badaczy wzbudzily przede wszystkim sieci bezskalowe, formalnie zdefiniowane jako
takie, w ktorych odsetek wierzchotkéw stopni k dazy do ustalonej wartosci, proporcjonalnej do k=7
dla pewnego ustalonego parametru . Popularnos¢ badar nad sieciami bezskalowymi byty dodat-
kowo motywowane przez stwierdzenia, ze taka charakterystyka bardzo dobrze pasuje do wielu
rodzajow sieci biologicznych czy spotecznosciowych np. interakcji protein, cytowan artykuléw na-
ukowych czy hipertaczy internetowych [2, 30]. W ramach teoretycznych poszukiwan sposobow ge-
nerowania grafow z takimi wlasnosciami powstawaly kolejne modele, najbardziej znane autorstwa
Barabéasiego i Alberta [8] czy Wattsa i Strogattza [102]. Rowniez one stawaly sie przedmiotami
dokladnej analizy probabilistyczno-teoriografowej [48, 85, 99]. Przyktadowo, dowiedziono, ze grafy
generowane w modelu Barabasiego-Alberta rzeczywiscie charakteryzuja sie wlasnoscia bezskalowo-
§ci z parametrem y = 3 [17].

W ramach teorii informacji z kolei narastata od pewnego czasu potrzeba wyjscia poza ujecie
zaproponowane przez Shannona w jego pracy ,,A Mathematical Theory of Communication” z 1948
roku. W tekscie programowym , Three Great Challenges for Half Century Old Computer Science”
Frederick P. Brooks Jr. zauwazyl, ze wyzwaniem na przysztosé jest zastosowanie klasycznej defi-
nicji i miary informacji do analiz strukturalnych [22]. Naturalnym kierunkiem badan wydaje sie
zastosowane tego podejscia do danych ujetych w postaci graféow i poszukiwania liczbowego ujecia
informacji tworzonej i wyrazanej poprzez powstawanie i ewolucje takich struktur [96].

Powigzana jest z tym motywacja czysto praktyczna: w epoce Big Data jednym z rodzajow prze-
chowywanych i przetwarzanych danych wielkoskalowych sa dane grafowe np. sieci spotecznoscio-
wych. Znalezienie skutecznego sposobu ich oszczednej reprezentacji mogloby przyniesé wymierne
praktyczne korzysci. Nawet opracowanie uniwersalnych, asymptotycznie optymalnych algorytmow
kompresji, takich jak algorytmy Lempela-Ziva [108, 109], wcale nie zakoniczylo badan, poniewaz
nadal istnieje dostatecznie duzo miejsca na praktyczne ulepszenia za cene przyjecia pewnych do-
datkowych zaltozen o charakterze zrédla danych.

W ramach podejscia nazwanego ,,Shannon spotyka Turinga” [96] mozna badaé¢ przede wszyst-
kim entropie grafow (dla wierzchotkow z etykietami) i struktur (dla nieodroznialnych wierzchotkow)
zgodnie z definicja Shannona nad przestrzenia probabilistyczna graféw wygenerowanych z okreslo-
nego modelu. Uzyskane w ten spos6b wyniki stanowia dolne oszacowanie mozliwosci kompresji
graféow generowanych zgodnie z przyjetym modelem grafoéw losowych. Druga czescia tych badan
jest poszukiwanie algorytmow, ktoére potrafityby osiagnaé odpowiedni wspotezynnik kompresji z jak
najlepszymi gwarancjami doktadnosci.

W toku badan okazalo sie, ze istnieje doniosly zwiazek miedzy twierdzeniami o strukturze
grafow losowych a twierdzeniami o charakterystykach informacyjnych ich modeli. Przede wszyst-
kim wiedza o rozkladzie liczby automorfizmow — $cislej: wiedza o tym, ze wygenerowane grafy
sa z duzym prawdopodobieristwem asymetryczne — dla modeli grafow losowych Erdésa-Renyiego
i Barabasiego-Alberta okazala sie podstawa do wyznaczenia wartosci entropii oraz entropii struk-
turalnej dla obu modeli [28, 80]. Dla wielu innych modeli graféw udato sie z kolei uzyska¢ pewne
asymptotyczne dolne oszacowania entropii oparte m.in. o dowody probabilistycznego zachowania
maksymalnego stopnia grafu lub innych prostych struktur grafowych [27].

W ramach opracowywania sposobow bezstratnej kompresji oprocz algorytméw uniwersalnych
i tworzenia skutecznych w praktyce heurystyk (zob. przeglad algorytmoéow w [10]) waznym zada-
niem jest poszukiwanie algorytmoéw dajacych pewne $rednie i pesymistyczne gwarancje dla konkret-
nych modeli grafow losowych. W szczegblnosci dla wspomnianych wyzej modeli Erdésa-Renyiego
i Barabasiego-Alberta opracowano algorytmy, ktore osiggaja kompresje zgodng z entropig z do-
ktadnoscia do pierwszych dwoch czynnikow wiodacych [28, 80].

Duza czes¢ zainteresowania badaczy skupita sie na dwoch najpopularniejszych modelach grafow
losowych: Erdgsa-Renyiego i Barabasiego-Alberta. Jednak mimo ich prostych definicji oraz bardzo
ciekawych wlasciwosci strukturalnych wydaje sie, ze nie opisuja one trafnie wielu rodzajow rzeczy-
wistych sieci [33, 92]. W szczegdlnosei nalezy zwrocié uwage, ze np. dla sieci biologicznych czesto



identyfikuje sie wystepowanie cechy bezskalowosci ze wspotczynnikiem v < 2, co nie pasuje do zad-
nego z powyzszych modeli [30]. Co wiecej, wydaje sie, ze dopasowanie tych modeli do istniejacych
sieci nie mogloby zosta¢ poparte racjami na rzecz takiego a nie innego mechanizmu powstawania
sieci.

Intuicja, zgodnie z ktora sieci biologiczne i spolecznosciowe moga powstawaé wskutek wewnetrz-
nego mechanizmu duplikacji i mutacji (duplication-divergence), stanowi kierunek badan, ktory po-
zwala odpowiedzieé¢ na te wyzwania. Z jednej strony, motywacja ewolucyjna takich modeli dupli-
kacyjnych jest dobrze zakorzeniona w rozwazaniach biologicznych [106]. Rowniez w poréwnaniach
roznych modeli z istniejacymi sieciami np. interakcji protein lub cytowan okazuje sie, ze modele
duplikacyjne wypadaja najlepiej jesli chodzi o dopasowanie stopni wierzchotkow w grafie [33] czy
rozktadu matych podgrafow [92]. Z drugiej strony, nierygorystyczne obliczenia dla takich modeli
pokazywaly, ze dla pewnych parametrow moga one generowaé grafy bezskalowe z odpowiednimi
wspolezynnikami [61, 85, 89], co czyni je rownie interesujacymi dla teoretykow ceniacych wlasnie
te cechy!.

Wiasnie ta problematyka stala si¢ przedmiotem badan w ramach cyklu publikacji [A1]-[A5]
sktadajacego sie na przedstawiane osiagniecie. W poszczegdlnych pracach rozwazane bylo pro-
babilistyczne zachowanie modeli duplikacyjnych, w szczegblnosci najogdlniejszego modelu autor-
stwa Solégo i Pastora-Satorrasa [87, 93|, bedacego popularnym modelem stanowiacym zarazem
uogolnienie innego waznego modelu tzw. czystej duplikacji [30]. Badano doktadne i asymptotyczne
zachowanie r6znych zmiennych losowych, takich jak $redni stopieri grafu, stopien ustalonego wierz-
chotka, maksymalny stopien w grafie, czy wspotczynnik skali v. Podjeto réwniez problem entropii
grafowej i kompresji dla pewnego szczegblnego przypadku tego modelu. Dla osiagniecia tego celu
zastosowano szereg podej$¢ kombinatorycznych, probabilistycznych i algorytmicznych, m.in. na-
rzedzia wypracowane w dziedzinie kombinatoryki analitycznej, pozwalajace rozwigzaé¢ zaleznosci
rekurencyjne oraz wyprowadzi¢ z nich twierdzenia o asymptotycznym zachowaniu zmiennych.

4.2. PODSTAWOWE DEFINICJE

W tym miejscu i w dalszej czesci autoreferatu przyjmujemy standardowe oznaczenia teoriografowe
np. za [37]: V(G) i E(G) oznaczaja zbiory wierzcholkow i krawedzi grafu G, Ng(u) — zbior sasiadow
wierzchotka u w G, degg(u) = |Ng(u)| — stopient wierzchotka u w G. Wszystkie rozpatrywane grafy
sa proste, bez petli i wielokrotnych krawedzi. Poniewaz czesto wykorzystywana jest notacja G
na oznaczenie grafu losowego na ¢t wierzchotkach, dla zwieztosci stosujemy zapis deg,(u) zamiast
degg, (u), Ni(u) zamiast Ng, (u) itp.

Podstawowymi parametrami sa Sredni stopieri D(G) grafu G, zdefiniowany jako

D(G) = WlGﬂ Z degg (u),

veV(G)

oraz $redni kwadrat stopnia Do(G) czyli

= L € 2 u
D2(C) = g ve;@d go(u).

Kazdy model graféow losowych wyznacza pewien rozklad prawdopodobieristwa na zbiorach
wszystkich graféw o ustalonym zbiorze wierzchotkéw. Poniewaz dla zdecydowanej wigkszosci gra-
fow losowych liczba wierzchotkéw nalezy do wejscia modelu, naturalne jest definiowanie zmiennych
losowych nad zbiorem wszystkich graféw o zadanej liczbie wierzchotkéw ¢, oznaczanym G;. Przy-
ktadowo, $redni stopieni i sredni kwadrat stopnia dla modeli graféw losowych beda zdefiniowane
odpowiednio jako:

E[D(G))] = > Pr[G; = GID(G),
GGy

E[D2(Gy)] = > Pr[Gy = GID(G).
G~Gy

INalezy jednak pamietaé, ze obliczenia te nie byty dostatecznie $ciste, przez co przynajmniej cze$é z nich zostata
pozniej obalona i poprawiona np. w [57].



W literaturze zmienne D(G;) i Do(G4) spotykane sa rowniez pod nazwa odpowiednio pierwszego
i drugiego momentu rozkladu stopni. Analogiczne definicje zmiennych losowych mozna réwniez
sformutowaé¢ dla dowolnego innego znanego parametru grafowego np. dla stopnia ustalonego wierz-
chotka deg,(s) czy dla maksymalnego stopnia grafu A(Gy).

Innym waznym parametrem jest liczba oraz odsetek wierzchotkéow danego stopnia, zdefiniowane
nastepujaco:

E[F)(GY)] Z Pr[G; = G]|{v € V(G): degg(v) =k},
G~Gy

Blfu(G) = S,

W podobny sposéb mozemy zdefiniowaé rowniez entropie grafu zgodnie z klasyczna definicja
teorioinformacyjna dla dowolnego dyskretnego rozktadu prawdopodobienistwas:

— > Pr[G; = G]log, Pr[G; = G].
G~Gy

W tej definicji zaktadamy, ze G; jest zbiorem wszystkich parami nieizomorficznych graféw o zbiorze
wierzcholkow {1,...,t} tj. kazdy wierzchotek ma przypisang unikalng etykiete?. Odpowiednio,
mozna zdefiniowaé entropie strukturalna tj. wartosé

- Z Pr[S, = S]log, Pr[S; = S,
S~S8;

gdzie S; jest zbiorem wszystkich nieizomorficznych graféw o ¢ wierzchotkach.

Formalna definicja modelu duplikacyjnego Solégo i Pastora-Satorrasa DD(¢, p,r) [87, 93], be-
dacego glownym przedmiotem badari w pracach [A1]-[A5]|, jest nastepujaca: dla danych para-
metrow 0 < p < 1 and 0 < r < ty i (czesto niejawnie®) danego grafu poczatkowego G,
z V(Giy) = {1,...,to} dla kazdego t = to,tp + 1,... tworzymy Gii1 z Gy zgodnie z nastepu-
jaca procedurg;

1. dodajemy nowy wierzcholek ¢ + 1 do grafu,

2. wybieramy losowo wierzchotek u réwnomiernie ze zbioru V(G;) = {1,...,t} i oznaczamy u
jako parent(t + 1),

3. dla kazdego wierzchotka i € V(Gy):

(a) jesli i € Ni(parent(t + 1)), to dodajemy krawedz pomiedzy i a t + 1 z prawdopodobieri-
stwem p,
(b) jesli ¢ & Mi(parent(t + 1)), to dodajemy krawedz pomiedzy 4 a t + 1 z prawdopodobien-

stwem 7.
Wszystkie losowania tj. wierzchotka-rodzica ze zbioru istniejacych wierzchotkéw oraz wszystkich
decyzji o dodawaniu krawedzi miedzy nowym wierzchotkiem a istniejacymi wierzchotkami sa nie-
zalezne.

Szczegolnym przypadkiem tego modelu, rozpatrywanym w literaturze [11, 29, 30], jest tzw. mo-
del czystej duplikacji (pure duplication). Zawiera on tylko krawedzie powstale w wyniku duplikacji
wierzchotkow, ale nie ma w nim krawedzi taczacych nowe wierzcholtki z istniejacymi wierzchotkami
spoza sasiedztwa ich rodzicow tj. jest to model DD(, p, 0).

27Zwro¢émy uwage, ze dla parametréw takich jak D czy A nie ma znaczenia, czy operujemy na zbiorze grafow
z etykietami, czy bez etykiet.

3Typowo zaklada sie, ze Gy, jest grafem pelnym, co jest wyborem tylez wygodnym z teoretycznego punktu
widzenia, co réznie ocenianym z punktu widzenia zastosowan. Zob. réwniez [59].



4.3. ANALIZA ZACHOWANIA ROZKLADU STOPNI DLA DUPLIKACYJNYCH MODELI
GRAFOW LOSOWYCH

Punktem wyjscia do prac nad duplikacyjnymi modelami graféw losowych, w szczegolnosci modelem
autorstwa Solégo i Pastora-Satorrasa byla obserwacja poczyniona dla wielu innych modeli grafow
losowych w co najmniej dwoch niezaleznych pracach [27, 80], zgodnie z ktora zachowanie zmiennych
losowych deg,(s) i A(G;) stanowito podstawe opracowania oszacowan entropii dla poszczegolnych
modeli. Poniewaz jednak sam model Solégo i Pastora-Satorrasa stanowit gléwnie obiekt badan na
bazie symulacji komputerowych oraz obliczen przyblizen, konieczne byto opracowanie rygorystycz-
nej teorii zachowania poszczeg6lnych zmiennych w grafach w duchu klasycznego podejscia teorio-
grafowego np. Bollobasa [17]. Praca [A1] zawiera wyniki opisujace zachowanie Sredniej i wariancji
podstawowych zmiennych ($redniego stopnia w grafie i stopnia ustalonego wierzchotka), natomiast
prace [A2] i [A3] rozszerzaja rezultaty na twierdzenia o koncentracji rozktadu tych zmiennych oraz
maksymalnego stopnia w grafie wokol wartosci $rednie;j.

W pracy [Al]| zawarte zostaly wyniki badan nad wlasciwosciami rozktadu dwoch zmiennych
losowych zdefiniowanych dla modelu DD(¢, p,r): stopnia deg,(s) danego wierzcholka s w G; oraz
gredniego stopnia grafu D(G;). Pierwszym krokiem bylo szukanie pierwszych momentéw odpo-
wiednich zmiennych:

Problem [A1]: jakie jest doktadne asymptotyczne tempo wzrostu wartosci funkcji E[deg, (s)],
E[D(G¢)] oraz Var[deg,(s)] i Var[D(G¢)]?

Punktem wyjscia dowodu byta obserwacja, ze dla odpowiednich zmiennych mozna skonstru-
owaé rownania rekurencyjne. Przyktadowo, dla wartosci oczekiwanych z definicji modelu mozna
wyprowadzi¢ zaleznosci:

Eldeg ()] = Eldeg,(s)] (1+ 5 = ) + = (4.1)
2p —1 2r 2r
BID(Gran)] = EID(G] (14 2] - 2y 4 2

(4.2)

Nastepnie wykazano, ze obie zmienne w tym modelu sg blisko powiazane poprzez zaleznosé
wartosci poczatkowej dla pierwszej rekurencji E[deg,(s)] od Sredniego stopnia grafu w poprzedniej
iteracji E[D(Gs_1)]. Z definicji modelu mamy stopieni ostatniego wierzchotka zdefiniowany jako

) , r
deg; (t + 1) ~ Bin (deg,(parent(t + 1)), p) + Bin (t — deg, (parent(t + 1)), ;) ,
tj. deg;,; (t+1) jest zmienng losowa bedaca suma dwoch zmiennych dwumianowych o odpowiednich
parametrach. Wyprowadzona stad zostala nastepujaca zalezno$é miedzy wartosciami oczekiwanymi
obu zmiennych

Eldeg, 1 (t+1)] = (p— ) E[D(Gy)] + - (4.3)

Z zaleznosci (4.3) wynika, ze wyznaczenie tempa wzrostu E[D(G:)] prowadzi wprost do tempa

wzrostu dla warunku poczatkowego E[deg,(s)] dla rownania (4.1) w przypadku gdy s — oo.
Techniki opracowane w pracy do rozwiazywania powyzszych réwnan stuza wlasciwie do wyzna-

czania asymptotycznego zachowania na podstawie ogélnych zaleznosci rekurencyjnych postaci

E[f(Gnt1) | Gn] = F(Gn)g1(n) + g2(n), (4.4)

dla funkeji g1(n) = %;EZ; wyrazalnej jako iloraz wielomianéw W7 i Wy tego samego stopnia. Jak

widaé, rownania (4.1) i (4.2) sa szczegolnymi przypadkami formy (4.4).
Po pierwsze, pokazano, ze dla rozwiazania powyzszego rownania rekurencyjnego zapisanego
w postaci

517Gl = TT o) {1Ga)+ 3 00 TT 1 (45)
k=ng j=no k=ng



mozna wykazaé, ze

n—1 B n—1 Wi (k‘) B F(n _ az) F(TLO _ bl)
kgo %) kgo Wo(k) 11;11 L(n —b;) T'(ng — a;)

gdzie T' jest funkcja gamma Eulera, d jest stopniem wielomianow Wi i Wa, natomiast a; i b; (dla
i=1,...,d) sa, odpowiednio, pierwiastkami (zespolonymi) wielomianow Wi i Wj.

W polaczeniu ze ponizszym lematem okreslajacym tempo wzrostu ilorazu funkeji I' pozwolito
to na ustalenie asymptotycznego tempa wzrostu* pierwszego z czynnikéw w rozwigzaniu rekurencji.

Lemat 4.1 (Abramowitz, Stegun [1]). Dla dowolnych a,b € R i n — oo zachodzi asymptotycznie

L i C)))

Kolejnym krokiem bylo wykorzystanie obserwacji, ze jesli funkcje g2 (n) mozna przedstawié¢ jako
iloraz funkcji gamma Eulera, to aby znalezé¢ asymptotyczne tempo wzrostu formut postaci (4.5)
wystarczy znalezé asymptotyczne rozwiniecie wyrazen typu

Hz L0+ a)
]Zno Hl 1 ( +b)

Stosujac podobne narzedzia do opisanych powyzej, wlaczajac rowniez teorie funkcji hipergeome-
trycznych (rowniez obecna w [1]), mozna otrzymac nastepujace zaleznosci:

Lemat 4.2. Niech a;,b; e R dlai=1,2,....k (k€ N) oraza = Zle a;, b= Zle b;. Asympto-

tycznie gdy n — oo zachodzi

ZH“ (G+a) [ okt 4 0 (nmoleb 0y gl a4 1>,
j=no L@ +b:) Inn+0(1) dlaa+1=Db.

Lemat 4.3. Niech a;,b; € R dlai = 1,2,...,k (k € N) oraz a = Zle a;, b = Zle b;. Dla
kazdego n € Ny zachodzi

n+ai,...,n+ag,l
k+1Fk|: n+by,...,n+bk ’1]

Hz 1 J+az)_Hf:1F(”+ai)
;Z [, TG +b)  TIr, D(n+b)

gdzie cg = p+ \/p? +2r, ca = p — /P? + 2r, natomiast ,F,[§; 2] jest uogdlniong funkcjq hiperge-
ometryczng (zob. [1]). Ponadto, asymptotycznie gdy n — oo zachodzi

Z]-_-[Z 1 -]+a1) _ 1 na7b+1+0(na7b+2)
j=n z 1 ]+b) b_& -1 .

Dzieki powyzszym lematom mozna znajdowaé asymptotyczne tempa wzrostu dla funkcji opisy-
wanych przez rownania rekurencyjne postaci (4.5), o ile funkcje g1(n) i g2(n) sa pewnej szczegélnej
postaci. Poniewaz oba te warunki te spelnione sa przez rownanie (4.2) opisujace D(Gy), to dowie-
dziono, ze

Twierdzenie 4.1. Asymptotycznie dla t — oo zachodzi

P gt ey D(Gey ) (1 + 0(1)) dlap < § orazr =0,
1321,(1 +o(1)) dlap < % orazr >0,
E[D(Gy)] = ¢ 2rint (1 +o0o(1)) dlap=1% orazr >0,
B et ey (1 -+ 0(1) dlap > 3,
D(Gu) + sz o L {25 111

4Scislej, petna wersja ponizszego lematu umozliwia ustalenie nie tylko gtéwnego czynnika asymptotycznego tempa
wzrostu, ale tez rozwiniecia z dowolna zadana doktadnoscia.



gdzie D(Gy,) to Sredni stopieni grafu poczgtkowego Gy, oraz

00 l

F al,ag,ag . al 0'2 Cl3 1
3 2 §
b1,b2 & bl b2 l[

dla funkcji Pochhammera (a); =a (a+1)...(a+1-1), (a)g = 1.
Stosujac odpowiednie wzory dla deg,(s) otrzymano, ze

Twierdzenie 4.2. Asymptotycznie dla t — oo zachodzi
(i) gdy s = O(1)

E[deg:(s)] = ©(t"),

(ii) gdy s = w(1l) i s = o(t)

6((§)p82p—1) dlap<iir=01ubdlap>3
© (log (%)) dlap=0 orazr >0,

E[deg,(s)] = o ((é)p) dla 0 <p< % orazr >0,
@(\/Elogs) dlap—f,T>0.

(iii) gdy s = O(t)

@(tgp*l) dlap<i 5, 7 =0 lub dlap>%
Eldeg,(s)] = 1 ©(1) dla0<p< % orazr > 0,
O (logt) dlap=3 orazr > 0.

Scislej, w pracy [A1] zostaly przedstawione nie tylko oszacowania asymptotyczne, ale tez do-
kladne wzory ze skomplikowanymi wspotczynnikami wiodacymi (zaleznymi od s, p, r) dla poszcze-
gblnych przypadkow.

Analogiczne dowody przeprowadzono roéwniez dla wariancji wyzej omawianych zmiennych otrzy-
mujac, ze:

Twierdzenie 4.3. Asymptotycznie dla t — oo zachodzi

(1) dlap < i,
Var[D(Gy)] = ¢ O(log®t) dlap=1,
O(t**=2) diap> 1.

(i) gdy s = O(1)

O(logt) dlap=0,
O(t*) dlap>0.

(ii) gdy s = w(1)

9(log (é)) dla p=0,
9((2)217 dla0<p<\/§—1,
d _ s
Var|deg,(s) o (E)QP log s) dlap=+v2-1,
@((£)2ps”2+2p’1) dlap>+v2—1.

Praca [A2]| poszerza badania zaprezentowane w pracy [Al] o wyniki asymptotycznego tempa
wzrostu warto$ci zmiennych losowych dla ogonéw rozkladu zmiennych D(G;) oraz deg,(s) (dla

s=0(1)):



Problem [A2]: dla jakich funkcji f;(¢), frn(t) (odpowiednio, g;(t), gn(t)) zachodzi Pr[D(G;) ¢
[fi(t), fu(t)]] = O(~4) (odpowiednio, Pr[deg,(s) ¢ [g:(t),gn(t)]] = O(t~*)) dla dowolnego
A>07

Czy mozna pokazac, ze powyzsza zalezno$¢ zachodzi dla funkeji fi(t), fn(t) € O(E[D(Gy)])
(odpowiednio, g;(t), gn(t) € O(E[deg,(s)]))?

Pierwszym gléwnym wynikiem pracy [A2] jest dowdd dolnego ograniczenia:

Twierdzenie 4.4. Asymptotycznie gdy t — oo dla Gy ~ DD(t,p,r) zachodzi

2’

Pr[D(G;) > AC log®(t)] = O(t~*) dla p <
Pr[D(G;) > AC log®(t)] = O(t~*) dlap=

2’

Pr[D(G;) > ACt* og?(t)] = O(t~*) dlap> -

t\') HM\H[\'}\H

dla pewnej statej C' > 0 oraz dla dowolnego A > 0.

Dowod tego twierdzenia, tak jak pozostalych wynikow w pracy [A2], oparty jest o ostrozne sza-
cowanie zachowania funkcji tworzacej momenty (moment-generating function). Uogolniajac analize
modelu prowadzaca do rownania (4.2) mozna pokazaé, ze dla zmiennej D(G;) zachodzi

t 2
E [exp (M+1D(G41)) ‘ Gt] = [eXp <)\t+1 (H—lD(Gt) + 1 degt+1(t + 1))) | Gt]

Ayt 20+
= exp (ttjrrll D(Gt)> E {exp ( P degtH( + 1)) ’ Gt} .

Wynika z tego, ze dla dowolnego ciagu parametréow \; — 0 zachodzi

E [exp (a1 D(Ge) | 6] < exp (A D(G) (1= 25 ) (1400w + 735 0 4 ole)

t+1

Dobierajac odpowiednie wartosci Ax dla k = tg,...,t — 1,¢ i przyjmujac &; > Ay dla wszystkich
k <t otrzymano

n 2rei41+Ch
to ’

E fexp (1 D(Grin)] < exp (heg D(Gro) (

Wykorzystujac nieréwnosci Czernowa wynika z tego, ze
Pr[D(G:) > aE[D(Gy)]] = Prlexp(D(G:) — aE[D(Gy)]) > 1]
< exp (—aME[D(Gy)]) Elexp (A D(Gy))]

¢ ) 2res4+1+Ch

< exp (—aME[D(G)]) exp (A D(Chy)) (m

co dla odpowiednio dobranych wartosci €¢, A\; oraz a konczy dowdd Twierdzenia 4.4.
Analogiczne podejscie umozliwia pokazanie analogicznej zaleznosci rowniez dla zmiennej losowej

deg,(s):

Twierdzenie 4.5. Asymptotycznie gdy t — oo dla Gy ~ DD(t,p,r) i s = O(1) zachodzi
Prldeg,(s) > ACtlog®(t)] = O(t™*)

dla pewnej statej C' > 0 oraz dla dowolnego A > 0.

Oszacowanie lewej strony rozktadu zmiennych D(Gy) 1 deg,(s) jest wykonywane podobnymi,
nieco bardziej zlozonymi technikami. Ostatecznie otrzymujemy, ze:



Twierdzenie 4.6. Asymptotycznie gdy t — oo dla Gy ~ DD(t,p,r) zachodzi
c 2p—1 —3—¢ —A
Pr |D(G:) < Zt P~ log )| =0@™).

dla pewnej statej C' > 0 oraz dla dowolnych e, A > 0.
Analogiczne wyniki zostaly opracowane dla zmiennej deg,(s) z s = O(1):

Twierdzenie 4.7. Asymptotycznie gdy t — oo dla Gy ~ DD(t,p,r) i s = O(1) zachodzi
c —3—¢ —A
Pr |deg,(s) < th log )| =0

dla pewnej statej C' > 0 oraz dla dowolnych e, A > 0.

Po dowodzie koncentracji zmiennych D(G;) i deg,(s) wokol odpowiednich wartosci $rednich
mozna zadaé pytanie o analogiczne zachowanie maksymalnego stopnia grafu A(G;) — i odpowiedzi
na to pytanie (dla 1 < p < 1) poswiecona jest praca [A3]. Rzecz jasna, Twierdzenie 4.7 wprost
implikuje identyczne ograniczenie dolne dla zmiennej A(Gy), jednak podobny wynik z ograniczenia

gornego (tj. Twierdzenia 4.5) nie przenosi sie.

Problem [A3]: dla jakich funkcji fi(t) i f(t) zachodzi Pr[A(Gy) ¢ [fi(t), fn(t)]] = O(t=4)
dla dowolnego A > 07

Glownym wynikiem pracy [A3] jest twierdzenie pokazujace koncentracje maksymalnego stopnia
w tym modelu:

Twierdzenie 4.8. Dla % < p < 1 asymptotycznie gdy t — oo dla Gy ~ DD(t,p,r) zachodzi
PriA(Gy) ¢ [(1 = e)t?, (1 4 )t" log” ()] = O(t~)
dla dowolnych statych €, A > 0.

Dowéd Twierdzenia 4.8 zostal podzielony na trzy czesci: osobno podano (a) dowod ograniczenia
dolnego, (b) ograniczenia gornego dla wierzchotkow wezesnych i (¢) dla wierzchotkéw pédzniejszych.

Gléwna idea dowodu czesei (b) jest nastepujaca: szukamy takich wartosci (¢;)%_, oraz takiego
Ci@gu (Xti)§:07 7€

L. deg, (s) < Xy, zachodzi z duzym prawdopodobieristwem dla 1 < s < t,

2. degy,,, (s) —deg,, (s) < Xy,,, — X, zachodzi z duzym prawdopodobieristwem dla kazdego
i=0,... k1,

3. ty, = toraz Xy, = o(t»).

Jak tatwo zauwazy¢, znalezienie odpowiednich ciagow (¢;)5_, i takiego ciagu (X;,)*_, spelniajacych
powyzsze warunki gwarantuje nam, ze z duzym prawdopodobienstwem zachodzi deg,(s) = O(t?).
Punktem wyjscia dowodu jest definicja form funkcyjnych ciagow dla parametrow p, «, 5; (i =

0,1,....k)i¢:

at;logt;
X

i

Xty = to, X,y = Xy, + Bilogt,.

to = ¢, tiy1 =1t; + t—1 <t <ty,

Okazuje sie, ze dla tak zdefiniowanego ciggu istnieje proste ograniczenie dolne bliskie poszuki-
wanemu:

Lemat 4.4. Zaléimy, ze zachodzi ¢ > log’t, o < \/$ i B; > a(p — §) dla pewnego § € [0,p).
Wowczas asymptotycznie dla t — oo dla wszystkich i = 0,1,...,k zachodzi X;, > tf_‘s.

10



Powyzsza zalezno$é mozna dowiesé indukcyjnie przez wykorzystanie odpowiednich nieréwnosci
z rozwinie¢ w szereg Taylora oraz definicji parametru «a:

-4
-5 -5 -5 tiv1 —ti\" —s(p—=0)(tig1 — t;)
-t =17 <<1+’ ) —1) <t : :

ti t;

< Xy, (p—9) (tit1 —t)

— Xy,
: t t

i

=a(p—0)logt; < fBilogt; = Xy, .,
To dolne ograniczenie z Lematu 4.4 jest nastepnie wykorzystane w dowodzie silniejszego ogra-

niczenia goérnego:

Lemat 4.5. Zatézmy, e zachodzi ¢ > log*t, a(p —6) < B; < ap + TTogr; @la pewnego § € [0,p).

Wowczas asymptotycznie dla t — oo zachodzi Xy, < ¢* Pt logt; dla wszystkich i =0,1,... k.

W szczegolnodei Lemat 4.5 gwarantuje, ze ciagi ()%, oraz (Xt,)F_, zachowuja sie asympto-

tycznie zgodnie z naszymi wymaganiami tj. w szczeg6lnosci X, = O(t!polylog(t)), o ile zapewnimy,
ze ¢ = O(polylog(t)).

Drugi warunek tj. zachodzenie nieréwnosci deg,, ., (s) —deg,, (s) < X¢,,, — Xy, z duzym praw-
dopodobieristwem, osiagany jest z odpowiednio dobranego ograniczenia Czernowa na zwiekszanie
sie stopnia wierzchotka w czasie wzgledem kolejnych wartosci ciggu X :

Lemat 4.6. Niech 1 < s < 7 < t. Niech X; > 0, ¢ € (0,1) bedg wartosciami takimi, ze dla
dowolnego A > 0, zachodzi deg, (s) < X, oraz 3Atlogt < X, (pX, +r). Wowczas dla dowolnego

3Arlogt .
h e [Ez(pTTfir),aXT} zachodzi

Pr (degﬂrh(s) > deg, (s) + (1 4+ 3¢) w> = O(t’A).

Dobierajac doktadne wartosci o = ©(log?t), 8; = ap+ #gt,: i = ©(log* t) mozna pokazaé, ze
zalozenia obu ostatnich lematow beda spetnione. Pierwszy warunek, o zachodzeniu deg, (s) < Xy,
jest spelniony w sposéb oczywisty z samej wartosci X;, = to, a zatem dla kazdego wierzchotka
1 <5 <ty = ¢z duzym prawdopodobienistwem stopient w kazdym momencie ¢; nie przekracza X,.

Dowod czesei (¢) glownego twierdzenia tj. dla wierzchotkow s € [t;,t;11] dla kolejnych i =
0,1,...,k—1 polega na wykorzystaniu obserwacji, ze gdy p < 1, to z duzym prawdopodobieristwem
stopieni zadnego z poprzednich wierzchotkow nie przekracza Xy, ,, a zatem deg,(s) nie przekracza
(1 +¢)(pXt,,,)- Co wigcej, mozna dowies¢, ze stopient wierzcholka deg,, , (s) z duzym prawdopo-
dobienistwem nie przekracza X;,,, — poniewaz deg,(s) jest dostatecznie maly a przyrost stopnia
miedzy momentem s a t; 1 nie moze tego nadrobi¢. Ostatecznie, okazuje sie, ze wszystkie wierz-
chotki z danego przedzialu spetniajg z duzym prawdopodobienstwem zaleznosé¢ deg,(s) < Xy, .,
a wiec mozna zastosowaé dla nich lemat 4.6 aby otrzymac ograniczenie na ich stopnienn w momencie
t.

W dowodzie dolnego ograniczenia (tj. czesci (a)) dla Twierdzenia 4.8 réwniez uzywamy ciagow
(t;))k_, oraz (X;,)k_, zdefiniowanych powyzej. Réwniez w tym przypadku mozna dowies¢ odpo-
wiednig nieréwnosé typu Czernowa:

Lemat 4.7. Niech 1 < s < 7 < t. Niech X, > 0, ¢ € (0,%) bedq wartosctamsi takimi, Ze
dla dowolnego A > 0 zachodzi deg, (s) < 7 and 3Alogt < e3pX,. Wowczas dla dowolnego h €

3Alogt -
LQPXT ,57} zachodzi

hp X,

Pr (degTJrh(s) < deg.(s) + (1 —2¢) ) =0o@t™).

Przyjmujac odpowiednie wartosci o, 3; oraz ¢ mozna dowies¢, ze ograniczenie deg, (s) > Xy, —
¢ + 1 zachodzi z duzym prawdopodobienistwem dla kolejnych ¢ = 0,1, ..., k.

11



Problemy otwarte Ostatecznie, badania w pracach [A1]-[A3] pozwolily pokazaé, ze zaréwno
rozktady stopni poszczegdlnych wierzchotkow, jak i maksymalnego stopnia w grafie sa skoncen-
trowane wokot swoich wartosci §rednich. Mozna postawié pytanie, czy istniejace oszacowania sa
najlepszymi tj. np. czy funkcje fi(t) i fn(t) sa najlepsze mozliwe. Przykladowo, mozna probowaé
dowies¢ wynikow analogicznych jak dla modelu Barabasiego-Alberta, gdzie pokazano w [46], ze
z duzym prawdopodobienstwem zachodzi A(Gy) € [vt/f(t),Vtf(t)] dla pewnej wolno rosnacej
funkeji f(t) — ale nie jest to prawda dla zadnej funkcji stalej.

7 pewnoscia waznym dalszym krokiem w analizie strukturalnej tego modelu grafow losowych,
zwlaszcza z punktu widzenia kompresji takich graféw, moze by¢ zidentyfikowanie asymptotycznego
pelnego rozkladu stopni w grafie tj. rozktadu zmiennych Fy(G;) oraz fi(G:) dla wszystkich k =
0,1,....

Innym problemem w ramach badania strukturalnych wtasnosci duplikacyjnych grafow losowych,
pobocznym z punktu widzenia prac [A1]-[A3], ale interesujacym spotecznosé w przypadku innych
modeli [16, 99] moze by¢ poszukiwanie asymptotycznego zachowania takich parametrow grafu
jak liczba klikowa, rozmiar najwickszego zbioru niezaleznego, rozmiar najwiekszego skojarzenia
w grafie, czy tez liczba chromatyczna grafu.

4.4. BADANIA NAD PARAMETREM SKALI DLA DUPLIKACYJNYCH MODELI GRAFOW
LOSOWYCH

Przekonanie o zachodzeniu wlasnosci bezskalowosci dla grafow generowanych z modeli duplikacyj-
nych bylo jednym z istotnych bodzcow do prac nad tymi modelami. W szczegdlnosci twierdzono
m.in. w [30], ze rozne sieci biologiczne i spoteczne charakteryzuja sie odpowiednio wspoélczynni-
kami skali z zakresu (1, 2) i (2, 3), co mialoby by¢ zgodne z szacunkowym wspolczynnikiem skali dla
grafow generowanych przez model duplikacyjny DD(¢, p, 0) — w odroznieniu np. od modelu Erdgsa-
Renyiego (dla ktorego wlasnosé bezskalowosdci nie zachodzi) lub Barabasiego-Alberta (dla ktorego
v =3) [17].

Bardziej szczegotowe badania w [57] wykazaly, ze w grafach generowanych z modelu DD(¢, p, 0)
zachodzi

Tim fo(Ge) = c(p) € (0,1),
lim fx(Gy)=0dlak=1,2,...,
t—o0

dla pewnej stalej ¢(p) € (0,1] (w szczegdlnosci ¢(p) = 1 dlap < 0.5671...). To oznacza, ze asymp-
totycznie prawie wszystkie wierzchotki w grafach generowanych w danym modelu sg izolowane i nie
moze zachodzi¢ limg_ oo limy o0 f5(Gt) ~ k7.

Tak przewazajaca obecnosé wierzchotkéw izolowanych w tych grafach, rzadko spotykana w rze-
czywistych sieciach, zasugerowala badaczom przedefiniowanie problemu poprzez ograniczenie sie
do badani (jedynej) spojnej sktadowej takiego grafu tj. do pominiecia wierzchotkow izolowanych:

Ir(Gy)
1 — fo(Gy)

W [68] podjeto formalne rozwazania nad tak zdefiniowanym problemem. W szczegdlnosci wypro-
wadzono z zaleznosci rekurencyjnej rownanie dla funkcji tworzacej A(z) = Y po ) ar2”:

ar(Gy) = dlak=1,2,...

A(pz +1—p) =2pA(2) + pz (1 — 2)A'(2) + A(1 — p), (4.6)
a nastepnie dowiedziono nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 4.9 ([68, Twierdzenie 2.1(3)]). Dia 0 < p < exp(—1) niech B(p) > 2 bedzie rozwigza-

niem réwnania p® =2+ B —3 = 0. Wowczas dla asymptotycznego rozktadu stopni spdjnej sktadowej

(ax)32, w modelu DD(t,p,0) zachodzi dla k — oo, ze

i ag
im —

k—oo k4

=0 diaq<pB(p),

_ap
klgroloﬁ—oo dla ¢ > B(p).
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Praca [A4] poswiecona jest poprawieniu wyniku z Twierdzenia 4.9, w szczegolnosci pokazania
zachowania rozkladu dla brakujacego przypadku gdy ¢ = B(p):

Problem [A4]: czy wspotezynnik B(p) jest wspolezynnikiem skali w grafach wygenerowanych
jako spojne sktadowe modelu DD(¢, p,0)? Jesli tak, to do jakiej liczby rzeczywistej dazy iloraz
w86y edy k — 00?

Twierdzenie 4.10. Dia 0 < p < exp(—1) niech B(p) > 2 bedzie rozwigzaniem réwnania p®=2 +
B —3 = 0. Wowczas dla asymptotycznego rozktadu stopni spojnej sktadowej (ax)i>, w modelu
DD(t,p,0) zachodzi dla k — oo, Ze
1 32
w 1 p 02 1((p) ~ 2) (1+0(2))
kW) E(1) — B(cc)  D(B(p) — 2)(p=P®)+2 + In(p))L(~B(p) + 1) k

dla funkcji gamma Eulera T'(s) oraz

D(s) = H (L4+p" "2 (s—i—2)),
i=0
1 _l(._ 1 2F(S)
E(1l) - E(0) = — 2(572)" 22 g5 dla ¢ € (0,1).
)= Bloo) = 5z [ et 0.1

Dowod Twierdzenia 4.10 polegal na przeksztalceniu poprzez odpowiednie podstawienia w row-
naniu (4.6) w celu otrzymania réwnania

c(Z) = 2pC(w) + p(w — )C"(w) + A(1 = p)

z warunkami brzegowymi C(1) = A(0) = 0 and lim,, o, C(w) = A(1) = 1.

Poniewaz nie jest znane zachowanie C(w) dla w — 0, nie mozna wprost wyznaczy¢ pasa fun-
damentalnego (fundamental strip) funkcji C' i zastosowaé¢ transformacji Mellina, dobrze znanego
narzedzia analitycznego stuzacego do obliczania rozwinie¢ asymptotycznych [45, 95]. Zamiast tego
zastosowana zostata procedura odwrotna: najpierw zdefiniowano funkcje

“(s) = p-3e-5? L(8)
E*(s) = p~ = D)

taka, ze dla funkcji spelniajacej réwnanie E(%) = 2pE(w)+p(w—1)E'(w)+ K dla pewnego stalego
K zachodzi nastepujacy lemat:

Lemat 4.8. Funkcja E*(s) jest transformatq Mellina funkcji E(w) z pasem fundamentalnym
{s: R(s) € (—1,0)}.

Do obliczenia asymptotycznego rozwiniecia funkcji E(w) w szereg wzgledem zmiennej w za-
stosowano standardowe podejscie (zob. [95]), zgodnie z ktérym catke po pewnej prostej pionowe;
w pasie fundamentalnym $(s) € (—1,0) zamieniamy na catke po odpowiednim prostokacie (zob.
Rysunek 1) korzystajac z tego, ze przy pewnych wlasnosciach funkeji E gorny i dolny bok prosto-
kata wnosza pomijalne malte wielkosci (co wynika z tzw. smallness property transformaty Mellina)
a prawy bok prostokata dostarcza tylko pewien czynnik asymptotyczny proporcjonalny do w=™M.

Zgodnie z twierdzeniem Cauchy’ego o residuach mozna zamienié¢ te calke na sume wartosci
odpowiednich residuéw. Po blizszym przyjrzeniu sie funkcji E*(s) dla 0 < p < exp(—1) mozna
zauwazy¢, ze ma ona tylko 3 typy prostych, izolowanych biegunow:

e dla s =0,—1,-2,..., wprowadzonych przez funkcje T'(s),
e dla s=1,23,..., wprowadzonych przez funkcje ﬁ,

o dlas=s"+1,5"4+2,5*+3,..., wprowadzonych przez funkcje ﬁ,
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Rysunek 1: Przykladowy obszar catkowania dla E*(s) i E(w) z s* =0.71 M = 2.5.

gdzie s* jest nietrywialnym (tj. réznym od zera) rozwiazaniem réwnania p® + s — 1 = 0. Obli-
czenie residuéw dla biegunéw znajdujacych sie wewnatrz prostokata pozwala zatem to na oblicze-
nie rozwiniecia E(w) w szereg wzgledem w z dokladnoscia do O(w~=M) dla dowolnego M > 0.
Przeksztalcenie asymptotycznego rozwiniecia F(w) na C(w) pozostaje kwestia prostego liniowego
skalowania.

Na koniec wystarczy jedynie zauwazy¢, ze rozwiniecie C(w) w szereg w~® jest rownowazne roz-
winieciu A(z) w szereg (1 —z)® — a tempo wzrostu tego ostatniego jest determinowane przez wyraz
z najmniejszym « € Ry \ N, poniewaz z klasycznych twierdzen Flajoleta i Odlyzki o przenoszeniu
tempa wzrostu z [44] wiemy, ze

[](1 - 2)@ = I’f(ja; <1 +0 (}f)) ,
[*]o(1 — 2)® = o(k=~1).

Stowem, poniewaz s*+1 jest najmniejszym niecalkowitym biegunem funkcji £*(s), to ai, = [2*]A(2)
bedzie asymptotycznie proporcjonalne do k~* ~2 z odpowiednig znang stala.

Poniewaz dla p € (0,exp(—1)) wiadomo, ze s* € (0, 1), to mozna powiedzie¢ rowniez, ze gtow-
nym wynikiem pracy [A4] jest wykazanie, ze dla pewnych wartosci parametru p model DD(¢, p, 0)
generuje grafy bezskalowe ze wspolczynnikiem z zakresu (2, 3), a wiec pasujacym do oszacowan dla
rzeczywistych sieci pewnych typow [30].

Problemy otwarte Naturalnie narzucajacym sie dalszym problemem jest rozstrzygniecie, czy
grafy generowane wedlug tego modelu wykazuja wlasno$é¢ bezskalowosci rowniez dla przypadku
p > exp(—1). Mozliwo$¢ istnienia przejscia fazowego zostala zasugerowana juz w [68], gdzie po-
kazano metodami opartymi o nieskonczone tancuchy Markowa, ze odpowiedni tanicuch sprzezony
z oryginalnym procesem generowania grafu jest chwilowy (transient), a zatem nie ma rozkladu
stacjonarnego — co moze sugerowac, ze to samo zachodzi rowniez dla samego modelu DD(¢, p, 0).

Podobnym kierunkiem badan byltoby poszukiwanie odpowiedzi na to samo pytanie dla ogdl-
niejszego modelu DD(t, p, r) i rozstrzygniecie, czy wprowadzenie dodatkowych krawedzi zachowuje
wspoélezynnik skali lub chociaz wlasnosé bezskalowosci dla 0 < p < exp(—1).

4.5. KOMPRESJA DLA DUPLIKACYJNYCH MODELI GRAFOW LOSOWYCH

W pracy [A5] podjeto zagadnienie kompresji dla graféow generowanych z modelu DD(¢, 1,0), czyli
zgodnie z tzw. modelem pelnej duplikacji (full duplication) [11, 30].
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Punktem wyjscia prac nad powyzszym problemem byla obserwacja, ze w takim szczegbélnym
przypadku kazdy nowo dodawany wierzchotek bedzie doktadna kopia jednego z istniejacych wierz-
chotkéow — a zatem réwniez kopig jednego z wierzchotkow grafu poczatkowego. Jesli przyjmiemy,
ze zaczynamy od grafu Gy, na ty wierzchotkach mozemy zatem reprezentowaé¢ graf w postaci
t — tp liczb dlugosci log, to opisujacych etykiety odpowiednich wierzchotkéw grafu poczatkowego.
Roéwniez strukture grafu mozna opisa¢ jako sekwencje to liczb dlugosci log, t opisujacych liczbe
wierzchotkéw bedacych (rowniez posrednimi) kopiami kolejnych wierzchotkéw z grafu poczatko-
wego. W ten sposéb otrzymujemy réwniez proste oszacowania entropii i entropii strukturalnej dla
tego modelu:

H(Gt) S (t — to) 10g2 to,
H(S;) < tology t.

Naturalnie, mozna zada¢ pytanie, czy mozna poprawié¢ te oszacowania, a zatem jakie sa wlasciwe
dolne ograniczenia informacyjne na mozliwosci kompresji takich grafow:

Problem [A5]: ile wynosza doktadne asymptotyczne tempa wzrostu entropii (H(G:)) i en-
tropii strukturalnej (H(S;)) dla graféw wygenerowanych z modelu DD(¢,1,0)?

Glownym wynikiem pracy jest ustalenie z dokladnoscia do o(1) asymptotycznego tempa wzrostu
obu entropii:

Twierdzenie 4.11. Asymptotycznie wraz zt — oo zachodzi

H(S¢) = (to — 1)logy t —logy(to — 1)! + o(1),

ng — 1
H(Gy) = t(Hy, — 1) logy e + —

logy n — logy(ng — 1)!

1-—t¢ 3tg — 2 t
+( . 0 +()2Ht01> long—l—EOlog2(271')-|-0(1)7

gdzie H, = > 1, % jest n-tg liczbg harmoniczng.

Oprocz tego zaprezentowano dwa algorytmy (dla kompresji grafu i jego struktury) zapewnia-
jace, ze drednia dlugosé slowa kodowego nie przekracza odpowiedniej entropii plus co najwyzej 2
bity.

Punktem wyjscia jest uzycie ogolnej zaleznosci miedzy H(Gy) a H(S;), dowiedzionej wezesniej
wylacznie dla modelu Barabasiego-Alberta w [80]:

Lemat 4.9 (Ugolnienie lematu 1 w [80]). Dla dowolnego modelu graféw losowych, w ktorym kazde
dwa grafy o tej samej strukturze i niezerowym prawdopodobienstwie wygenerowania z modelu majg
doktadnie to samo prawdopodobienistwo, zachodzi

H(Gy) — H(S:) = E[log, |T'(GY)[] — E[log, |[Aut(Gy)]],

gdzie T'(G4) jest zbiorem mozliwych permutacji etykiet grafu Gy, dla ktdrych otrzymany graf ma
niezerowe prawdopodobieristwo wygenerowania, natomiast Aut(Gy) jest zbiorem automorfizmdw
grafu.

Tak jak wspomniano wczesniej, strukture grafu G; mozna zapisa¢ w postaci wektora (Ci,t)ﬁozl,
gdzie zmienna losowa C;,; oznacza liczbe¢ wierzchotkéw bedacymi kopiami (wliczajac kopie kopii
itd.) i-tego wierzchotka z grafu Gy,. Okazuje sie, ze prawdopodobienstwo struktur jest opisywane
tzw. rozkladem wielomianowym Dirichleta. Pozwala to, wykorzystujac fakt identycznosci rozkta-
dow wszystkich C; ; oraz wiedze¢ o asymptotycznym rozwinieciu funkeji beta B(t,to) wystepujacej
w definicji tego rozktadu, na uzyskanie wartosci H(S;).

Obliczenie |T'(Gy)| polega na zaobserwowaniu, ze dopuszczalne sa wszystkie permutacje etykiet
zachowujace zawarto$¢ poszczegdlnych klas, wyznaczonych przez wierzchotki poczatkowe. Prowadzi
to do stwierdzenia, ze

to
NG| =t ][ Civ =1 to Ci,

i=1
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gdzie Cy jest zmienng majaca rozklad beta-dwumianowy (jako rozklad prawdopodobieristwa brze-
gowego dla rozkltadu wielomianowego Dirichleta) przesuniety o 1, tj. okreslony wzorem

Pr[C, = k + 1] = (to — 1)(2

)B(k+1,t+to —k-1).

Wyznaczenie asymptotycznej wartosci E[log, |I'(G4)|] sprowadza sie zatem do odpowiedniego pod-
stawienia, a nastepnie do ponownego uzycia asymptotycznych rozwinieé¢ funkcji. Co ciekawe, usta-
lenie doktadnego rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej C; poprawia zarazem przyblizenie za-
stosowane w [30], ktoe sugerowalo (bez formalnego dowodu), ze mozna je zastapi¢ przez ciagla

funkcje gestosci prawdopodobieristwa postaci f(z) = exp (*ﬁ)

Ostatnig czescia jest obliczenie tempa wzrostu funkeji E[log, |Aut(Gt)|]. Kluczowy krok polega
na zauwazeniu, ze przy zalozeniu, ze graf poczatkowy byt asymetryczny, zachodzi réwnosé

E[log, |Aut(G:)|] = toE[log, Ct!],

poniewaz automorfizmem moze by¢ dowolna funkcja odwzorowujaca wierzchotki w ramach po-
szczegoOlnych klas, wyznaczonych przez wierzcholki poczatkowe. Po otrzymaniu takiego wyniku
wystarczy oszacowaé z odpowiednia dokladnoscia kolejne wyrazenia szeregu z rozwiniecia Stir-
linga tj. E[(X + 1)logy(X + 1)], E[X] i E[logy(X + 1)] dla zmiennej X majacej dowolny rozktad
beta-dwumianowy. Oszacowanie to zostato dowiedzione z wykorzystaniem wtasnosci funkeji anali-
tycznych takich jak funkcja beta czy funkcja digamma, jak rowniez przy uzyciu narzedzi probabi-
listycznych np. nieréwnosci Czernowa.

Opracowane algorytmy kompresji dla obu typow wejscia (grafow i ich struktur) zostaly oparte
o idee kodowania arytmetycznego. Z powyzszych rozwazan znane sg doktadne wzory na prawdo-
podobieristwa laczne, brzegowe i warunkowe dla poszczegdlnych wektorow (Ci,t)fozl. Mozna zatem
zaproponowaé¢ odwzorowanie struktury grafu zapisanej w postaci takiego wektora na pewna liczbe
z zakresu [0, 1), ktorej odpowiednio przyciete rozwiniecie binarne stanowi stowo kodowe z dobrymi
gwarancjami kompresji. Podobne podejscie mozna zastosowaé analogicznie dla wspomnianego na
poczatku opisu grafu (z etykietami) jako ciggu liczb opisujacych jego wierzchotki wzorcowe z grafu
poczatkowego. Z wlasciwosci samego kodowania arytmetycznego wprost wynika, ze srednia dtugosé
stow kodowych nie przekracza odpowiednich entropii powiekszonych o dwa bity [34].

Warto zauwazyé, ze w tym modelu zachodzi znaczaca réznica miedzy asymptotycznymi tem-
pami wzrostu obu entropii — inaczej niz np. dla modelu Barabasiego-Alberta, dla ktorego H(G:) =
H(S:) = ©(tlogt) [80].

Problemy otwarte Znajomos$¢ wzoru na entropie oraz optymalnego (z dokladnoscia do sta-
tej liczby bitow) algorytmu dla szczegolnego przypadku DD(t, 1,0) narzuca wprost dalsze pytanie
o podobna konstrukcje dla ogolniejszego modelu DD(¢, p, 7). Nalezy jednak zwroci¢ uwage, ze w ogol-
nym przypadku nie tylko nie istnieje prosta wymienno$é wierzchotkéw, umozliwiajaca zliczanie ich
w zmiennych Cj;, ale tez nawet nie sa spelnione warunki Lematu 4.9, poniewaz rézne grafy o tej
samej strukturze moga mie¢ roézne prawdopodobieristwo wygenerowania.

Zarazem, zgoduie z tym, co pokazano w [27, 80], to wyniki zawarte w pracach [A1]-[A3] moga
stanowié¢ obiecujacy punkt wyjscia do prac nad entropia rozktadu prawdopodobienstwa grafow
generowanych przez ten model, a zatem réwniez do konstrukeji dobrych algorytméw kompresji. W
szczegolnosci, ograniczenia co do maksymalnego stopnia i rozktadu stopni w grafie moga pozwoli¢
na identyfikacje stosunkowo matego zbioru graféw o duzym prawdopodobieristwie, a takze na ich
odpowiednio oszczedng reprezentacje.

5. OMOWIENIE CELU NAUKOWEGO PRAC I OSIAGNIETYCH POZOSTA-
LYCH WYNIKOW
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[H1] Robert Janczewski, Pawel Obszarski, Krzysztof Turowski, 2-Coloring number revisited, The-
oretical Computer Science 796 (2019), s. 187-195.

Prace [F1], [F2], [F3] oraz [F4] zostaly opublikowane przed uzyskaniem stopnia doktora.

5.1. KOMPRESJA DRZEW LOSOWYCH

Obok kompresji graféw losowych rozwaza sie réwniez zagadnienie kompresji szczegélnych klas
grafow. Szczegdlne miejsce, z uwagi na wykorzystanie drzew m.in. w filogenetyce matematycznej,
zajmuja problemy kompresji drzew losowych.

Praca [B1] jest poswiecona kompresji ukorzenionych drzew losowych ze skorelowanymi etykie-
tami w wierzchotkach. Badany model ma 4 parametry: docelowa liczbe wierzchotkéw n, dtugosé
etykiet m, alfabet A oraz macierz prawdopodobienistw zamiany liter P (z odpowiednim rozktadem
stacjonarnym =), Generowanie drzewa przebiega w nastepujacy sposob: rozpoczynajac od drzewa
T sktadajacego sie pojedynczego wierzcholka (korzenia drzewa) v z etykieta (v) losowana zgodnie
z rozkladem 7° powtarzamy kolejno operacje

1. wybierz lis¢é u w drzewie T', dodaj do niego dwoje dzieci wq i wa,

2. dla kazdego w; (i = 1,2) stworz etykiete [(w;) poprzez niezalezne losowanie liter wg prawdo-

podobienstw przejscia z macierzy P i odpowiednich liter z etykiety I(u).
Taki model generowania drzewa (bez etykiet) jest znany w literaturze jako model Yule’a [38].

Przedmiotem badania jest tu zmienna losowa LT, reprezentujaca drzewo z etykietami, row-
nowaznie reprezentowane jako para (T, F),), gdzie T,, odpowiada samemu drzewu bez etykiet,
natomiast F;, to sekwencja etykiet np. w kolejnosci preorder. Celem badari jest oszacowanie entro-
pii zmiennej H(LT,).

Z reguly taiicuchowej dla entropii wiemy, ze H(LT,,) = H(T,)+ H(F,|T,). Obliczenie drugiego
sktadnika nie stanowi problemu:

H(Fn|Tn) = th(P)(n - 1) + mh’(ﬂ-)v

gdzie h(P) = — > cam(a) > yc 4 P(bla)log P(bla) to entropia procesu Markowa z macierza przej-
§cia P, natomiast h(m) = — > 7(a)logm(a) to entropia rozktadu stacjonarnego w dla macierzy
acA

P.

Aby obliczy¢ H(T,) dowodzimy, ze nasz model tworzenia drzewa jest rownowazny modelowi,
w ktorym wstawiamy do drzewa binarnego losowa permutacje liczb {1, ..., n}. Dzieki temu mozemy
wyznaczy¢ dokladny wzor na rozktad prawdopodobieristwa wylosowania drzew T' w zaleznosci od
stopni ich wierzchotkow wewnetrznych. Na tej podstawie, wykorzystujac wyniki przedstawione
w [71] mozna dowies¢, ze:

Twierdzenie 5.1. Entropia drzew binarnych o n wierzchotkach generowanych zgodnie z modelem
Yule’a z etykietami dtugosci m wynosi

= logy(k — 1)
Pt k(k+1)

=n(1.736... 4 2mh(P)) + O(logn).

H(LT,) =logy(n—1)+2n + 2mh(P)(n — 1) + mh(m)

W powyzszym modelu zakladano, ze drzewo jest dane wraz z orientacja na plaszczyznie (plane
tree), tj. kolejnosé dzieci dla kazdego wierzchotka ma znaczenie. Mozna jednak rozwazy¢ drzewa
niezorientowane (non-plane tree) i ich odpowiednie entropie z etykietami (H(LS,,)) lub bez etykiet

(H (Sn))-

5Poniewaz wplyw losowosci etykiety korzenia na wynik koncowy jest znikomy, mozna réwniez przyjac, ze etykieta
korzenia przyjmuje pewna ustalong wartosé.
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Praca [B2] stanowi rozwiniecie badan nad powyzej wprowadzonym modelem losowych drzew
niezorientowanych. W szczegolnosci dla funkeji Z(T') (w artykule opisanej jako sym(T')), zdefinio-
wanej jako liczba wewnetrznych wierzchotkéw majacych izomorficzne poddrzewa wyprowadzono
funkcje tworzaca

(oo}
=3 > Pr(T, = TV

n=1T€eT,
dla ktérej wyprowadzono réwnanie rézniczkowe
O(F (u,2)/z) _ F*(u,z)
0z 22

+ (u — 1)B(u?, 2%)

gdzie

Z 3 P L Z(T) IV (D)~

n=1T€cT,

Dalej wykazano, ze kazdemu drzewu niezorientowanemu S odpowiada 2"~ 1~%(5) drzew zorien-
towanych, gdzie Z(S) oznacza liczbe wierzchotkow majacych dwa identyczne (tj. izomorficzne)
poddrzewa. Dla danego drzewa s i drzewa s o s jako korzenia majacego dwa identyczne poddrzewa
s mozna stworzy¢ nastepujace rownanie rekurencyjne:

Z(Sn,8)=[Tn ~sos|+Z(Su,_,,8)+ Z(Sn-v,_,,5)s
gdzie Uy oznacza zmienng losowa z rozkladem réwnomiernym o wartosciach {1,...,k}. Z tego
wprost wynika réwnanie opisujace warto$é oczekiwana,

E[Z(Sn,s)] =E[T, ~ sos +—ZE (Sk, s)

Rozwiazujac je otrzymujemy, ze

L(n+1)/2] 2
Pro|Th, =
ZIE Sws)=n > Lser P =5 g
(2k — 1)k(2k + 1)

k=1

a z tego mozna policzy¢ pierwsze elementy sumy otrzymujac, ze
H(T,|S,) =n—1-E[Z(S,)] = 0.6275n,
H(S,) ~ 1.109n.

W pracy [B1] przedstawiono rowniez trzy algorytmy kompresji drzew losowych oparte o idee ko-
dowania arytmetycznego. Algorytm dla drzew zorientowanych osobno kompresuje drzewo i osobno
etykiety na bazie znanej relacji dziecko-rodzic w drzewie. Dziata on w czasie O(n? log? nlog log n)
i dla drzew generowanych z modelu opisanego powyzej osiaga srednia dlugosé stowa kodowego nie
wieksza niz H(LT,,) + 2 bitow.

Dla drzew niezorientowanych przedstawiono dwa algorytmy: przyblizony szybki COMPRESSNP-
TREE oraz wolniejszy asymptotycznie optymalny. Pierwszy, dzialajacy w czasie liniowym, polega
na kanonicznym uporzadkowaniu drzewa binarnego zgodnie z reguta ,,mniejsze poddrzewo po lewej”.
Mozna dowiesé, ze taka heurystyka jest algorytmem przyblizonym z nadmiarowoscia 1% wzgledem
algorytmu optymalnego:

Twierdzenie 5.2. Asymptotycznie gdy n — oo Srednia diugo$é stowa kodowego w algorytmie
COMPRESSNPTREE nie przekracza 1.013H(S,,).

Wolniejszy algorytm oparty jest z kolei o wyznaczenie rekurencyjnie zdefiniowanego porzadku
na drzewach, umozliwiajacego rozroznienie przypadkow nieizomorficznych drzew o tej samej licz-
bie lisci. To, wraz z algorytmem obliczajacym dla danego porzadku i dowolnego drzewa niezo-
rientowanego S prawdopodobienstwa Pr[S, < S] oraz Pr[S, < S] wystarczy do zastosowania
schematu kodowania arytmetycznego dla otrzymania stowa kodowego o $redniej dlugosci nieprze-
kraczajacej H(S,) + 2 bitéw. Pesymistyczny czas dzialania tego algorytmu jest ograniczony przez
O(n®log” nloglogn), natomiast sredni przez O(n?log? nloglogn) — poniewaz doktadnosé oblicza-
nych prawdopodobienistw wymaga, by uwzglednié¢ mnozenie liczb o dtugosci O(n?) bitéw.
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5.2. WNIOSKOWANIE W MODELU DUPLIKACYJNYM GRAFOW LOSOWYCH

Rozwazanie znaczenia praktycznego teoretycznych modeli grafow losowych niewatpliwie zaczyna
sie od pytania o skuteczno$é¢ dopasowywania modeli do istniejacych graféw. Badane modele maja
zwykle kilka wolnych parametréw: przykladowo wspomniany wcze$niej model Solégo i Pastora-
Satorrasa DD(t,p,r) ma, oprocz ustalonej liczby wierzchotkow ¢, dwa takie parametry p i r. In-
tuicyjnie zalezaloby nam, by dana rzeczywista sie¢ mogta by¢ wygenerowana z jak najwiekszym
prawdopodobienistwem zgodnie z danego modelu — a zatem nalezy szukaé zestawu parametrow
maksymalizujacych takie prawdopodobieristwo. Poniewaz jednak okazuje sie, ze wiele sieci biolo-
gicznych czy spolecznosciowych charakteryzuje sie istnieniem wielu automorfizméw, a dla wielu
modeli (w tym m.in. dla modelu Solégo i Pastora-Satorrasa) poszczegolnym izomorficznym grafom
odpowiadaja rézne prawdopodobieristwa ich wygenerowania, problem ten staje sie trudny oblicze-
niowo w praktyce.

Wezesdniejsze prace omijaly ten problem opierajac sie na zaltozeniu, ze w przypadku dopasowa-
nia sieci do modeli generujacych grafy bezskalowe mozliwe jest odtworzenie warto$ci parametrow
z warto$ci wspolezynnika skali dla stanu stacjonarnego modelu [59, 92]. Przyktadowo, dla modelu
Solégo i Pastora-Satorrasa DD(t, p,r) do obliczenia p i r korzystano z wzoréw podanych w pracach
[59, 92]:

gdzie v oznacza wspolczynnik skali, natomiast D(G) to $redni stopieni wierzchotka w grafie.

W pracy [C1] to podejscie zostato zakwestionowane na bazie argumentoéw teoretycznych i symu-
lacji. Po pierwsze, w literaturze przedmiotu nadal trwa dyskusja dotyczaca wystepowania zjawiska
bezskalowosci w przyrodzie. Wskazuje sie na pewne argumenty statystyczne, $wiadczace o tym,
ze wiele typow sieci biologicznych i spotecznosciowych wcale nie charakteryzuje sie bezskalowoscia
[21, 70, 97]. MozZna natrafi¢ réwniez na argumenty krytykujace standardowe metody szacowania
wspoOlezynnika skali v (np. zaproponowane w [4]) jako wykrywajace ceche bezskalowosci w grafach
generowanych z modeli bez tej wlasciwosci [32]. Niezaleznie od wagi tych argumentow, dla bada-
nych przez nas sieci interakcji protein okazalo sie, ze standardowe metody obliczania wartosci v
dokonujg odciecia na poziomie zaledwie kilku procent wierzchotkéw o najwiekszym stopniu, a sam
dobor wartosci progu odciecia znaczaco modyfikuje otrzymywany wynik.

Po drugie, pozbawione dobrego uzasadnienia jest réwniez zalozenie, ze rzeczywiste sieci sa na
tyle duze, ze uzasadnia to zachodzenie z dostatecznym przyblizeniem zaleznosci charakterystycz-
nych dla $redniego przypadku w stanie stacjonarnym. Po trzecie, mozna argumentowaé, ze techniki
uzyte do dowodzenia tych zaleznosci nie byly dostatecznie rygorystycznie dowiedzione. Jakkolwiek
trzeba zauwazyé, ze powyzsza rownosé wiazaca v i p zostala udowodniona w pracy [A4] dla mo-
delu DD(¢, p, r) z parametrami 0 < p < exp(—1) i r = 0, tak Jordan w [68] pokazal, ze odpowiedni
tanicuch Markowa charakteryzujacy ten model dla p > exp(—1) i r = 0 jest chwilowy (transient),
co stawia pod znakiem zapytania mozliwo$é¢ stosowania wzoréw w przypadku ogélnym.

Co wiecej, empiryczne rozklady wartosci roznych wlasnosci graféw generowanych z modelu
z parametrami opisanymi powyzszymi wzorami réznilty sie znaczaco od rzeczywistych sieci, kto-
rym mialy odpowiada¢. W szczego6lnosci przy takich parametrach generowano grafy, ktére charak-
teryzowaly sie zupelnie innym rzedem wielkosci liczby automorfizméw — jednej z kluczowych cech
zwlaszceza dla rzeczywistych sieci biologicznych np. sieci interakeji protein [11]. Dopasowanie tego
wspolczynnika jest tym wazniejsze, ze dowiedziono, ze najpopularniejsze modele graféw losowych
(Erddsa-Rényi’ego i Barabasiego-Alberta) generuja z duzym prawdopodobieristwem dla szerokiego
zakresu parametrow grafy pozbawione symetrii.

W naszej pracy [C1] przedstawili$émy nowy sposéb estymacji parametrow dla grafow duplika-
cyjnych, uwzglednieniajacy rowniez rozwazania o dopasowaniu liczby automorfizméw. Najpierw
skorzystalismy z rekurencji (4.2) dla D(G,,) z [Al] oraz wyprowadziliSmy podobne réwnania dla
innych parametrow grafu, takich jak liczba trojkatow C3(G.,) i liczba “otwartych trojkatow” (tj.
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gwiazd o dwoch lisciach) S2(Gy,):

2 —1 2r 2r
IED n n :D n 1 o ’
[D(Gn+1)|Gr] (G)( +n+1 n(n+1)>+n+1
2p+p2—1 2r(1+p) 2
[D2(Gns1)|G] =Da(Gn) (14 =~ n(n+1) " n2(n+1)
2 2 § ? ’
DGy 2p—p +2pr+2r72r+2r n T 2r +2r7 ! )
Y nin+1)  n2(n+1 n+1 n(n+1)
3p*  6pr  3r? pr 1P r?
E[Og(Gn+1)|Gn] :Cg(Gn) <1+n77/2+’l’113 +D2(Gn) zfﬁ +D(Gn)%a
p+p* 2p+1)r 1
E n n = n ]. - 3
[S2(Grt1)|Gr] =52(G )< + n n?2 n?

2 2 2 2
+D<an>(pr+p+r_m+r+r ) o

n?2 2 2n’

Te wzory, w polaczeniu z przeszukiwaniem binarnym zbioru wszystkich mozliwych (p, r), pozwolity
znalezé na podstawie obserwowanych wartosci D(G,,) i D(Gy,,) zbiory parametrow, ktore pasuja
do tych wartosci® i otrzymaé iloczyn tych zbioréw jako zbiér dobrych parametréw wyjsciowych.
Nastepnie sprawdzono, ze dla graféw o znanych p i r metoda ta zwraca rzeczywiscie parametry
bliskie ich prawdziwym warto$ciom, a wiec réwniez pasujace do ich liczby automorfizméw. Kolej-
nym krokiem bylo zastosowanie tego podejscia dla wybranych rzeczywistych sieci biologicznych,
w wyniku czego uzyskaliSmy nowe oszacowania parametrow p i r. Okazalo sie, ze modele z tak
obliczonymi parametrami generuja grafy, ktore nie tylko maja bliskie sieciom rzeczywistym war-
tosci D(G,,) i innych zmiennych uzytych w powyzszych wzorach, ale takze maja bardzo podobne
wartosci Aut(G,,), co dodatkowo potwierdza stusznosé takiego podejscia.

Zarysowana powyzej procedura okazala sie rowniez bardzo praktyczna, gdyz dziala w czasie li-
niowym. Dla poréwnania, nasze referencyjne podejscie zgodne z metoda najwickszej wiarygodnosci
(mazimum likelihood estimation) rowniez prowadzilo do podobnych oszacowari dla malych grafow,
ale wymagalo operacji Theta(n?), co czynito je niepraktycznym dla sieci rzeczywistych o setkach
tysiecy wierzchotkow.

Uzasadnienie zgodno$ci sieci z modelem oraz oszacowanie odpowiednich parametréw stanowi
punkt wyjscia do podjecia kolejnych obecnych w literaturze probleméw. Jednym z nich jest tzw.
problem archeologii sieci (network archaeology), czyli rekonstrukcji ewolucji sieci w czasie i od-
tworzenia porzadku czasowego wierzchotkow w sieciach rzeczywistych. Problem ten, rozwazany
wezesnie] w kontekscie innych modeli grafow losowych [84, 105], stanowi wazne zagadnienie ba-
dawcze prowadzace do odpowiedzi na szereg pytan praktycznych, takich jak identyfikacja dawnych
sktadowych grafu, czy wnioskowanie o strukturalnej i funkcjonalnej ewolucji mozgu [94].

Zgodnie z formalna definicja zaproponowana w analizie modelu Barabéasiego-Alberta [94] przy-
jeto, ze celem jest znalezienie cze$ciowego porzadku o, zdefiniowanego nad wierzchotkami zadanego
grafu, optymalizujacego dwa kryteria:

e gesto$é: miare licznosci czesciowego porzadku o jako znormalizowana liczbe rozroznialnych

par w porzadku o:

gdzie K (o) = [{(u,v): u <, v},

e precyzje: miare oczekiwanej liczby poprawnie zidentyfikowanych par wierzchotkow z orygi-
nalnego porzadku czasowego 7, wyrazong jako ich odsetek z wszystkich rozréznialnych par
w porzadku o:

_E Hu,v € {1,...,n}: u <, v,7  (u) <71 (v)}|
K(o) '

W rzeczywistosci zalozylismy, ze obserwowane wartosci moga, nieco odbiegaé od teoretycznych srednich, powick-
szajac tym samym zbiory sensownych parametrow.

0(o)
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W tym ujeciu dla kazdej ustalonej wartosci e € (0,1] porzadek o o gestosci 6(o) > ¢ maksy-
malizujacy 6(o) pokazuje teoretyczne granice rekonstruowalnosci porzadku tj. oczekiwana jakosé
predykcji przy wymaganiu aby co najmniej odsetek € par wierzchotkéw byt rozpoznawalny. War-
tosci te stanowig zarazem cel dla algorytméw odtwarzania czasowego porzadku w sieciach.

Praca [C2] zostala poswiecona wlasnie problemowi archeologii sieci dla szerokiej klasy modeli
graféw losowych ze szczegblnym uwzglednieniem modeli duplikacyjnych. W szczegélnosci, zrezy-
gnowano z zalozenia charakteryzujacego model Barabasiego-Alberta o réwnym prawdopodobien-
stwie wygenerowania dwoch izomorficznych grafow, poniewaz modele duplikacyjne w ogo6lnosci nie
charakteryzuja sie takimi wlasnosciami.

Pierwszym wynikiem byto zaproponowanie dwoch programoéw caltkowitoliczbowych i ich re-
laksacji do programoéw liniowych dla znajdowania porzadku w sieciach dynamicznych tylko na
podstawie ich stanu w pewnym ustalonym momencie. Oba programy w ogdlnej postaci zalezaty
tylko od parametréw opisujacych prawdopodobienistwo p,, , kolejnosci wszystkich par wierzchol-
kow w1 v na podstawie struktury grafu i przyjetego modelu jego ewolucji w czasie (patrz Table 1).
Drugim krokiem byto zaproponowanie odpowiedniej procedury probkowania (tzw. sequential im-
portance sampling) do oszacowania wartosci p,, dla dowolnego modelu grafow losowych, ktory
mozna zapisa¢ w postaci nichomogenicznego w czasie tancucha Markowa np. opisujacego ewolucje
polegajaca na sekwencyjnym losowym dodawaniu wierzchotkéw i krawedzi. Dowiedziono, ze pro-
cedura ta definiuje asymptotyczna silng zgodnosé (strong consistency) tj. prawie pewna zbieznosé
(almost sure convergence) do prawdziwych wartosci py, ..

LP-cLUSTERS LP-PARTIAL-ORDER
P Relaksacja LP P Relaksacja LP
E Pu,v Zu,i,v,j
1<u#v<n > Pu,v Yu,v
max 15L ISR max E 2! max 1SWEUST max E !
z )Y Fw, kw1 z! Puv Zuyiv,g Y b Yu,v y’ Puv Yu,v
1<k<i<n 1<u#v<n 1<uz#v<n 1<u#v<n
1<w #w'<n 1<i <j<n
przy warunkach przy warunkach przy warunkach przy warunkach
! n / n
v Zu,iv,g € {0,1}, v 1w € [0 1/e(3)], Y yue € {0,1}, Vo oyl €10,1/€(3)]
u,i,v,j€[n] u,i,v,jE€[n] v u,vE[n] u,vE[n
n ’ n /
§ Zu,i,v, g > €<2)7 § Zuiv,g 1, § Yu,o = 5(2) § Yuv = 1
1<u#v<n 1<uz#v<n 1<uz#v<n 1<uz#v<n
1<i <j<n 1<i <j<n
n
— / / / n
2 Zuyiu,i = 1, § iy < 1/5(2>7 Yu,o + Yo,u < 1, Yu,v + Yv,u < 1/5(2)
i€[n] i€[n]
. jp— . . / — ! / / ! n
Zu,iv,g = Ruygu,is Zui,g  Pu,g,u,i0 Yu,o T Yo,w ~ Yuw S L Yy w T Yo~ Yu,w S 1/5(2)-
E Zu,iv,j = 2v,5,0,5¢ Fuyiv,g = Fu,gvge
i€[n] i€[n]

Tablica 1: Dwa zaproponowane programy catkowitoliczbowe i ich relaksacje

Powyzsze pomysly zostaly zastosowane do modelu DD(¢,p,r). W szczegdlnosci z definicji mo-
delu zostaly wyprowadzone szczegdlowe wzory umozliwiajace zastosowanie procedury probkowania
do obliczenia wartosci p,,, oraz wyznaczenia na ich podstawie wedlug programowania liniowego
optymalnych wartosci € i § dla przykladowych graféw wygenerowanych z modelu dla przykla-
dowo ustalonych warto$ci parametréw. Poniewaz procedura probkowania zostawia pewna dowol-
no$¢ wyboru funkcji wag, wykonano réwniez szereg eksperymentéw ilustrujacych zbieznosé do
prawdziwych wartoéci p,, , wraz z liczba probek. Ostatecznie, zaproponowane zostaty dwie metody
probkowania z réznymi wagami: proporcjonalnymi HIGH-PROB-SAMPLING i identycznymi LOCAL-
UNIF-SAMPLING. Okazalo sie, ze ta druga miala wyraznie szybsze tempo zbieznosci w praktyce
(patrz Figure 2).

Skoro juz same wartosci p,, , daja pewna informacje o poszukiwanym porzadku a wyznaczanie
Pu,w W praktyce okazuje si¢ duzo szybsze niz zastosowanie programowania liniowego, w pracy row-
niez zaproponowano dwa algorytmy, nazwane p,, ,~-THRESHOLD i SORT-BY-p,, ,-~SUM, oparte na upo-
rzadkowaniu wierzchotkéw w grupy zgodnie z wartosciami p,, ,. Aby sprawdzi¢ jako§¢ wybranych
algorytmoéw przeprowadzono symulacje na grafach wygenerowanych z modelu Solégo i Pastora-
Satorrasa z ustalonymi parametrami. Wyniki pokazaly, ze jako$¢ rozwiazan zwracanych przez za-
proponowane algorytmy nie odbiega znaczaco od goérnej granicy wyznaczonej z odpowiedniego pro-
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high-prob-sampling (g¢ries = 10)

exact
= local-unif-sampling (o¢ries = 10) = = high-prob-sampling (otries = 100)
= = local-unif-sampling (0¢ries = 100) «««» high-prob-sampling (o¢ries = 1000)

local-unif-sampling (0¢ries = 1000)

Rysunek 2: Wyniki zbieznosci do doktadnej krzywej precyzji (6)-minimalnej gestosci (¢): G, ~
DD(13,p,1.0,G,,) dla p = 0.3 (po lewej) i 0.6 (po prawej), usrednione po 100 grafach. G,,, zostato
wygenerowane wedtug modelu Erdésa-Renyi’ego z ng =4 i pg = 0.6.

gramowania liniowego, przynajmniej dla dostatecznie malych grafow, dla ktoérych obliczenie tych
ograniczen bylo mozliwe. Poréwnano réwniez wyniki z prostymi heurystykami opartymi o wtasci-
wosci grafu takie jak sortowanie wedlug stopni czy relacji zawierania sie sasiedztw wierzchotkow.
Heurystyki te, jakkolwiek proponowane dla innych modeli, zawodza: jak wiemy np. z rozwazan
w [Al] oczekiwany stopien wierzcholtka E[deg,(u)] dla ustalonego ¢ rosnie wraz z u. I rzeczywiscie
okazuje sie¢, ze wyniki otrzymane dzigki algorytmom opartym na wartosciach p,, ., sa nieznacznie,
ale jednak zauwazalnie lepsze (zobacz Figure 3).

1.0 - 1.0 -
0.9 - 0.9 -
0.8 - 0.8 -
> - ) -
0.7 - 0.7 - ﬁ
0.6 - 0.6 - ®
0.5 - 0.5 -
] N 1 N 1 N 1 N 1 . 1 4| N 1 N 1 N 1 N 1 N 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
€ €
® sort-by-degree B puv-threshold, 7 =0.5 A sort-by-py,-sum, |C| =1
® peel-by-degree Puv—threshold, 7 = 0.6 sort-by-pyy-sum, |C| =5
sort-by-neighborhood Puv-threshold, 7 = 0.7 sort-by-pyy—sum, |C| = 10
peel-by-neighborhood Puv-threshold, 7 = 0.8

Rysunek 3: Wyniki dla algorytmoéw zachtannych i opartych o wartosci py, ¢ Gy, ~ DD(50,p, 1.0, G,,)
dla p = 0.3 (po lewej) i 0.6 (po prawej), usrednione dla 100 graféw. Oszacowania p,,, wykonane
na bazie oyries = 100,000 $ciezek. Gy, zostalo wygenerowane wedlug modelu Erdésa-Renyi’ego
zn0:101p0=06

Ostatnim krokiem byto ulepszenie zaproponowanych algorytméw opartych na wartosciach py, o,

aby potrafily uwzglednia¢ wiedze zewnetrzna w postaci tzw. par doskonalych jako wiedzy pewnej
(zewnetrznej) o kolejnosci okreslonych wierzchotkow w prawdziwym porzadku .
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5.3. SZACOWANIE ENTROPII ROZKELADOW PRAWDOPODOBIENSTWA

W spolecznosci zajmujacej sie teorig informacji jednym z waznych probleméw badawczych jest ob-
liczanie doktadnych i asymptotycznych wartosci funkeji entropii dla popularnych rozktadéw praw-
dopodobienistwa. Formalnie, dla rozktadu dyskretnego opisanego przez Pr[X,, = k] dla danych n
i k szukamy wartosci

Z Pr[X,, = k|log, Pr[X,, = k].

Wezesniejsze prace doprowadzity do ustalenia odpowiednich wartosci dla rozktadu dwumianowego
[43, 62], ujemnego rozktadu dwumianowego [31] i rozktadu Poissona [76].

Wyprowadzono réwniez wzory opisujace doktadne wartosci entropii dla wielu innych rozktadow
np. beta-dwumianowego i hipergeometrycznego [26]. Wynikami tych prac byty jednak tylko wzory
zawierajace bardzo skomplikowane funkcje, trudne do asymptotycznego oszacowania.

W pracy [D1] odpowiadamy na analogiczne pytanie dla rozktadu wielomianowego Dirichleta,
ktory okazal sie kluczowy dla analiz z pracy [A5]. Jest on zarazem wprost zwiazany z modelem
urn Polyi: dla danych m urn, kazdej zawierajacej a; (i = 1,...,m) kul oraz procesu losowania urn
z rownomiernym prawdopodobiefistwem wraz z dorzucaniem dodatkowej kuli do tak wybranej urny,
rozktad kul w urnach dazy wtagnie do tego rozkladu. W szczegolnosci, dla zmiennej X z rozkladu
wielomianowego Dirichleta DM (n, @) prawdopodobienistwo przyjecia wartosci & = (z1,...,Tm)
jest réwne

. I(n+1)T M
Pr[X = 1] = (”+ 0‘0 H x”ak)

(n+ ap) P C(zg + )T (o)’
gdzie I'(z) jest funkcja gamma Eulera, natomiast g = S ag.

Dowdd polegal na sprowadzeniu wyrazenia H(X) do sumy czynnikow zawierajacych wyrazenia
postaci E[I'(X}, 4+ {)] dla Xj majacego rozklad beta-dwumianowy z parametrami n, oy i ag — o,
oraz pewnych stalych wartosci I. Nastepnie wykorzystano fakt, ze dla zmiennej X ~ BBin(n, «, 3)
zachodzi

1
E[f(X)] = / 7(p, 0, BYELf (X,)] dp

dla funkeji prawdopodobienstwa rozktadu beta 7 (p, a, 8) = % (z funkcja beta B(«, 3))
i zmiennej X, ~ Bin(n,p).

Kazde z wyrazen E[['(X, + [)] zostalo nastepnie roztozone w szereg Taylora wokol sredniej np
a powstale wyrazenia zostaly w odpowiedni sposob asymptotycznie oszacowane z uzyciem funkcji

hipergeometrycznych i ich rozwinie¢. Ostatecznie otrzymano, ze

Twierdzenie 5.3. Dla zmiennej X ~ DM (n, &) zachodzi

m m

H(X)=(m—1)logn —logT (ag) + Zlogf (o) + logeZ(ak —1D)(¢(ar) — (o))
k=1 k=1

. fmin{zai:ﬂl o (polylog(n)>
esn “pmin{ai} )7

— pmin{a;}
dla jawnie obliczonych wspdtczynnikow eg.

5.4. SZEREGOWANIE ZADAN Z GRAFEM OGRANICZEN

Szeregowanie zadan jest jednym z wazniejszych zagadniein w ramach badail operacyjnych, obej-
mujacym wiele probleméw z réznymi ograniczeniami i kryteriami optymalizacji [3]. Wskazuje sie,
ze ta dziedzina ma pewne znaczenie praktyczne m.in. w modelowaniu zagadnienn optymalizacji dla
przetwarzania w chmurze [5, 25, 98|.
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Podstawowym problemem szeregowania, blisko zwiazanym z zagadnieniem podziatu zbioru, jest
problem P||Cyuq4z", zdefiniowany nastepujaco:

Definicja 5.1 (P||Cpaz). Dla zbioru zadani J = {j1,...,jn}, 2bioru maszyn M = {my,...,my}
oraz funkcji predkosci wykonania zadari p: J — N, nalezy znaleZé harmonogram przydziatu zadar
do maszyn, w ktérym:

1. kazde zadanie jest catkowicie wykonane na pewnej maszynie tj. harmonogram przyporzqdko-
wuje kazdemu zadaniu ji pare maszyna i przedzial [t,t + p(jx)),

2. jesli maszyna m; wykonuje zadanie ji w czasie [t,t + p(jx)), to nie wykonuje w tym czasie
Zadnego innego zadania,

3. maksymalny czas zakonczenia zadani (Cpaz) na maszynach jest jak najmniejszy.

Ten problem doczekal sie szeregu uogoélnien i réznorodnych wariantéw, uwzgledniajacych np.
rézna szybkosé przetwarzania zadan na maszynach czy istnienie zaleznosci kolejnosciowych miedzy
zadaniami. Ich definicje i przeglad mozna znalez¢ np. w [12, 23|.

Przyktadem takiej szerokiej klasy probleméw jest szeregowanie zadan z grafami ograniczen,
wprowadzone w [15]. W tych problemach zaktada sie, ze na wejsciu podawany jest dodatkowo tzw.
graf ograniczen G z V(G) = J taki, ze jesli {ji, ji} € E(G), to odpowiednie zadania nie moga zostaé
wykonane na tej samej maszynie. Problem ten stanowi uogé6lnienie innych zagadnien definiowanych
w terminach szeregowania zadan np. Bounded Independent Sets [14] i Mutual Exclusion Scheduling
[7, 49, 65].

W przesztosci pokazano m.in. algorytm wielomianowy dla P|x(G) = k|Cax tj. gdy graf ograni-
czeni jest k-kolorowalny dla ustalonego k, a takze algorytm 2-przyblizony dla P|G = bipartite|Cpax
i w pelni wielomianowy schemat aproksymacyjny (fully polynomial time approximation scheme,
FPTAS) dla grafow o ograniczonej szerokosci drzewiastej tj. Pltw(G) = k|Cmax [15]. Przedmiotem
badan staly sie rowniez grafy bedace uniami klik [36, 53, 66], dla ktérych opracowano m.in. wielo-
mianowy schemat aproksymacyjny (polynomial time approzimation scheme, PTAS) dla przypadku
maszyn identycznych oraz (log n)/4=¢_nieaproksymowalnos¢ (o ile P # NP) dla maszyn dowolnych.

Jak wida¢, typowo przyjmuje sie, ze klasy graféow ograniczein ma stosunkowo prosta charak-
terystyke. Jest to uzasadnione bezposrednim zwiazkiem tej klasy probleméw szeregowania zadan
z problemami kolorowania odpowiedniej klasy graféw, a zatem z przenoszeniem sie¢ wynikéw np.
o NP-trudnosci znalezienia O(n!~¢)-przyblizenia dla liczby chromatycznej grafu [110].

W pracy [E1] podjety zostal problem szeregowania zadan z k-dzielnymi pelnymi grafami ogra-
niczeri. Rozwazano dwa warianty problemu: gdy liczba partycji grafu ograniczen jest parametrem
problemu (ograniczenie oznaczane k-partite) lub gdy jest ona czescia danych wejsciowych (multi-
partite).

Dla maszyn identycznych dowiedziono wczesniej, ze P|G = complete multipartite|Ciax jest pro-
blemem silnie NP-trudnym, ale zarazem ze istnieje dla niego PTAS [15]. W pracy [E1] dowiedziono,
ze jesli zmienimy kryterium na ) C, to istnieje algorytm, ktéry zwraca doktadne rozwigzanie pro-
blemu w czasie O(mn + nlogn). Jest to algorytm zachtanny, polegajacy na przydzielaniu maszyn
do zbioréw zadan w taki sposéb, aby lokalnie jak najbardziej zmniejszaé biezaca wartosé rozwia-
zania. W ramach ustalonego przydzialtu maszyn do zbioréw zadan wystarczy obliczyé¢ odpowiednia
liczbe podproblemow P|| " C; aby otrzymac kolejnos¢ zadan na poszczegolnych maszynach.

Dla maszyn jednorodnych punktem wyjscia jest ustalenie silnej NP-trudnosci dla probleméw
Q|G = complete multipartite,p; = 1|Cmax 1 Q|G = complete multipartite,p; = 1|>" C;. W obu
przypadkach mozna przeprowadzi¢ odpowiednig redukcje z dobrze znanego problemu 3-Partition
[51]: wystarczy, ze

e rozmiary przedmiotéw zostang wprost odwzorowane na szybkosci maszyn,

e ograniczenie na sume przedmiotéw w jednym podzbiorze zostanie wprost odwzorowane na

rozmiar kazdej partycji J;,
e liczba docelowych podzbioréw zostanie wprost odwzorowana na liczbe partycji w grafie.

"Stosujemy tu tzw. notacje trojpolowa Lawlera [78], zgodnie z ktéra w pierwszym polu umieszczany jest typ
maszyn lub problemu np. P — maszyny identyczne, @ — jednorodne, R — dowolne; w drugim polu ograniczenia np.
na dlugosci zadan, klas¢ graféw ograniczen; w trzecim polu kryterium optymalizacji, typowo Crmaa lub Y- Cj.
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Problem Przyblizenie Z}ozonosé
P|G = complete multipartite| ) C; doktadny O(mn + nlogn)
Q|G = complete k-partite, p; = 1|Ciyax doktadny O(mn**1log(mn))
Q|G = complete k-partite,p; = 1|3 C; doktadny O(mnF+T)
Q|G = complete k-partite| ) C; 1+¢ (PTAS) P
Silnie NP-trudny

Q|G = complete multipartite, p; = 1|Crax 2 O(mnlog(mn))

1+ ¢ (PTAS) P
Q|G = complete multipartite,p; = 1| C; 7] Sll‘me Npgr(liigzﬁ Tog m)
R|G = complete 2-partite,p; € {p1,p2}|Crmax | O(n’sl S)-nieaproksymowalny dla b, c > 0
R|G = complete multipartite]Crax (1 + €)Smax \ P
R|G = complete 2-partite, p; € {p1,p2}]>. C; | O(n’slS)-nieaproksymowalny dla b, c > 0
R|G = complete multipartite| Y C; Smax \ O(mn + nlogn)

Tablica 2: Podsumowanie wynikow otrzymanych w pracy [E1].

Woéweczas okazuje sie, ze istnieje wymagany podzial zbioru dla instancji problemu 3-Partition wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje harmonogram z odpowiednim ograniczeniem Crax lub > Cj.

Dla analogicznych probleméw, w ktorych liczba partycji grafu ograniczen nie nalezy do wejscia,
ale jest parametrem problemu, istnieja odpowiednie algorytmy oparte o idee programowania dy-
namicznego potaczonego z przeszukiwaniem binarnego dla szacowanej wartosci Chax, zawierajacej
sie w przedziale [1, mn].

Dla problemu Q|G = complete k-partite| > C; opracowano PTAS oparty o polaczenie trzech
idei: zaokraglenia szybkosci maszyn do postaci (1 + ¢)?, wyczerpujacego przeszukiwania dla przy-
dziatu najszybszych maszyn dla kazdej partycji grafu ograniczen, oraz programowania liniowego
stuzacego do ustalenia przydzialu pozostalych maszyn. Odpowiednie warunki programu zapew-
niaja, ze wszystkie zadania maja przydzielone maszyny, a dodatkowa procedura przeogranizowu-
jaca oparta na idei przeplywu pozwala zamienié¢ rozwiazanie, w ktérym pojedyncze zadania zostaly
przyporzadkowane do réznych maszyn, na dopuszczalny harmonogram bez zwiekszania catkowitego
kosztu.

Kolejnym krokiem byto przedstawienie dwoch algorytméw przyblizonych dla wspomnianych
wczesniej probleméw silnie NP-trudnych: 2-przyblizonego dla Q|G = complete multipartite, p; =
1|Cmax oraz 4-przyblizonego dla Q|G = complete multipartite,p; = 1| > C;. Oba algorytmy zo-
staly oparte na idei binarnego przeszukiwania dlugosci harmonogramu, obliczania wedlug tego
dla kazdej maszyny pojemnosci (tj. liczby mozliwych zadan do przetworzenia), a nastepnie przy-
dzielania czesci (posortowanych nierosnaco wedtug rozmiaréw) do maszyn (posortowanych nie-
rosnaco wedlug pojemnosci) zachlannie az do osiagniecia pokrycia 50%. Dla drugiego problemu
Q|G = complete multipartite,p; = 1|Cpnax zostal rowniez pokazany PTAS, taczacy szereg idei,
takich jak:

e zgadniecie (przeszukiwanie binarne) gérnego ograniczenia wartosci Chyax,

e zaokraglenie szybkosci maszyn do postaci (1 + €)°,

e podzial maszyn wedtug szybkosci na bardzo mate, mate, $rednie i duze,

e podzial partycji grafu ograniczen na zakresy wg podobnej licznosci i iteracyjne przetwarzanie

kolejnych zakresow,

e konstrukcja odpowiedniego programu dynamicznego obliczajacego wektory stanow (odpo-

wiednio wybrane cze$ciowe harmonogramy) dla kolejnych zakresow,

e odpowiednie przydzielanie maszyn réznych rodzajéw w ramach jednego kroku programu dy-

namicznego.
Sednem dowodu jest pokazanie, ze w kolejnych zbiorach wektorow stanow dla kolejnych zakresow
co najmniej jeden wektor bedzie ,dobry” tj. po zaokragleniu bedzie zapewnial (1+¢) przyblizenie —
a zatem jesli dla danego ograniczenia Cl, .y istnieje odpowiedni harmonogram, to zbiér koricowych
wektorow stanéw bedzie niepusty i bedzie w nim poszukiwane rozwiazanie przyblizone.

Uzupelnieniem tych wynikéw jest pokazanie, ze dla maszyn dowolnych i kryterium Ciyax (odpo-
wiednio, > C}) istnieje prosty algorytm s,,q,-przyblizony (odpowiednio, ((1+€)smaqs)-przyblizony)
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tj. zastosowanie algorytmu dla maszyn identycznych daje wlasnie taki wspoétczynnik przyblizenia.
7 drugiej strony, pokazano, ze o ile zachodzi P # NP, to nie istnieje zaden wielomianowy algo-
rytm O(n’sk, ¢ )-przyblizony dla dowolnych b,c¢ > 0 dla obu kryteriow Cpax 1 Y C; nawet, gdy

przyjmiemy, ze graf ograniczen jest dwudzielny.

5.5. SZKIELETOWE KOLOROWANIE GRAFOW 1 JEGO UOGOLNIENIA

Niniejsze badania sa kontynuacja pracy doktorskiej, badajacej zagadnienie szkieletowego koloro-
wania grafow:

Definicja 5.2 (A-szkieletowe pokolorowanie grafu). Dla danego grafu G i jego podgrafu spinajgcego
H funkcja c: V(G) — Ny jest A-szkieletowym pokolorowaniem grafu G ze szkieletem H, gdy:

o dla kazdej krawedzi {u,v} € E(G) zachodzi |c(u) — c(v)| > 1,
o dla kazdej krawedzi {u,v} € E(H) zachodzi |c(u) — c¢(v)] > A.

Definicja 5.3 (Problem A-szkieletowego kolorowania grafow). Dla danego grafu G i jego podgrafu
spinajgcego H nalezy znalezé A-szkieletowq liczbe chromatyczng BBC\(G, H) jako najmniejszq
liczbe k € Ny takq, ze istnieje A-szkieletowe pokolorowanie ¢ grafu G ze szkieletem H spetniajgce
max,cv(q) c(u) < k.

Problem ten, wprowadzony w 2003 roku przez Hajo Broersme [18] doczekal sie szeregu szczego-
towych badan zaréwno dla réznych klas grafow np. split grafow [20] czy grafow planarnych [56], jak
i dla roznych klas szkieletow np. skojarzen i roztacznych gwiazd [20] czy laséw [56]. Byt on rowniez
przedmiotem prac w ramach cyklu skladajacego sie na doktorat autora [F1],[F2|,[F3],[F4]. Szcze-
gb6lnym zainteresowaniem cieszyly sie badania przypadku A = 2 dla roznych klas grafow i szkieletow
[6, 19, 82, 83].

Praca [F5] jest poswiecona problemowi kolorowania szkieletowego dla klik z lasami w szkielecie.
Poprzednio, w [63] dowiedziono, ze istnieje 2-przyblizony algorytm dla graféow pelnych z dwu-
dzielnym szkieletem oraz %—przybliiony algorytm dla graféw pelnych ze spojnym dwudzielnym
szkieletem. Oba algorytmy dzialaja w czasie liniowym. Pierwsza czesé [F5| zostala poswiecona
poprawieniu tego wyniku dla szkieletéw bedacych lasami.

Twierdzenie 5.4. Dla lasu F na n wierzchotkach i X > 2 zachodzi nieréwnosé BBCy\ (K, F) <
max{n, 2} + A2(F)[logn].

Dodatkowo, istnieje algorytm dziatajacy w czasie O(n) znajdujgcy odpowiednie A-szkieletowe
pokolorowanie grafu.

W szczegolnoscei, implikuje to, ze istnieje liniowy algorytm z addytywnym bledem nie przekra-
czajacym A?(F)[logn] — co poprawia poprzednie ograniczenia dla A(F) = o(y/n/logn).

Dowod oparty jest o idee czerwono-niebiesko-zoltej (k,1)-dekompozycji tj. podziatu wierzchol-
kow drzewa na trzy zbiory niezalezne R, B, Y w taki sposob, aby R i B byty zbiorami niezaleznymi
z ||R| — |B|| < k, natomiast Y byl zbiorem o |Y| <[ = [logn]. Dekompozycja ta jest aplikowana
rekurencyjnie, zgodnie z podzialem drzewa na poddrzewa o wielkosci co najwyzej potowy drzewa-
rodzica (co mozna wykona¢ w czasie O(n)). Poprzez odpowiedni przydzial kolorow wierzchotkom
z Y (najmniejsze i najwieksze), oraz zapewnienie odpowiednich réznic miedzy przedziatami kolorow
przydzielonymi poszczegdlnym zbiorom dekompozycji mozna dowiesé, ze otrzymane kolorowanie
spelnia podane ograniczenia.

Druga cze$¢ pracy stanowi konstrukcja nieskoiiczonej rodziny drzew ograniczonego stopnia
(A(T,) = 3) takiej, ze BBO\(Kp,T,) > max{n,2A} + Q(logn). Drzewa te, nazwane drzewami
Fibonacciego, poniewaz konstrukcja r-tego drzewa Fibonacciego T, polega na potlaczeniu (r — 1)-
ego i (r — 2)-ego drzewa Fibonacciego z trzema dodatkowymi wierzchotkami w nowe drzewo.

Okazuje sie, ze znalezienie kolorowania lub rownowaznej mu czerwono-niebiesko-zottej (k,1)-
dekompozycji drzewie T, dla I = o(logn) sprowadza sie do problemu znalezienia takich liczb
a; € {—1,0,1}, zeby zachodzilo >;_ |a;| <+ 1oraz 3., a;F; = £ + o(log n), gdzie F; oznacza
i-ta liczbe Fibonacciego. Intuicyjnie Y wyznacza nam podzial T, na 2|Y| + 1 drzew®, natomiast

8Wprost dzieli nam na co najwyzej |Y| 4 1 drzew, ale jeszcze dopuszczamy pewne operacje lokalne.
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znak a; okresla czy wiecej jest w danym poddrzewie wierzcholkéw czerwonych czy niebieskich?.
Skladnik o(logn) odpowiada za mozliwe modyfikacje zwiazane z wyborem wierzchotkéw do zbioru
Y.

Drzieki twierdzeniu Zeckendorfa okreslajacemu dekompozycje dowolnej liczby na sume liczb
Fibonacciego wiemy, ze % da si¢ roztozy¢ na suma az % liczb Fibonacciego [77]. Uogdlniajac to
na operacje sumy i roznicy otrzymujemy, ze drzewo o ©(F;.) wierzchotkach wymaga dekompozycji
na co najmniej Q(r) czerwono-niebieskich poddrzew — a zatem wymagane jest, by |Y| = Q(r).

Uogolnieniem problemu A-szkieletowego kolorowania graféw a zarazem pewng formalizacjg za-
gadnienia przydzialu czestotliwosci [39, 55| jest tzw. problem &-kolorowania grafow: dla kazdej
pary stacji nadawczych wymagamy, by ich czestotliwosci byly oddalone o pewne pasma (zalezne

od polozenia i sity nadajnikow), aby nie interferowaly ze soba.

Definicja 5.4 (¢-pokolorowanie grafu). Dia danego grafu G i funkcji &: E(G) — Ny funkcja
¢: V(G) — Ny jest &-pokolorowaniem grafu G, gdy dla kazdej krawedzi {u,v} € E(G) zachodzi
le(u) = c(v)| = ({u, v}).

Problem ten uogdlnia réwniez zagadnienie L(p, q)-etykietowania grafow [54], w ktorym wyma-
gamy by sasiedzi w grafie otrzymali kolory rézniace si¢ o co najmniej p, natomiast wierzchotki

w odlegtosci 2 otrzymaly kolory rozniace sie o co najmniej g (zob. tez przeglad wynikow w zakresie
L(p, q)-etykietowania w [24, 104]).

Definicja 5.5 (Problem minimalnej -rozpietosci grafu). Dla danego grafu G i funkcji &: E(G) —
N, nalezy znalezé sp(G, &) jako najmniejszq liczbe k € N takq, Ze istnieje £-pokolorowanie ¢ grafu
G spetniajgce max,cy () c(u) < k.

Oproécz rozpietosci, stanowiacej odpowiednik liczby chromatycznej, rozwaza sie w literaturze
dla wyzej wymienionych modeli kolorowania réwniez tzw. rozpietosé krawedziowa jako lokalne
kryterium optymalizacji [60, 103]

Definicja 5.6 (Problem minimalnej krawedziowej &-rozpietosci grafu). Dla danego grafu G i funk-
cji & E(G) — Ny nalezy znalesé esp(G, &) jako najmniejszq liczbe k € Ny taka, Ze istnieje &-
pokolorowanie ¢ grafu G spetniajgce maxy, v ep() lc(u) — c(v)] < k.

W pracy [F6| przedstawiono szereg wynikow zwiazanych z krawedziowa £-rozpietoscia grafu.
W szczego6lnosci poprzez redukcje wielomianows z NP-zupelnego problemu podzialu zbioru poka-
zano, ze problem ten pozostaje trudny nawet dla podkubicznych graféw zewnetrznie planarnych.
Dowiedziono réwniez, ze dla kaktusow tj. dla graféw niezawierajacych krawedzi incydentnych do
wielu cykli istnieje algorytm zwracajacy optymalne pokolorowanie, zgodne z esp(G, €) i dziatajacy
w czasie O(nlogn).

Praca [F7| zawiera wyniki dotyczace &-rozpietosci grafu dla grafow podkubicznych. Pokazano
w niej, ze problem nawet w tym ograniczonym przypadku pozostaje silnie NP-trudny, w odréz-
nieniu od klasycznego problemu kolorowania graféow, a nawet A-szkieletowego kolorowania grafow
[64], ktore mozna rozwiazaé w czasie wielomianowym. Dowo6d polega na redukeji ze znanego NP-
trudnego problemu NOT-ALL-EQUAL 3-SAT [91]. Co wiecej, okazuje sie, ze przy zalozeniu, ze
P = NP nie moze istnie¢ algorytm (% — g)-przyblizony dla problemu &-rozpietosci grafow podku-
bicznych z funkcja £ przyjmujaca co najwyzej dwie wartosci.

Jesli funkcja & przyjmuje co najwyzej dwie wartosci, to istnieje za to algorytm %—przybliiony
dla powyzszego problemu dzialajacy w czasie O(n + m). Dla dowolnej funkcji € istnieje z kolei
algorytm 2-przyblizony, rowniez o ztozonosci czasowej O(n+m). Co ciekawe, jesli zalozymy, ze graf
indukowany przez krawedzie o maksymalnych wagach & tworza graf spéjny, to w pracy pokazano, ze
odpowiednio istnieje algorytm doktadny, dzialajacy w czasie O(n?) (gdy & przyjmuje co najwyzej
dwie wartosci) i algorytm %—przybliiony (dla dowolnych &) o ztozonosci czasowej O(n + m).

Innym problemem pokrewnym kolorowaniu szkieletowemu i £-kolorowaniu jest kolorowanie kon-
trastowe, wprowadzone w [55]:

Definicja 5.7 (Pokolorowanie kontrastowe grafu). Dla danego grafu G i skoriczonego zbioru T C N
(0 € T) funkcja c¢: V(G) — N4 jest pokolorowaniem kontrastowym grafu G dla zbioru T, gdy dla
kazdej krawedzi {u,v} € E(G) zachodzi |c(u) — c(v)| ¢ T.

9Konstrukcja implikuje, ze i-te drzewo Fibonacciego pokolorowane na 2 kolory ma dokladnie F; wiecej wierz-
chotkéow w jednym z kolorow.
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Rowniez dla tego problemu mozna zdefiniowa¢ minimalna rozpietosé¢ kontrastowa sp(G, T') i mi-
nimalna krawedziowa rozpietosé¢ kontrastowa esp(G,T') [35].

Poprzednie prace badawcze nad esp(G, T') polegaly gloéwnie na poszukiwaniu zaleznosci miedzy
esp(G,T) a sp(G,T) (rozpietoscig krawedziowa, zdefiniowana analogicznie jak dla &-kolorowania)
dla wybranych klas grafow i zbiorow T [69, 90, 107].

Praca [F8| zostala poswiecona zwiazkom miedzy krawedziows rozpietoscia kontrastows a kolo-
rowaniem cyrkularnym (circular coloring), zdefiniowanym w [100]. W tym celu wprowadzono ope-
racje ® dla liczby d € N, i zbioru T C N zdefiniowana jako dOT := {0 < ¢t < d(maxT +1): d|t =
t/d € T}. W pracy przedstawiono szereg podstawowych zaleznosci miedzy esp(G,dOT) a esp(G,T)
isp(G,T).

Glownym wynikiem pracy [F8] jest sa twierdzenia charakteryzujace esp(G,T) dla zbioru T =
d® {0} ={0,1,...,d — 1}. Kolorowanie dowolnego grafu G ze zbiorem d @ {0} jest zatem szcze-
golnym przypadkiem £-kolorowania z £(e) = d — 1 dla wszystkich e € E(G). Dla tego przypadku
dowiedziono, ze

Twierdzenie 5.5. Dla dowolnego grafu G i dowolnej liczby d € Ny zachodzi
Xe(G) = 1+ inf{espyq 0y (G)/d: d > 1}.
Jesli x(G) = k/d dla pewnego d € {1,2,...,k} to xc(G) =1+ espy 10y (G)/d.

Ta zalezno$é pozwolila na rozstrzygniecie hipotezy dotyczacej kolorowania kontrastowego poteg
cykli CZ, postawionej w [107]:

Twierdzenie 5.6. Dla dowolnych n,d,p € Ny zachodzi

€SP0} (Ch) = pd + [rd/q] .

Autorzy hipotezy dowiedli rowniez w [107], ze powyzsze twierdzenie jest prawdziwe, gdy p >
(¢ — plg/p])d. Wykorzystujac Twierdzenie 5.5 oraz dowodzac, ze zawsze zachodzi x.(C?) = n/q
pokazano w [F8], ze twierdzenie to zachodzi rowniez w przypadku ogdluym.

5.6. GRY CHROMATYCZNE

Podstawowa gra chromatyczna, zaproponowana w [50] i wprowadzona na nowo w [13] w formalnym
kontekscie teorii grafow jest popularnym tematem badawczym, ktory doczekal sie wielu wariantow
dla réznych klas grafow i regut ruchu (zob. przeglad wynikow w [9]). W podstawowej wersji para
graczy, Alicja i Bogdan, ma do dyspozycji pule koloréow {1, ..., k} i wykonuje ruchy naprzemiennie.
Kazdy ruch polega na przydzieleniu dotychczas niepokolorowanemu wierzchotkowi jednego z kolo-
réw z puli tak, aby zachowaé¢ poprawnosé kolorowania tj. aby zadne dwa sasiednie pokolorowane
wierzcholki nie mialy tego samego koloru. Celem Alicji jest pokolorowanie calego grafu, celem Bog-
dana za$ doprowadzenie do sytuacji, w ktorej gracz nie bedzie mogl wykonaé¢ zadnego legalnego
ruchu. Rozgrywang liczba chromatyczna (game chromatic number) x,(G) oznaczamy najmniejsza
liczbe k, dla ktorej Alicja ma strategie wygrywajaca tj. niezaleznie od strategii Bogdana zawsze
osiagane jest pokolorowanie catego grafu.

W oszacowaniach zwiazanych z grami chromatycznymi pojawia sie czasem pojecie tzw. liczba
kolorowania (coloring number) i jego uogolnienia:

Definicja 5.8. Niech G bedzie grafem a < porzqdkiem liniowym na V(G). Niech Ng; (v, <) = {u €
V(G): {u,v} € E(G) ANu < v} oznacza sqsiedztwo wsteczne v w G. Wowczas

col(G) = min{k: 3,V,yev ()| Ng (v, <) < k —1}.

Definicja 5.9. Niech G bedzie grafem a < porzqdkiem liniowym na V(G). Dla dowolnego r € N4
niech

Ng (v,r, <) ={u € V(G): Fuy,... w0, {uwr, wiwa, ..., w10} C E(G) Au<vAV=1,  r—10 < w;}
oznacza k-te sgsiedztwo wsteczne v w G. Wowczas

col,(G) = min{k: IV, ey (e)|Ng (v, 7, <)| <k —1}.
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Przyktadowo, w pracy 74| pokazano, ze dla dowolnego grafu planarnego G zachodzi x4(G) <
4 colz(G) + 1. Dla graféw ogolnych dowiedziono, ze zachodzi nieréwnosé x4(G) < x(G)(cola(G)+1)
[9]. Mozna réwniez wskazaé, ze parametr coly(G) pojawia sie w dowodach i ograniczeniach takich
parametrow grafowych jak acykliczna liczba chromatyczna [75] czy zorientowana rozgrywana liczba
chromatyczna [73].

W pracy [G1] badano wlasciwosci parametru cola(G). Po pierwsze, poprawiono dla przypadku
r = 2 ograniczenie x(G) < col,.(G) < A(G)(A(G) — 1)"~! + 1 przedstawione przez Kiersteada
i Kostochke w [72] dowodzagc, ze:

Twierdzenie 5.7. Dla kazdego grafu G zachodzi cola(G) < $A(G)(A(G) — 1) + 2.

Po drugie, pokazano, ze istnieje duza klasa graféw, dla ktérych rzeczywiscie zachodzi zaleznosé

colo(G) = O(A(G)?):

Twierdzenie 5.8. Dla kazdego regularnego grafu G niezawierajgcego Cs ani Cy zachodzi

cola(G) >

Dowdd polegal na odpowiednio doktadnym zliczaniu tréjek postaci (7,14, k) takich, ze j < i < k
oraz {v;, v}, {v;,vr} € E(G). W ten sposob mozliwe stalo si¢ oszacowanie od dotu sumy wszystkich
wdrugich stopni wstecznych” (wielkosci sasiedztw N (v,2,<)) dla dowolnego porzadku < jako
pewnej funkcji liczby krawedzi grafu G — a zatem odpowiednie oszacowanie maksimum. Warto
zwrocié uwage, ze to oznacza, ze dla takich grafow cols(G) jest ztym oszacowaniem x4 (G), poniewaz
wiadomo, ze x4(G) < A(G) + 1 dla kazdego grafu G.

Po trzecie, zostal zaproponowany wielomianowy algorytm obliczania wartosci coly(G) dla gra-
fow podkubicznych tj. o A(G) < 3. Algorytm ten opiera sie o rekurencyjne znajdowanie i usuwanie
malych fragmentow grafu, dla ktérych mozna dowiesé, ze ich usuniecie zachowuje warto$¢ wspot-
czynnika bez zmian.

Praca [G2]| zostala poswiecona grze nazwanej nieskoriczong grg chromatyczng (infinite graph
coloring game). Rozni sie ona od zwyklej gry chromatycznej zalozeniem, ze strony gry nie maja
ustalonego, skonczonego zbioru koloréw, ale raczej nieskoriczony. Tak jak w wariancie podsta-
wowym, Alicja dazy do pokolorowania grafu jak najmniejsza iloscia koloréw, natomiast Bogdan
przeciwnie. Odpowiednio, nieskoriczona rozgrywana liczba chromatyczna x3°(G) jest zdefiniowana
jako liczba uzytych przez graczy koloréw, gdy stosujq(%l;i strategie optymalne.

n

Oczywistym ograniczeniem jest x;°(G) > 1+ [~5~ |, poniewaz zaczyna Alicja a Bob moze

w kazdym ruchu uzy¢ nowego koloru. Z podstawowych ograniczeri gérnych dowiedziono, ze

Twierdzenie 5.9. Dla kazdego grafu G zachodzi

(6) < minf | 50(6)| +X(G)n(6) +1- [ 5a(G) |1

Pokazano réwniez, ze problem nie jest wcale trywialny z punktu widzenia strategii istnieje
nieskonczona rodzina graféw, dla ktérej optymalna strategia Bogdana wcale nie jest kazdorazowe
uzywanie nowego koloru — ale czasami bardziej oplaca sie dobrze umiejscowione powtérzenie juz
wcezesniej wykorzystanego koloru.

Nastepnie, przedstawiono szereg wynikow dla szczegdlnych klas grafow.

Twierdzenie 5.10. Dla grafu G spetniajgcego A(G) < 5(n(G)—1) zachodzi x;°(G) = | 5n(G)|+1.

Pozwolilo to na otrzymanie pelnych wynikéow dla graféw podkubicznych.

Twierdzenie 5.11. Dia graféw G z A(G) < 3 zachodzi

3 dla G = K3,
XZO(G) =<4 dla G € {04, Ky —e, K4},
L%n(G)J +1  w przeciwnym przypadku.

Pelne wyniki otrzymano réwniez dla graféow k-dzielnych pelych:
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Twierdzenie 5.12. Niech | bedzie liczbg nieparzystych liczb w zbiorze {ri,ra,...,rp}. Wowczas

I
I

Najwazniejszym wynikiem pracy [G2] jest pokazanie, Ze istnieje strategia dla Bogdana dowo-
dzaca, ze dla wszystkich grafow zachodzi x§°(G) < n(G) — o/(G) oraz strategia dla Alicji, ze dla
wszystkich grafow o nieparzystej liczbie wierzchotkéw zachodzi x{°(G) > n(G) — o/ (G).

n(G)] + 51 dla | nieparzystego,

n(G)] +k—1% dlal parzystego.

X;O(KTl,Tzw‘,Tk) = {

N[ N[

5.7. REKONSTRUKCJA HIPERGRAFOW

Jedna z operacji rozwazanych w teoretycznych badaniach nad hipergrafami jest tzw. 2-podzial
hipergrafu. Operacja ta polega na zastapieniu kazdej hiperkrawedzi w grafie przez klike i dodatkowo
na usunieciu powstatych zdublowanych krawedzi. Analizy hipergraféw poprzez powstate w wyniku
takich operacji grafy znalazly zastosowania m.in. w biologii obliczeniowej [42], teorii jezykow [52]
i optymalizacji kompilatorow [88].

Poniewaz jednak to podejscie oznacza utrate informacji o krotnosciach krawedzi, mozna zmo-
dyfikowaé ten problem pozostawiajac wielokrotne krawedzie lub, réwnowaznie, naturalne wagi na
krawedziach, i zdefiniowa¢ nastepujacy problem rekonstrukcji hipergrafow:

Definicja 5.10 (Problem decyzyjny rekonstrukeji hipergrafow). Czy dla danego grafu G oraz
funkeji wag w: E(G) — Ny istnieje hipergraf H taki, ze (G, w) jest jego wazonym 2-podziatem?

Dla optymalizacyjnej wersji tego problemu tj. gdy szukamy odpowiedniego hipergrafu z mini-
malng liczba hiperkrawedzi dowiedziono, ze nalezy on do klasy FPT ze wzgledu na parametryzacje
wielkoscig wyjscia [41]. Jesli natomiast mamy problem optymalizacyjny, ale bez podanej funkcji
wag, to wykazano, ze problem jest NP-trudny dla graféow planarnych [79], niezawierajacych Ky
[81] i split grafow [101], ale istnieja algorytmy FPT dla grafow planarnych i grafow bez Ky, gdy
parametrem jest rozmiar wyjscia [47].

W pracy [H1] pokazano, ze problem decyzyjny jest réwniez NP-zupelny dla grafow pelych
nawet, gdy wagi krawedzi naleza do zbioru {1,2}. Dowod polegal na odpowiedniej redukeji ze
znanego NP-trudnego problemu krawedziowego 3-kolorowania spojnych grafow kubicznych [58].

W ramach wynikéw konstruktywno-algorytmicznych podano natomiast, ze mozliwe jest rozwia-
zanie problemu i znalezienie odpowiedniego hipergrafu w czasie wielomianowym, dla czesciowych
2-drzew, dla grafow 2-zdegenerowanych i dla grafow o A(G) < 4.

6. OSIAGNIECIA DYDAKTYCZNE I ORGANIZACYJNE

6.1. DYDAKTYKA

6.1.1. KURSY PRZYGOTOWANE PRZEZ HABILITANTA

e Algorytmy tekstowe (wyktad, ¢wiczenia) — na Uniwersytecie Jagielloriskim.

Jezyk programowania: C++ (wyktad, laboratorium) — na Uniwersytecie Jagielloriskim.

Jezyk programowania: Python (wyktad, laboratorium) — na Uniwersytecie Jagielloriskim.

e Programowanie mobilne (laboratorium) — na Uniwersytecie Jagielloniskim.

Jezyki programowania (wyktad, laboratorium) — na Politechnice Gdariskie;j.

6.1.2. INNE ZAJECIA DYDAKTYCZNE

e Programowanie wspoltbiezne (laboratorium) — na Uniwersytecie Jagielloniskim.
e Systemy rozproszone (laboratorium) — na Uniwersytecie Jagielloriskim.

e Podstawy programowania (laboratorium) — na Politechnice Gdariskiej.
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6.2.

Algorytmy i struktury danych (laboratorium) — na Politechnice Gdanskiej.
Algorytmy optymalizacji dyskretnej (laboratorium) — na Politechnice Gdanskiej.
Podstawy analizy algorytmow (¢éwiczenia) — na Politechnice Gdanskiej.
Elementy bioinformatyki (laboratorium) — na Politechnice Gdariskiej.
Bioinformatyka (laboratorium) — na Politechnice Gdariskiej.

Modelowanie i symulacja systeméw (laboratorium) — na Politechnice Gdanskie;j.
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1.
2.

Adrian Siwiec, Rozpoznawanie i kolorowanie grafow doskonatych, 2020.
Pawel Palenica, Algorytmy kompresji grafow losowych, 2020.
Wojciech Grabis, Implementacja wybranych modeli makroekonomicznych DSGE, 2022.

Michat Stobierski, Szybkie obliczanie maksymalnych przeptywdow metodami kombinatorycz-
nyma, 2022.

6.2.2. PROMOWANE PRACE LICENCJACKIE NA UNIWERSYTECIE JAGIELLONSKIM

1.

2.

Mateusz Gorski, Uogdlnienie liczby Turdna, 2020.
Marcin Serwin, Przeglgd algorytmow operujgcych na kografach, 2020.

Krzysztof Michalik, O A-szkieletowym kolorowaniu klik z drzewem w szkielecie w czasie linio-
wym, 2021.

Mikotaj Twarog, Wielomianowe schematy aproksymacyjne dla problemdéw NP-trudnych na
grafach planarnych, 2021.

Mateusz Pach, Protokoty rozproszonego konsensusu, 2022.

Inka Sokotowska, Szeregowanie zadarn z blokowym grafem ograniczen, 2022.
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