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c) Opis osiπgniÍÊ
W sekcji 4.1 krótko omawiamy motywacjÍ oraz cele cyklu prac. Nieco szerszy opis, zawierajπcy naj-
waøniejsze wyniki, przedstawiamy w sekcji 4.2.

4.1. Krótkie omówienie cyklu prac

4.1.1. WstÍp. Modele wiÍkszoúci uk≥adów fizycznych oparte sπ na kontinuum - przyjmuje siÍ, øe war-
toúci stanów uk≥adu mogπ byÊ rzeczywiste. Równoczeúnie nauka staje siÍ coraz bardziej oparta na
danych, a wiÍc na skoÒczonej iloúci informacji. Sugeruje to potrzebÍ posiadania narzÍdzi, które efek-
tywnie dostarczajπ informacji o strukturach ciπg≥ych na podstawie skoÒczonych danych i przyczynia
siÍ do gwa≥townego wzrostu zastosowaÒ metod topologicznej analizy danych (TDA). W tym kontekúcie
równieø dynamika próbkowana przyciπga zainteresowanie naukowców.
Jednak, co nie jet zaskakujπce, istniejπ powaøne wyzwania zwiπzane z rozumieniem dynamiki danych
i jak dotπd stosunkowo niewiele osiπgniÍto w tym zakresie.
W cyklu prac zajmujemy siÍ tym problemem w kontekúcie dynamiki nieliniowej. Budujemy teoriÍ
indeksu Conleya dla dyskretnych wielowartoúciowych uk≥adów dynamicznych i pokazujemy jej zasto-
sowania w dynamice próbkowanej.
Dynamika topologiczna. Fundamentalnymi obiektami badaÒ w uk≥adach dynamicznych sπ tra-
jektorie i zbiory niezmiennicze - zbiory graniczne trajektorii, które nie uciekajπ do nieskoÒczonoúci.
Mogπ one byÊ proste, jak np. punkty stacjonarne, orbity okresowe, lub bardziej skomplikowane, jak
zbiory fraktalne z dynamikπ chaotycznπ.
Indeks Conleya jest niezmiennikiem topologicznym definiowanym dla zbioru niezmienniczego izo-
lowanego - maksymalnego zbioru niezmienniczego w pewnym jego otoczeniu. Sta≥ siÍ on waønym
narzÍdziem badania w≥asnoúci jakoúciowych uk≥adów dynamicznych. Pierwotna konstrukcja indeksu,
naleøπca do Conleya i jego uczniów [20], dotyczy potoków w lokalnie zwartych przestrzeniach metrycz-
nych; zosta≥a uogólniona dla dowolnych przestrzeni metrycznych [89, 11] i uk≥adów dynamicznych
z czasem dyskretnym [86, 67, 23].
Zbiór niezmienniczy izolowany moøna roz≥oøyÊ na skoÒczonπ sumÍ parami roz≥πcznych zbiorów niez-
mienniczych izolowanych, zwanych zbiorami Morse’a, i orbit ≥πczπcych, tak øe poza zbiorami Morse’a
dynamika jest gradientowa. Nazywamy to rozk≥adem Morse’a . Kaødy zbiór Morse’a ma indeks Con-
leya, dlatego moøna mówiÊ o grafie Morse’a-Conleya, ze zbiorami Morse’a jako wierzcho≥kami i ich
indeksami Conleya jako etykietami oraz strza≥kami odpowiadajπcymi po≥πczeniom heteroklinicznym
miÍdzy zbiorami Morse’a. Ponadto kaødy zbiór Morse’a moøe mieÊ w≥asny rozk≥ad Morse’a.
Równanie Morse’a opisuje zwiπzki miÍdzy indeksem Conleya izolowanego zbioru niezmienniczego a
indeksami Conleya jego zbiorów Morse’a. W szczególnoúci z równania moøna wyprowadziÊ klasyczne
nierównoúci Morse’a oraz informacjÍ o (ko)homologicznie nietrywialnych po≥πczeniach miÍdzy zbiorami
Morse’a.
Dynamika próbkowana. Roúnie zainteresowanie teoriami zdolnymi do ekstrahowania istotnych
informacji ukrytych w zaszumionych danych eksperymentalnych. Dotyczy to równieø dynamiki.
Podejúcie klasyczne polega na numerycznym badaniu dynamiki równania róøniczkowego skonstruo-
wanego na podstawie próbki. Konstrukcja wykorzystuje dane do odkrycia naturalnych praw rzπdzπcych
dynamikπ pozwalajπcych opisaÊ je równaniami [91] lub bezpoúrednio interpolowaÊ lub aproksymowaÊ
nieznane pole wektorowe [14]. Ale moøna teø wyeliminowaÊ równania róøniczkowe i bezpoúrednio badaÊ
dynamikÍ danych za pomocπ odwzorowania wielowartoúciowego [61, 100, H4] lub kombinatorycznego
uk≥adu dynamicznego [35, 34, 87, 54, 75]. Oba te podejúcia róøniπ siÍ zasadniczo od klasycznego. Z jed-
nej strony uk≥ady dynamiczne okreúlone równaniami róøniczkowymi sπ szeroko stosowane i pozwalajπ
badaÊ mnogoúÊ zachowaÒ dynamicznych, ale kosztem doúÊ zaawansowanych technik matematycznych
potrzebnych do ich precyzyjnego opisu. Z drugiej strony modelowanie za pomocπ odwzorowania wie-
lowartoúciowego, czy kompleksu symplicjalnego, znakomicie upraszcza badanie wielu zjawisk dziÍki
dostÍpnoúci szybkich algorytmów kombinatorycznych.
Dominujπcym narzÍdziem uøywanym przez spo≥ecznoúÊ TDA do badania nieznanej przestrzeni to-
pologicznej sπ homologie persystentne [30]. Jednak istniejπ dwa istotne wyzwania zwiπzane z tym
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podejúciem. Po pierwsze, obliczenia homologii persystentnych na duøych zbiorach danych mogπ byÊ
zbyt drogie (trwajπ intensywne prace na ten temat [25, 80, 44]), a po drugie, teoria persystentna dla
odwzorowaÒ jest wciπø na wczesnym etapie badaÒ [26, 31, 10].
Identyfikacja przestrzeni to tylko czÍúÊ wyzwania, jakim jest zrozumienie dynamiki; musimy równieø
uchwyciÊ zachowanie odwzorowania nieliniowego, które generuje dynamikÍ.
Nowego podejúcia dostarcza niedawno opracowana teoria pól multiwektorowych [75, 52, H3], inspiro-
wana pracπ Formana [35]. Bezpoúrednio z danych konstruuje siÍ kompleks symplicjalny oraz kombina-
toryczny uk≥ad dynamiczny w postaci iteracji kombinatorycznego odwzorowania wielowartoúciowego
lub potoku wielowartoúciowego. Teoria pozwala na wprowadzenie pojÍcia rozwiπzania, w szczegól-
noúci punktu stacjonarnego, rozwiπzania okresowego, po≥πczenia heteroklinicznego i homoklinicznego,
a takøe zbiorów niezmienniczych, atraktorów i repelerów, rozk≥adów Morse’a i chaotycznych zbiorów
niezmienniczych. Stanowi to podwaliny pod nowπ teoriÍ Conleya dla skoÒczonych przestrzeni topo-
logicznych. Aby pokazaÊ formalne zwiπzki miÍdzy dynamikπ kombinatorycznπ i klasycznπ, niezbÍdna
jest teoria indeksu Conleya dla odwzorowaÒ wielowartoúciowych [H3, 52].
Pomys≥ wykorzystania dynamiki topologicznej i odwzorowaÒ wielowartoúciowych do badania dy-
namiki w danych eksperymentalnych siÍga wstecz pracy [61]. W celu skonstruowania odwzorowania
wielowartoúciowego grupujemy dane w koszyki. Zaletπ jest to, øe moøemy a priori wybraÊ koszyki, aby
obliczenia homologiczne by≥y wykonalne, biorπc pod uwagÍ ograniczenia czasowe i pamiÍciowe. Po-
nadto, niejako tautologicznie, proces grupowania stanowi technikÍ redukcji danych. Obiecujπce wyniki
zawarte w [61] pokazujπ, øe aby móc formu≥owaÊ úcis≥e wnioski na temat badanego uk≥adu, niezbÍdna
jest teoria indeksu Conleya dla odwzorowaÒ wielowartoúciowych z czasem dyskretnym.

4.1.2. Indeks Conleya dla dyskretnych wielowartoúciowych uk≥adów dynamicznych.

4.1.2.1. Konstrukcja indeksu. Wielowartoúciowy uk≥ad dynamiczny z czasem dyskretnym zadany jest
przez iteraty górnie-pó≥ciπg≥ego wielowartoúciowego odwzorowania F przestrzeni topologicznej w siebie,
o wartoúciach zwartych (por. paragraf 4.2.2). Wielowartoúciowe uk≥ady dynamiczne charakteryzujπ siÍ
niejednoznacznymi rozwiπzaniami w przód. Zainteresowanie takimi uk≥adami zrodzi≥o siÍ w jakoúciowej
analizie równaÒ róøniczkowych bez jednoznacznoúci rozwiπzaÒ i inkluzji róøniczkowych [4]. Nieco zas-
kakujπco dynamika wielowartoúciowa jest równieø waøna w badaniach dynamiki jednowartoúciowej w
kontekúcie úcis≥ej analizy numerycznej równaÒ róøniczkowych i iterat odwzorowaÒ. Taki sposób analizy
zapoczπtkowany zosta≥ w [59] dla istnienia chaosu w uk≥adzie Lorenza i od tego czasu by≥ stosowa-
ny w wielu konkretnych problemach. Teoria Conleya [20] oferuje niezmiennik topologiczny do bada-
nia uk≥adów dynamicznych. Jest wykorzystywana do dowodzenia istnienia rozwiπzaÒ stacjonarnych i
okresowych, po≥πczeÒ heteroklinicznych oraz chaotycznych zbiorów niezmienniczych. Potencja≥ teorii
Conleya w kontekúcie danych zosta≥ zauwaøony dziÍki uogólnieniu dla uk≥adów wielowartoúciowych [50]
zaproponowanemu jako narzÍdzie komputerowo wspieranych dowodów w dynamice. Dynamika wielo-
wartoúciowa staje siÍ w takim podejúciu narzÍdziem badania klasycznej dynamiki (jednowartoúciowej)
[62, 101, 78]. Niestety, choÊ podejúcie zaproponowane w [50] dowiod≥o, øe teoria Conleya w dyna-
mice odwzorowaÒ wielowartoúciowych jest wykonalna, szybko okaza≥o siÍ, øe definicja izolacji przyjÍta
w [50] jest zbyt restrykcyjna dla zastosowaÒ. Przypomnijmy, øe w przypadku klasycznej dynamiki
jednowartoúciowej otoczenie izolujπce jest zbiorem zwartym N takim, øe jego maksymalny podzbiór
niezmienniczy, oznaczony InvN , spe≥nia InvN µ intN . Definicja otoczenia izolujπcego N przyjÍta
w [50] dla przypadku dynamiki wielowartoúciowej jest znacznie mocniejsza. Wymaga ona, aby czÍúÊ
niezmiennicza N by≥a odseparowana od brzegu N o odleg≥oúÊ wiÍkszπ niø úrednica wartoúci F . W
zastosowaniach uczynienie tej úrednicy wystarczajπco ma≥π jest niewykonalne ze wzglÍdu na ogranic-
zenia istniejπcej mocy obliczeniowej i dostÍpnoúÊ danych. Ponadto na wczesnym etapie badaÒ, które
ostatecznie doprowadzi≥y do [H3], wbrew pierwotnym nadziejom okaza≥o siÍ, øe teoria opracowana w
[50] jest zbyt s≥aba, aby zbudowaÊ formalne zwiπzki miÍdzy teoriπ klasycznπ a teoriπ kombinatorycznπ.
Wszystko to da≥o motywacjÍ do poszukiwania zupe≥nie nowej teorii, zorientowanej na zastosowania
i doprowadzi≥o do serii artyku≥ów na ten temat, poczynajπc od [H1, H2]. W [H1] definicja otoczenia
izolujπcego pokrywa siÍ z definicjπ dla klasycznego przypadku jednowartoúciowego: zbiór zwarty N jest
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otoczeniem izolujπcym dla F , jeúli InvN µ intN . Takie podejúcie powoduje jednak, øe pary indeksowe,
bÍdπce g≥ównym narzÍdziem w konstrukcji indeksu Conleya, przestajπ byÊ przydatne, poniewaø otoc-
zenia izolujπce w nowym sensie nie gwarantujπ ich istnienia. Dlatego potrzebna by≥a nowa konstrukcja
indeksu. Definicja indeksu Conleya przedstawiona w [H1] oparta jest na s≥abych parach indeksowych
[H1, Definicja 4.7]. Wymaga to zupe≥nie nowych dowodów.

4.1.2.2. W≥asnoúci indeksu. Praca [H2] jest kontynuacjπ [H1] i jest poúwiÍcona w≥asnoúciom zdefinio-
wanego tam indeksu Conleya. Dowodzimy w≥asnoúci Waøewskiego, w≥asnoúci addytywnoúci, w≥asnoúci
homotopii (kontynuacji) oraz w≥asnoúci przemiennoúci.
[H2, Rozdzia≥ 4] zawiera definicjÍ bloku izolujπcego dla dyskretnego wielowartoúciowego uk≥adu dy-
namicznego. Blok izolujπcy pozwala na ≥atwe skonstruowanie s≥abej pary indeksowej [H2, Theorem 4.4],
co jest wygodne z obliczeniowego punktu widzenia i zosta≥o wykorzystane w [H4]. W [H2, Section 5]
omawiamy w≥asnoúÊWaøewskiego i w≥asnoúÊ addytywnoúci. Okazuje siÍ, øe w przeciwieÒstwie do przy-
padku jednowartoúciowego lub wielowartoúciowego, ale dla zbiorów niezmienniczych silnie izolowanych,
suma dwóch roz≥πcznych zbiorów niezmienniczych izolowanych nie musi byÊ zbiorem niezmienniczym
izolowanym [H2, Example 5.2]. Co wiÍcej, jeúli nawet suma dwóch roz≥πcznych zbiorów niezmiennic-
zych izolowanych jest zbiorem niezmienniczym izolowanym, jego indeks Conleya nie musi byÊ równy
iloczynowi jego sk≥adowych [H2, Example 5.4]. Powodem jest to, øe definicja otoczenia izolujπcego nie
kontroluje w pe≥ni obrazu zbioru niezmienniczego izolowanego dla F . W konsekwencji suma dwóch
zbiorów niezmienniczych izolowanych moøe zawieraÊ trajektoriÍ ≥πczπcπ sk≥adowe. Jeúli jednak zbiory
niezmiennicze izolowane sπ wystarczajπco dobrze odseparowane, w tym sensie, øe obraz øadnego z nich
nie przecina drugiego, to poøπdana w≥asnoúÊ zachodzi [H2, Theorem 5.3]. W [H2, Section 6] omawia-
my w≥asnoúÊ kontynuacji (homotopii) indeksu Conleya [H2, Theorem 6.1]. Przedstawiamy równieø jego
proste zastosowanie do wiodπcego przyk≥adu [H1] pokazujπce, øe indeks Conleya wielowartoúciowego
uk≥adu dynamicznego skonstruowanego na podstawie próbki pokrywa siÍ z indeksem próbkowanego
jednowartoúciowego uk≥adu dynamicznego, zgodnie z oczekiwaniem [H2, Example 6.7, 6.8]. W ostatnim
rozdziale zajmujemy siÍ w≥asnoúciπ przemiennoúci.

4.1.2.3. Rozk≥ady Morse’a i równanie Morse’a. W [H5] kontynuujemy program rozpoczÍty w [H1, H2].
Przyglπdamy siÍ wewnÍtrznej strukturze zbiorów niezmienniczych izolowanych. Jednym z deskryp-
torów, które temu s≥uøπ jest rozk≥ad Morse’a i zwiπzane z nim równanie Morse’a.
Klasyczne nierównoúci Morse’a dotyczπ niezdegenerowanych punktów krytycznych potoku gradi-
entowego na rozmaitoúci zwartej i pokazujπ odpowiednioúÊ miÍdzy k-tπ liczbπ Bettiego rozmaitoúci
a liczbπ punktów krytycznych o indeksie Morse’a k, czyli punktów krytycznych z k-wymiarowπ niesta-
bilnπ rozmaitoúciπ niezmienniczπ [13]. Jedno z uogólnieÒ klasycznych nierównoúci Morse’a i Smale’a
[92] w teorii indeksu Conleya zosta≥o zaproponowane przez Conleya i Zehndera dla potoków [21].
NastÍpnie równanie Morse’a w teorii indeksu Conleya zosta≥o udowodnione dla semipotoków przez
Rybakowskiego [90], a dla czasu dyskretnego przez Franksa [36] i Mrozka [70].
Za≥óømy, øe dany jest uk≥ad dynamiczny (z czasem ciπg≥ym lub dyskretnym) w lokalnie zwartej
przestrzeni metrycznej. W kohomologicznej teorii indeksu Conleya ze zbiorem niezmienniczym izolo-
wanym wiπøe siÍ specjalnπ parÍ zbiorów, zwanπ parπ indeksowπ. Kohomologiczny indeks Conleya zbioru
S jest definiowany jako kohomologie Alexandera-Spaniera pary indeksowej. Dowodzi siÍ, øe jest to niez-
miennik S. Zatem z S moøemy zwiπzaÊ szereg Poincar’e p(t, S), tzn. szereg potÍgowy wzglÍdem t z rzÍ-
dami modu≥ów kohomologii jako wspó≥czynnikami. Za≥óømy teraz, øe M := {Mi | i œ {1, 2, . . . , n}}
jest rozk≥adem Morse’a S. Stπd w szczególnoúci zbiory Mi sπ parami roz≥πcznymi podzbiorami niez-
mienniczymi izolowanymi zbioru S. Wtedy równanie Morse’a przybiera postaÊ

nÿ

i=1
p(t,Mi) = p(t, S) + (1 + t)Q(t),

gdzie Q jest formalnym szeregiem potÍgowym o wspó≥czynnikach ca≥kowitych nieujemnych [21]. Z rów-
nania tego wynikajπ klasyczne nierównoúci Morse’a. Wyrazy szeregu Q dostarczajπ informacji o nie-
trywialnych po≥πczeniach miÍdzy parami zbiorów Morse’a.
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W [H5] rozszerzamy teoriÍ rozk≥adów Morse’a i dowodzimy równania Morse’a w teorii indeksu Con-
leya dla dyskretnych wielowartoúciowych uk≥adów dynamicznych. Definiujemy zbiory –- i Ê-graniczne,
atraktory, repelery i pary repeler-atraktor. PojÍcia te uogólniajπ odpowiednie pojÍcia w przypadku jed-
nowartoúciowym, jednak nie sπ identyczne. Na przyk≥ad definiujemy zbiór Ê-graniczny dla rozwiπzania
przechodzπcego przez dany punkt x, a nie dla samego x, poniewaø dynamika wielowartoúciowa dopusz-
cza wiele rozwiπzaÒ w przód przez x. Charakteryzujemy zbiory Morse’a za pomocπ ciπgu (filtracji)
atraktorów [H5, Theorem 3.9, Theorem 3.11]. W klasycznej teorii Conleya kluczowym narzÍdziem do-
wodzenia równania Morse’a jest trójka indeksowa. Przypomnijmy, øe w przypadku wielowartoúciowym
pary indeksowe nie sπ przydatne - otoczenia izolujπce nie gwarantujπ istnienia par indeksowych [H1],
a konstrukcja indeksu opiera siÍ na s≥abych parach indeksowych. Dlatego dla pary repeler-atraktor kon-
struujemy s≥abπ trójkÍ indeksowπ [H5, Theorem 4.7]. Wykorzystujπc jπ dowodzimy równania Morse’a
[H5, Theorem 5.2], które uogólnia klasyczne nierównoúci Morse’a [H5, Corollary 5.4].

4.1.3. Zastosowania w dynamice próbkowanej.

4.1.3.1. Odwzorowanie wielowartoúciowe. Krótko przedstawimy schemat wykorzystania wielowarto-
úciowych uk≥adów dynamicznych do badania dynamiki próbkowanej. Rozpoczynamy od skonstruo-
wania kostkowej reprezentacji przestrzeni fazowej X w taki sposób, aby kaøda kostka maksymalnego
wymiaru Q zawiera≥a pewnπ liczbÍ punktów próbki. NastÍpnie konstruujemy kostkowe odwzorowanie
wielowartoúciowe F : X ( X, czyli odwzorowanie X – x ‘æ F (x) µ X, takie øe posy≥a ono kostkÍ
Q w moøliwie ma≥y acykliczny kostkowy nadzbiór {Q | f(x) œ Q}, gdzie f(x) oznacza zaobserwo-
wanπ wartoúÊ badanego uk≥adu dynamicznego w punkcie x i moøe byÊ zaszumiona. Moøna by≥oby
siÍ obawiaÊ, øe dyskretyzacja przestrzeni moøe spowodowaÊ sztywnoúÊ modelu. Na szczÍúcie tak nie
jest, poniewaø odwzorowania wielowartoúciowe z natury dopuszczajπ niejednoznaczne rozwiπzania nie
tylko wstecz, ale takøe w przód, co czyni je bardzo elastycznym materia≥em do modelowania skom-
plikowanej dynamiki. Ponadto niezmienniki topologiczne sπ stabilne. W zwiπzku z tym, utrzymujπc
rozmiar kostek na rozsπdnym poziomie, moøna oczekiwaÊ, øe dynamika wielowartoúciowa jest w stanie
odzwierciedliÊ modelowanπ dynamikÍ. Wreszcie, grupujπc dane sprawiamy, øe model jest odporny na
ma≥e perturbacje. Jest to szczególnie waøne, gdy dane sπ zaszumione lub niepewne, jak ma to miejsce
w wiÍkszoúci eksperymentów fizycznych.
Po skonstruowaniu odwzorowania wielowartoúciowego F moøemy skorzystaÊ z teorii indeksu Conleya
dla F , znaleüÊ otoczenia izolujπce, obliczyÊ interesujπce nas niezmienniki. Zauwaømy, øe obliczenia
sπ wykonalne, poniewaø odwzorowania kostkowe pozwalajπ na kombinatoryzacjÍ. Z punktu widzenia
badania dynamiki powyøsze obliczenia naleøy traktowaÊ jako czysto formalne, które same w sobie nie
gwarantujπ istnienia funkcji ciπg≥ej, która generowa≥aby dynamikÍ zgodnπ ze znalezionymi indeksami
Conleya. WiÍkszoúÊ pracy [H4] poúwiÍcona jest zagwarantowaniu, øe te formalne obliczenia faktycznie
prowadzπ do istnienia rodziny odwzorowaÒ, które generujπ obserwowanπ dynamikÍ. Warto podkreúliÊ,
øe ani w definicji indeksu Conleya, ani w metodach opisanych powyøej nie potrzebujemy ciπg≥ego
selektora odwzorowania F . W szczególnoúci F nie musi mieÊ øadnego ciπg≥ego selektora. Jest to istotne
w zastosowaniach naszej metody, czego doúwiadczyliúmy juø podczas pracy nad [9].
Przyjmijmy nastÍpujπcπ notacjÍ. W produkcie przestrzeni unormowanych X◊X rozwaøamy normÍ
maksimum. Przez B(F, Á) µ X ◊ X oznaczmy otwartπ Á-otoczkÍ wykresu F . Za [43, 41] mówimy,
øe funkcja ciπg≥a f : X æ X jest ciπg≥π Á-aproksymacjπ (wykresu) F : X ( X, jeúli f µ B(F, Á).
Zbiór ciπg≥ych Á-aproksymacji F oznaczamy przez aÁ(F ). Pokazujemy, øe indeks Conleya obliczony
dla acyklicznego górnie pó≥ciπg≥ego odwzorowania kostkowego F : X ( X pokrywa siÍ z indeksem dla
dowolnej funkcji f œ aÁ(F ), dla wszystkich Á œ (0, Á0), dla pewnego Á0 > 0. Ponadto podajemy dolne
ograniczenie dla Á0.
Indeks Conleya dostarcza informacji o dynamice miÍdzy innymi dziÍki temu, øe moøna go uøyÊ do
konstruowania semisprzÍøenia ze znanπ dynamikπ. Interesujπce sπ semisprzÍøenia ze znanπ dynamikπ,
bo oznacza to, øe badana dynamika jest co najmniej tak samo skomplikowana. W [H4] fakty te ilus-
trujemy przyk≥adami dla szeregów czasowych pochodzπcych z iteracji odwzorowaÒ typu Hénona. W
szczególnoúci zastosowaliúmy naszπ metodÍ do pokazania dynamiki chaotycznej oraz orbit okresowych.
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4.1.3.2. Dynamika kombinatoryczna. Od czasu, gdy Forman [35, 34] zaproponowa≥ kombinatoryczne
pola wektorowe na kompleksach symplicjalnych, znalaz≥y one liczne zastosowania. Jeden z powodów
tego sukcesu ma swoje korzenie w pierwotnej motywacji Formana. W swoich pracach stara≥ siÍ przenieúÊ
bogate teorie dynamiczne Morse’a [63] i Conleya [20] z przypadku ciπg≥ego na skoÒczony przypadek
kombinatoryczny kompleksu symplicjalnego. Okaza≥o siÍ to niezwykle przydatne do uzyskania wyników
kombinatorycznych za pomocπ pomys≥ów pochodzπcych z uk≥adów dynamicznych.
W szczególnoúci teoria Formana stanowi alternatywÍ podczas badania próbkowanych uk≥adów dyna-
micznych. Moøna wyeliminowaÊ konstruowanie równaÒ róøniczkowych jako etapu poúredniego w klasy-
cznym podejúciu do dynamiki próbkowanej i bezpoúrednio badaÊ kombinatorycznπ dynamikÍ pochod-
zπcπ z próbki [35, 34, 87, 54, 75]. Aby zrozumieÊ jakie podejúcie jest w≥aúciwe w konkretnym przypadku,
pomocne moøe byÊ wyjúcie poza wymianÍ abstrakcyjnych idei, co leøy u podstaw licznych badaÒ i szu-
kaÊ precyzyjnego zwiπzku miÍdzy dwiema teoriami - czysto kombinatorycznπ i klasycznπ. W pracy
[52] zapoczπtkowano badania nad formalnymi zwiπzkami miÍdzy dynamikπ wielowartoúciowπ w przy-
padku kombinatorycznym i w przypadku ciπg≥ym. Wybór dynamiki wielowartoúciowej jest naturalny,
poniewaø kombinatoryczne pola wektorowe w naturalny sposób generujπ dynamikÍ wielowartoúciowπ.
Co wiÍcej, w przypadku skoÒczonym takie zjawiska dynamiczne, jak zwiπzki homokliniczne lub he-
terokliniczne, nie sπ moøliwe w dynamice jednowartoúciowej. W [52] dowiedziono, øe dla dowolnego
kombinatorycznego pola wektorowego na kolekcji sympleksów kompleksu symplicjalnego moøna skon-
struowaÊ odwzorowanie wielowartoúciowe o wartoúciach acyklicznych, górnie pó≥ciπg≥e, okreúlone na
geometrycznej realizacji kompleksu, którego dynamika na poziomie zbiorów niezmienniczych wykazuje
takπ samπ z≥oøonoúÊ jak dynamika pola wektorowego. Dok≥adniej, wprowadzajπc pojÍcie zbiorów niez-
miennych izolowanych w przypadku dyskretnym pokazano, øe kaødy zbiór niezmienniczy izolowany
kombinatoryczne pole wektorowe odpowiada pewnemu zbiorowi niezmienniczemu izolowanemu w kla-
sycznym wielowartoúciowym sensie. Przedstawiono równieø odpowiednioúÊ miÍdzy kombinatorycznπ i
klasycznπ dynamikπ wielowartoúciowπ na poziomie trajektorii.
Okaza≥o siÍ, øe aby pokazaÊ formalne zwiπzki na poziomie indeksu Conleya, potrzebna jest teoria
indeksu Conleya dla dyskretnych wielowartoúciowych uk≥adów dynamicznych zaproponowana w [H1].
W [H3] rozszerzamy badania wykazujπc, øe opisana powyøej korespondencja pozostaje w mocy dla
indeksów Conleya odpowiadajπcych sobie zbiorów niezmienniczych izolowanych oraz globalnych des-
kryptorów dynamiki - rozk≥adów Morse’a i grafów Conleya-Morse’a [3, 15].

4.1.4. Perspektywy badawcze. Rozwijana teoria otwiera perspektywy dla dalszych badaÒ. W [9]
proponujemy nowπ procedurÍ, która majπc rzadkie dane generowane przez stacjonarny deterministycz-
ny nieliniowy uk≥ad dynamiczny potrafi scharakteryzowaÊ szczegó≥owe lokalne i/lub globalne zachowa-
nia dynamiczne z równoczesnym úcis≥ym oszacowaniem gwarancji probabilistycznych. Precyzyjniej,
startujπc od rzadkich danych konstruujemy model statystyczny oparty na procesach gaussowskich
(GP). GP jest uøywany, by zdefiniowaÊ wielowartoúciowy uk≥ad dynamiczny. Dynamika modelu jest
badana z uøyciem rozwijanej teorii indeksu Conleya dla dyskretnych wielowartoúciowych uk≥adów
dynamicznych oraz metod kombinatorycznych i charakteryzowana jest za pomocπ indeksów Conleya
i rozk≥adów Morse’a. Rozk≥ady zmiennych losowych procesu gaussowskiego a posteriori dostarczajπ
ograniczenia od do≥u na ufnoúÊ statystycznπ, øe te niezmienniki topologiczne, a zatem charakterystyka
dynamiki, obowiπzujπ dla badanego uk≥adu dynamicznego. W pracy tej skupiamy siÍ na opisaniu idei,
dlatego przedstawiamy przyk≥ady uk≥adów jednowymiarowych i pokazujemy jak uchwyciÊ istnienie
punktów sta≥ych, orbit okresowych, orbit ≥πczπcych, bistabilnoúci i dynamiki chaotycznej.
Wyniki teoretyczne w [9] sπ zasadniczo niezaleøne od wymiaru. Zastosowania dla uk≥adów wyøej
wymiarowych sπ w toku. Zauwaøamy, øe im wyøszy wymiar, tym bardziej istotne jest to, øe teoria
indeksu Conleya dla odwzorowaÒ wielowartoúciowych nie wymaga restrykcyjnej izolacji ani istnienia
ciπg≥ych selektorów. DziÍki temu model wielowartoúciowy nie prowadzi do nadmiernych przeszacowaÒ.
Dalsze badania dotyczπce dynamiki próbkowanej ≥πczπ modelowanie statystyczne z kombinatorycz-
nymi polami multiwektorowymi. We wspólnej pracy z doktorantem Damianem Sadowskim, uøywajπc
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procesu gaussowskiego dopasowanego do danych, konstruujemy kombinatoryczne pole multiwektoro-
we, z którego dostajemy deskryptory dynamiki. Eksperymenty sπ obiecujπce. Rozk≥ady a posteriori
dajπ nadziejÍ na uzyskanie oszacowaÒ ufnoúci obliczanych niezmienników topologicznych.

4.2. Szersze omówienie wyników

4.2.1. Wprowadzenie. Niech Z, Z+ i Z≠ oznaczajπ odpowiednio zbiory liczb ca≥kowitych, ca≥kowi-
tych nieujemnych i ca≥kowitych niedodatnich. Przez przedzia≥ w Z rozumiemy przeciÍcie Z z domkniÍ-
tym przedzia≥em w R. Niech In := {1, 2, . . . , n} dla n ˇ 1 i niech Zp := {0, 1, . . . , p ≠ 1}, dla p ˇ 2,
oznacza grupÍ topologicznπ z dodawaniem modulo p i topologiπ dyskretnπ.
Jeúli A jest podzbiorem przestrzeni topologicznej X, to przez intX A i clX A oznaczamy odpowiednio
wnÍtrze i domkniÍcie A w X. Opuszczamy oznaczenie przestrzeni ilekroÊ jasno wynika ona z kontekstu.
CzÍsto rozwaøamy pary przestrzeni topologicznych, dlatego dla prostoty oznaczamy je jednπ wielkπ
literπ. Wówczas pierwszy i drugi element pary sπ oznaczane tπ samπ literπ z indeksem dolnym odpo-
wiednio 1 i 2. Innymi s≥owy, jeúli P jest parπ przestrzeni, to P = (P1, P2) i P1, P2 sπ przestrzeniami
topologicznymi. Konsekwentnie regu≥Í tÍ rozszerzamy na dowolnπ relacjÍ R miÍdzy parami P i Q, tzn.
dowolne stwierdzenie, øe pary P i Q sπ w relacji R oznacza, øe Pi jest w relacji R z Qi dla i = 1, 2.
Zgodnie z tπ ogólnπ zasadπ, ilekroÊ mówimy, øe F jest odwzorowaniem par P i Q, oznacza to, øe F
odwzorowuje Pi w Qi dla i = 1, 2.
Niech X, Y bÍdπ przestrzeniami topologicznymi. Przez F : X ( Y oznaczamy funkcjÍ wielowar-
toúciowπ, czyli funkcjÍ F : X – x ‘æ F (x) œ P(Y ), gdzie P(Y ) jest zbiorem potÍgowym zbioru Y .
Odwzorowanie wielowartoúciowe F jest górnie pó≥ciπg≥e, jeúli duøy przeciwobraz przez F dowolnego
zbioru domkniÍtego B µ Y , tzn. zbiór F≠1(B) := {x œ X | F (x) fl B ”= ÿ}, jest domkniÍty. Jest
to równowaøne temu, øe zbiór {x œ X | F (x) µ B}, zwany ma≥ym przeciwobrazem B, jest otwarty
dla dowolnego zbioru otwartego B µ Y . Przypomnijmy, øe kaøde odwzorowanie górnie pó≥ciπg≥e o
wartoúciach zwartych ma domkniÍty wykres i posy≥a zbiory zwarte w zbiory zwarte. Jeúli F jest górnie
pó≥ciπg≥e, to jego efektywna dziedzina, czyli zbiór dom(F ) := {x œ X | F (x) ”= ÿ}, jest domkniÍta.
Funkcjπ odwrotnπ do funkcji wielowartoúciowej F : X ( Y jest funkcja wielowartoúciowa F≠1 : Y ( X
dana warunkiem

x œ F≠1(y) wtedy i tylko wtedy, gdy y œ F (x).
Obraz zbioru A µ X przez F definiujemy jako F (A) :=

t
{F (x) | x œ A}. Jeúli F : X ( Y i

G : Y ( Z, to z≥oøenie G ¶ F : X ( Z zdefiniowane jest jako
(G ¶ F )(x) :=

€
{G(y) | y œ F (x)} dla x œ X.

W ca≥ej pracy utoøsamiamy odwzorowanie F z jego wykresem {(x, y) œ X◊Y | y œ F (x)}. Zaintereso-
wani bÍdziemy odwzorowaniami wielowartoúciowymi przestrzeni w siebie F : X ( X. Wówczas przez
F k, dla k œ Z+ \ {0}, rozumiemy z≥oøenie k kopii F , gdy k jest dodatnie lub ≠k kopii odwzorowania
odwrotnego do F , gdy k jest ujemne.

4.2.2. Praca [H1]: S≥abe pary indeksowe i indeks Conleya dla dyskretnych wielowartoúcio-
wych uk≥adów dynamicznych. Niech X bÍdzie przestrzeniπ topologicznπ. Przypomnijmy, øe górnie
pó≥ciπg≥e odwzorowanie wielowartoúciowe F : X ◊Z ( X o wartoúciach zwartych nazywamy dyskret-
nym wielowartoúciowym uk≥adem dynamicznym [50, Definition 2.1], gdy:
(i) dla kaødego x œ X, F (x, 0) = {x},
(ii) dla wszystkich n,m œ Z takich, øe nm ˇ 0 i wszystkich x œ X, F (F (x, n),m) = F (x, n+m),
(iii) dla wszystkich x, y œ X, y œ F (x,≠1)… x œ F (y, 1).

Dla wygody naduøywamy notacji, k≥adπc F (x) := F (x, 1). Majπc przedzia≥ I µ Z (niekoniecznie
ograniczony) zawierajπcy 0, odwzorowanie jednowartoúciowe ‡ : I æ X nazywamy rozwiπzaniem dla
F przez x œ X, gdy ‡(0) = x i ‡(n+ 1) œ F (‡(n)) dla n, n+ 1 œ I. Zauwaømy, øe moøe istnieÊ wiele
rozwiπzaÒ przez dany punkt x œ X. Dla zbioru zwartego N µ X definiujemy jego czÍúÊ niezmienniczπ
InvN := {x œ N | ÷‡ : Z æ X rozwiπzanie dla F przez x, takie øe im‡ µ N}. Mówimy, øe S µ X
jest niezmienniczy, jeúli S = InvN .
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Istnieje wiele uk≥adów dynamicznych, dla których ani obliczenia analityczne, ani úcis≥a analiza nu-
meryczna, nie sπ moøliwe. Moøe tak byÊ z wielu powodów. Ca≥kowity brak modelu matematycznego,
niewystarczajπca znajomoúÊ parametrów lub skomplikowane globalne nieliniowoúci, mogπ ca≥kowicie
uniemoøliwiÊ obliczenia. A gdy model jest dostÍpny, wraøliwa zaleønoúÊ od warunków poczπtkowych,
puchnπce oszacowania b≥Ídów lub brak wystarczajπcej mocy obliczeniowej, mogπ uniemoøliwiÊ úcis≥π
analizÍ numerycznπ. Dlatego, czÍsto, próbkowanie uk≥adu dynamicznego jest jedynym sposobem na
wydobycie jakiejkolwiek wiedzy o systemie. Przez próbkowanie rozumiemy kolekcjonowanie skoÒczo-
nej iloúci punktów i ich przybliøonych obrazów przez generator uk≥adu dynamicznego. Moøe to zostaÊ
zrobione poprzez eksperyment fizyczny lub numeryczny, jeúli dostÍpne sπ wystarczajπce informacje o
uk≥adzie. Wówczas rodzi siÍ pytanie, czy ta skoÒczona iloúÊ danych wystarczy, aby uzyskaÊ pewnπ glo-
balnπ, ogólnπ informacjÍ na temat uk≥adu i jak to zrobiÊ. W pe≥nej ogólnoúci jest to trudne, szczególnie
w przypadku dynamiki chaotycznej, gdy swoiste problemy uk≥adów chaotycznych potÍgowane sπ przez
szum, dryft parametrów i b≥Ídy eksperymentalne.
W tej sytuacji zgrubnoúÊ niezmienników topologicznych, takich jak indeks Conleya, czy homologie
persystentne [32], okazujπ siÍ pomocne. W szczególnoúci [61] pokazuje, øe indeks Conleya w po≥πczeniu
z podejúciem wielowartoúciowym mogπ byÊ wystarczajπce, by wykryÊ dynamikÍ chaotycznπ w danych
eksperymentalnych. Natomiast w [31] pokazano, øe wartoúci w≥asne odwzorowania indukowanego w
homologiach moøna zrekonstruowaÊ na podstawie bardzo ma≥ej próbki funkcji ciπg≥ej za pomocπ tech-
niki zwanej persystencjπ. Oba artyku≥y dotyczπ podobnej sytuacji, którπ z grubsza moøna opisaÊ w
nastÍpujπcy sposób.
Za≥óømy, øe X µ Rd jest nieznanπ przestrzeniπ, f : X æ X jest generatorem nieznanego uk≥adu
dynamicznego, A µ X jest skoÒczonym zbiorem powsta≥ym przez próbkowanie X i g := f|A : A æ
X jest próbkπ wartoúci f na A. Zauwaømy, øe w bardziej realistycznej sytuacji zbiór A moøe leøeÊ
jedynie w pobliøu X, a wykres g w pobliøu wykresu f . Podobnie jak w [61], próbka taka moøe byÊ
efektem szeregu pomiarów. Rekonstrukcja moøe przyjπÊ formÍ odwzorowania symplicjalnego, jak w
[31], albo odwzorowania wielowartoúciowego, jak w [61], skonstruowanego w nastÍpujπcy sposób. W Rd
rozwaøamy siatkÍ - kolekcjÍ zwartych acyklicznych zbiorów, np. kostek (formalnπ definicjÍ siatki znaleüÊ
moøna np. w [73]). Za≥óømy, øe dla skoÒczonej rodziny A elementów siatki potrafimy skonstruowaÊ
moøliwie ma≥y zbiór acykliczny acA µ Rd taki, øe

t
A µ acA. W przypadku siatki kostkowej moøe

to byÊ najmniejszy prostopad≥oúcian zawierajπcy wszystkie kostki zbioru A. Niech K oznacza rodzinÍ
elementów siatki, której przeciÍcie z A jest niepuste i za≥óømy, øe elementy siatki i/lub próbka A sπ
wystarczajπco duøe, aby X µ

t
K. Zdefiniujmy kombinatoryczne odwzorowanie wielowartoúciowe

G : K – Q ‘æ {P œ K | ÷x œ Q : g(x) œ P } µ K.

i odwzorowanie wielowartoúciowe

(1) F : X – x ‘æ ac

Q

a
€

xœQœK
G(Q)

R

b µ Rd.

Nie jest trudno udowodniÊ, øe F jest górnie pó≥ciπg≥e i g(x) œ F (x) dla x œ A. Nie moøemy jednak
oczekiwaÊ, øe f bÍdzie selektorem F , tzn. f(x) œ F (x) dla kaødego x œ X. Co gorsza, nie moøemy
oczekiwaÊ, øe F w ogóle ma jakikolwiek ciπg≥y selektor.
Natomiast w metodzie zaproponowanej w [61] wymaga siÍ istnienia ciπg≥ego selektora, poniewaø
podejúcie opiera siÍ na indeksie Conleya dla odwzorowaÒ (jednowartoúciowych) ciπg≥ych, a nie na in-
deksie Conleya dla odwzorowaÒ wielowartoúciowych. Odwzorowanie wielowartoúciowe F uøywane jest
w [61] tylko po to, aby skonstruowaÊ tak zwanπ parÍ indeksowπ. Jest ona potrzebna do obliczenia
indeksu Conleya dla ciπg≥ego selektora. W praktyce wymóg istnienia ciπg≥ego selektora czÍsto zawodzi
z powodu niewystarczajπcej iloúci danych i lokalnej zmiennoúci f . Jako úrodek zaradczy moøna próbo-
waÊ powiÍkszyÊ wartoúci F , aby zagwarantowaÊ istnienie selektora ciπg≥ego. Jednak takie powiÍkszenie
czÍsto prowadzi do przeszacowania i utraty izolowania. Alternatywπ jest zastosowanie teorii indeksu
Conleya bezpoúrednio do odwzorowania wielowartoúciowego F skonstruowanego z danych eksperymen-
talnych i rozszerzenie wyników na nieznany generator f za pomocπ w≥asnoúci kontynuacji. Konstrukcja
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indeksu w [50, 96] nie wymaga istnienia ciπg≥ych selektorów. Niestety, oparta jest na bardzo restrykcy-
jnej definicji otoczenia izolujπcego. Przypomnijmy, øe zgodnie z [50], zbiór zwarty N jest otoczeniem
izolujπcym dla odwzorowania wielowartoúciowego F , jeúli

(2) dist(InvN, bdN) > max{diamF (x) | x œ N}.
W praktyce trudno jest spe≥niÊ ten warunek, poniewaø kontrolowanie rozmiaru wartoúci F jest albo
bardzo drogie albo po prostu niemoøliwe. Aby uniknπÊ niejednoznacznoúci, odtπd otoczenie izolujπce
w sensie (2) nazywaÊ bÍdziemy otoczeniem silnie izolujπcym.
Celem naszej pracy jest opracowanie teorii indeksu Conleya dla dyskretnych wielowartoúciowych
uk≥adów dynamicznych przy minimalnych wymaganiach dotyczπcych odwzorowaÒ wielowartoúciowych,
w szczególnoúci nie bÍdziemy zak≥adaÊ istnienia ciπg≥ych selektorów oraz przy znacznie s≥abszym wa-
runku izolowania.

Definition 1. [H1, Definition 4.1, 4.2] Zbiór zwarty N µ X jest otoczeniem izolujπcym dla F , jeúli
InvN µ intN . Zbiór zwarty S µ X nazywamy niezmienniczym wzglÍdem F , gdy S = InvS. Na-
zywamy go zbiorem niezmienniczym izolowanym, jeúli istnieje otoczenie izolujπce N dla F takie, øe
S = InvN .

Rozpocznijmy od zilustrowania problemu naszymi przyk≥adami: [H1, Example 2.1], [H1, Example
2.2] oraz przyk≥adem wprowadzajπcym w [H4] (por. [H4, Figure 1]).
W [H1, Example 2.1] definiujemy funkcjÍ wielowartoúciowπ kostkowπ sfery w siebie F : S1 ( S1,
takπ øe: F nie ma ciπg≥ego selektora, F ma niepusty zbiór niezmienniczy izolowany S (zawierajπcy 0)
z otoczeniem izolujπcym N , N nie jest otoczeniem silnie izolujπcym dla F oraz N przestaje byÊ otocze-
niem izolujπcym, jeúli powiÍkszymy wartoúci F , tak by F dopuszcza≥o ciπg≥y selektor. Odwzorowanie
F jest skonstruowane przez próbkowanie funkcji f : S1 æ S1 danej wzorem f(x) = 2x. Próbka sk≥ada
siÍ z 16 punktów. Indeks Conleya zbioru S dla F jest taki sam jak indeks Conleya {0} dla f [H1,
Example 8.1]. Pokazuje to, øe tak skonstruowane F i N dla kilku punktów wystarczajπ, aby poprawnie
zidentyfikowaÊ hiperboliczny punkt sta≥y wzglÍdem f , podczas gdy nie jest to moøliwe ani przy uøyciu
teorii Conleya dla selektorów ciπg≥ych, ani teorii dla silnie izolowanych zbiorów niezmienniczych.
W [H1, Example 2.2] uøywamy tych samych odwzorowaÒ f i F . Znajdujemy zbiór niezmienniczy
izolowany S, który nie jest zbiorem niezmienniczym silnie izolowanym i zawiera 2-okresowπ orbitÍ dla
f . W [H1, Example 8.2] pokazujemy, øe indeks Conleya zbioru S dla F jest taki sam jak indeks Conleya
dla orbity 2-okresowej wzglÍdem f . Zatem siatka sk≥adajπca siÍ z 16 równych przedzia≥ów wystarczy,
aby wybraÊ S jako zbiór izolowany niezmienniczy, ale nie jako zbiór silnie izolowany niezmienniczy.
W [H4] wyjaúniamy filozofiÍ naszego podejúcia do problemu rekonstrukcji dynamiki kolejnym przy-
k≥adem (por. [H4, Figure 1]). Za≥óømy, øe zebraliúmy próbkÍ { (x, y) œ [0, 1]◊ [0, 1] } pochodzπcych
z pewnego nieznanego uk≥adu dynamicznego na przedziale jednostkowym. Interpretujemy te dane ja-
ko üród≥o informacji o wykresie funkcji ciπg≥ej f : [0, 1] æ [0, 1] i zadajemy sobie pytanie: czy z tych
danych moøemy wydobyÊ informacjÍ o dynamice generowanej przez f? Odpowiedü jest twierdzπca.
Rzeczywiúcie, przy niewielkich za≥oøeniach moøemy stwierdziÊ, øe istniejπ atraktory, które zawierajπ
punkty sta≥e w przedzia≥ach [0, 14 ] i [

3
4 , 1] oraz istnieje niestabilny zbiór niezmienniczy, równieø zawier-

ajπcy punkt sta≥y w przedziale [38 ,
5
8 ]. Wyniki te uzyskujemy konstruujπc na podstawie danych górnie

pó≥ciπg≥π acyklicznπ funkcjÍ wielowartoúciowπ F : [0, 1]( [0, 1]. Otrzymana funkcja F nie ma ciπg≥ego
selektora. Co wiÍcej, najmniejsze jej rozszerzenie dopuszczajπce ciπg≥y selektor spe≥niajπcy f(12) =

1
2

skutkuje zbyt zgrubnym przybliøeniem dynamiki, tzn. nie dopuszcza otoczenia izolujπcego dla punktu
sta≥ego x = 12 , poniewaø identycznoúÊ jest jednym z selektorów.
G≥ównym narzÍdziem konstruowania indeksu Conleya zarówno dla potoków jak i dyskretnych uk≥a-
dów dynamicznych jest para indeksowa [H1, Definition 4.5]. Para indeksowa jest równieø skutecznym
narzÍdziem w badaniu dyskretnych wielowartoúciowych uk≥adów dynamicznych, gdy rozwaøa siÍ otoc-
zenia silnie izolujπce. Jednak, jak pokazuje [H1, Example 4.6], narzÍdzie to nie jest dla nas przydatne,
poniewaø zbiory niezmiennicze izolowane w sensie definicji 1 ([H1, Definition 4.1]) nie gwarantujπ ist-
nienia par indeksowych. Aby pokonaÊ tÍ przeszkodÍ, adaptujemy do naszych potrzeb pojÍcie s≥abej
pary indeksowej wprowadzone w [74], co uogólnia pojÍcie pary indeksowej [H1, Theorem 4.8].
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Definition 2. [H1, Definition 4.7] ParÍ P = (P1, P2) zbiorów zwartych P2 µ P1 µ N nazywamy s≥abπ
parπ indeksowπ w N , gdy
(a) F (Pi) flN µ Pi dla i œ {1, 2},
(b) bdF P1 := clP1 fl cl(F (P1) \ P1) µ P2,
(c) InvN µ int(P1 \ P2),
(d) P1 \ P2 µ intN .

Konstrukcja indeksu Conleya w [H1] opiera siÍ na s≥abych parach indeksowych. Pierwszym krokiem
w tym kierunku jest nastÍpujπce twierdzenie.

Theorem 3. [H1, Theorem 4.12] Niech N bÍdzie otoczeniem izolujπcym dla F . Dla kaødego otoczenia
W zbioru InvN istnieje s≥aba para indeksowa P w N taka, øe P1 \ P2 µW .

Wymagamy, aby generator F : X ( X dyskretnego wielowartoúciowego uk≥adu dynamicznego,
obciÍty do odpowiednich par zbiorów, indukowa≥ homomorfizm w kohomologiach. Dlatego zak≥adamy,
øe F jest okreúlone przez dany morfizm (determined by morphism) (por. [42, 41]). Przypomnijmy,
øe do tej klasy naleøy w szczególnoúci dowolna jednowartoúciowa funkcja ciπg≥a, jak równieø dowolne
z≥oøenie funkcji acyklicznych, tzn. funkcji górnie pó≥ciπg≥ych o zwartych i acyklicznych wartoúciach.
Dla s≥abej pary indeksowej P w otoczeniu izolujπcym N k≥adziemy

T (P ) := TN (P ) := (P1 fi (X \ intN), P2 fi (X \ intN)).

Lemma 4. [H1, Lemma 6.1] Jeúli P jest s≥abπ parπ indeksowπ dla F w N , to
(i) F (P ) µ T (P ),
(ii) inkluzja iP,T (P ) : P æ T (P ) indukuje izomorfizm w kohomologiach Alexandera-Spaniera.

Zatem obciÍcie F do P jest odwzorowaniem par FP,T (P ) : P ( T (P ) i moøemy zdefiniowaÊ endomor-
fizm IP : Hú(P )æ Hú(P ) wzorem IP := Hú(FP,T (P )) ¶Hú(iP )≠1, zwany odwzorowaniem indeksowym
zwiπzanym ze s≥abπ parπ indeksowπ P [H1, Definition 6.2].
Para (Hú(P ), IP ) jest przyk≥adem obiektu z kategorii endomorfizmów Endo(E) zdefiniowanej w nas-
tÍpujπcy sposób. Majπc kategoriÍ E , obiekty w Endo(E) sπ parami (E, e) z E jako obiektem w E
i e : E æ E jako morfizmem w E. Morfizm Ï : (E, e)æ (EÕ, eÕ) w Endo(E), to morfizm Ï : E æ E w
E , taki øe Ïe = eÕÏ. Aby wydobyÊ informacjÍ z pary (Hú(P ), IP ), która jest niezmiennikiem InvN , po-
trzebny jest funktor normalny N : Endo(E)æ E Õ, czyli funktor który posy≥a endomorfizm e, rozpatry-
wany jako morfizm e : (E, e)æ (E, e) w Endo(E), w izomorfizm w E Õ. Istnienie uniwersalnego funktora
normalnego dla dowolnej kategorii E gwarantuje wynik A. Szymczaka [98]. W praktyce wybiera siÍ funk-
tor normalny, który jest ≥atwy do obliczenia. Przyk≥adem takiego funktora normalnego jest functor Le-
ray [67]. Niech Mono(E) i Auto(E) oznaczajπ pe≥ne podkategorie Endo(E), których obiekty majπ postaÊ
(E, e), gdzie e jest odpowiednio mono– lub izomorfizmem w E . Po≥óømy LM(E, e) := (E/ gker e, eÕ),
gdzie gker e =

tŒ
n=1 ker e

n i eÕ to odwzorowanie indukowane w przestrzeni ilorazowej. To definiuje
funktor LM : Endo(E) æ Mono(E). Definiujemy kolejny funktor LI : Mono(E) æ Auto(E), jako
LI(M,m) := (gimm,mÕÕ), gdzie gimm =

uŒ
n=1m

n(M) i mÕÕ to obciÍcie m do gimm. Wtedy funktor
Leray L : Endo(E) æ Auto(E) dany jest jako z≥oøenie L := LI ¶ LM . Po wiÍcej informacji na temat
funktorów normalnych i ich zastosowaniach w konstrukcji indeksu Conleya odsy≥amy czytelnika do
[71, 72].
Funktor Leray pozwala nam zdefiniowaÊ (ko)homologiczny indeks Conley’a zbioru niezmienniczego
izolowanego S.

Definition 5. [H1, Definition 6.3]. Modu≥ L(Hú(P ), IP ) nazywamy kohomologicznym indeksem Con-
leya zbioru S i oznaczany przez C(S, F ) lub po prostu przez C(S), jeúli F wynika jasno z kontekstu.

PoprawnoúÊ definicji gwarantujπ twierdzenie 3 [H1, Theorem 4.12] i nastÍpujπce twierdzenie.

Theorem 6. [H1, Theorem 5.5]. Niech S bÍdzie zbiorem niezmienniczym izolowanym. Wtedy C(S, F )
nie zaleøy od wyboru otoczenia izolujπcego N dla S ani od s≥abej pary indeksowej P w N .
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Warto zauwaøyÊ, øe funktor Leray lub inny funktor normalny jest potrzebny tylko do konstrukcji
indeksu Conleya dla uk≥adów dynamicznych z czasem dyskretnym (iteracje odwzorowaÒ). Powodem
jest to, øe w przeciwieÒstwie do przesuniÍcia wzd≥uø trajektorii potoku, funkcja nie musi byÊ homo-
topijna z identycznoúciπ. Jeúli odwzorowanie jest homotopijne z identycznoúciπ, to moøna pokazaÊ,
øe odwzorowanie indukowane w Hú(P )/ gker IP jest identycznoúciπ i w konsekwencji redukcja Leray
(Hú(P ), IP ) moøe byÊ utoøsamiona z Hú(P ) [69].
WiÍkszoúÊ pracy [H1] poúwiÍcona jest dowodowi twierdzenia 6 [H1, Theorem 5.5]. Wymaga≥o to
udowodnienia szeregu lematów pomocniczych pokazujπcych róøne w≥asnoúci s≥abych par indeksowych.
Zaproponowana definicja indeksu Conleya dla dyskretnych wielowartoúciowych uk≥adów dynamicz-
nych w [H1] uogólnia wczeúniejsze definicje [H1, Theorem 6.5].
S≥aba para indeksowa wprowadzona w [H1] dla wielowartoúciowych dyskretnych uk≥adów dynamicz-
nych jest bezpoúrednim rozszerzeniem s≥abej pary indeksowej wprowadzonej w [74] dla jednowartoúcio-
wych dyskretnych uk≥adów dynamicznych. W przypadku jednowartoúciowym s≥abe pary indeksowe nie
sπ potrzebne øeby skonstruowaÊ indeks Conleya. Zosta≥y one wprowadzone w celu poprawy skutecz-
noúci obliczania indeksu Conleya. Jak juø wspominaliúmy, inaczej jest w przypadku wielowartoúciowym,
w którym klasyczne pary indeksowe mogπ nie istnieÊ, chyba øe przyjmiemy bardzo restrykcyjnπ silnπ
izolacjÍ. Ale odpowiednia modyfikacja przestrzeni fazowej i wielowartoúciowego uk≥adu dynamicznego
poza otoczeniem zbioru niezmienniczego izolowanego gwarantuje istnienie pary indeksowej. Modyfi-
kacja polega na trzymaniu dynamiki wychodzπcej z otoczenia izolujπcego N z dala od N . Technika
uøyta do skonstruowania zmodyfikowanej dynamiki pochodzi z [66, 77, 96], gdzie jest uøywana do
przezwyciÍøenia nieco innych trudnoúci technicznych. Za≥óømy, øe X jest lokalnie zwartπ przestrzeniπ
normalnπ, a F : X ( X jest dyskretnym wielowartoúciowym uk≥adem dynamicznym. Dla zbioru
niezmienniczego izolowanego S, otoczenia izolujπcego N i s≥abej pary indeksowej P w N , moøna skon-
struowaÊ przestrzeÒ X̄ i dyskretny wielowartoúciowy uk≥ad dynamiczny F̄ : X̄ ( X̄, dla którego
istnieje zbiór niezmienniczy izolowany S̄ µ X̄, taki øe C(S, F ) = C(S̄, F̄ ) [H1, Theorem 7.6] oraz S̄
jest silnie izolowany dla F̄ [H1, Theorem 7.7]. W konsekwencji S̄ dopuszcza parÍ indeksowπ.

4.2.3. Praca [H2]: W≥asnoúci indeksu. W [H2] badamy w≥asnoúci indeksu Conleya zdefiniowanego
w [H1]. Dowodzimy w≥asnoúci: Waøewskiego, addytywnoúci, homotopii (kontynuacji) i przemiennoúci.
Ponadto przedstawiamy prostπ konstrukcjÍ s≥abej pary indeksowej w bloku izolujπcym.

4.2.3.1. S≥abe pary indeksowe w blokach izolujπcych. NiechX bÍdzie lokalnie zwartπ przestrzeniπ Haus-
dorÄa, a F : X ( X dyskretnym wielowartoúciowym uk≥adem dynamicznym.

Definition 7. [H2, Definition 4.1] Zbiór zwarty N jest blokiem izolujπcym wzglÍdem F , jeúli

N fl F (N) fl F≠1(N) µ intN,

gdzie F≠1(N) oznacza duøy przeciwobraz N wzglÍdem F .

Blok izolujπcy jest otoczeniem izolujπcym (implikacja przeciwna nie zachodzi) [H2, Theorem 4.2],
wiÍc dopuszcza s≥abπ parÍ indeksowπ. Ale w bloku izolujπcym jej konstrukcja jest znacznie prostsza.

Theorem 8. [H2, Theorem 4.4] Niech N bÍdzie blokiem izolujπcym wzglÍdem F i niech U bÍdzie
otwartym otoczeniem F (N) fl F≠1(N) fl N z clU µ intN . Wtedy pary P1 := (F (N) fl N) fi clU
i P2 := F (N) fl bdN tworzπ s≥abπ parÍ indeksowπ P := (P1, P2) w N .

Za≥oøenie, øe P1 zawiera zwarte otoczenie F (N) fl F≠1(N) fl N , jest konieczne [H2, Example 4.5].
Z twierdzenia 8 [H2, Theorem 4.4] korzystamy w [H4].

4.2.3.2. W≥asnoúÊ Waøewskiego i w≥asnoúÊ addytywnoúci indeksu Conleya. Za≥óømy, øe X jest lokal-
nie zwartπ przestrzeniπ metryzowalnπ, a F : X ( X jest dyskretnym wielowartoúciowym uk≥adem
dynamicznym.
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W≥asnoúÊ Waøewskiego. W≥asnoúÊ Waøewskiego jest odpowiednikiem zasady Waøewskiego w teorii
indeksu Conleya. Jest to podstawowe kryterium lokalizacji niepustych zbiorów niezmiennych.

Theorem 9. (W≥aúciwoúÊWaøewskiego) Niech S bÍdzie zbiorem niezmienniczym izolowanym wz-
glÍdem F . Jeúli C(S, F ) ”= 0, to S ”= ÿ.

Podobnie jak w przypadku jednowartoúciowym, dowód jest natychmiastowy.

W≥asnoúÊ addytywnoúci. [H2, Example 5.2] pokazuje, øe inaczej niø dla jednowartoúciowych uk≥adów
dynamicznych lub wielowartoúciowych dla zbiorów niezmienniczych silnie izolowanych, suma dwóch
roz≥πcznych zbiorów niezmienniczych izolowanych nie musi byÊ zbiorem niezmienniczym izolowanym.
Niemniej jednak, zachodzi odpowiednio przeformu≥owana w≥aúciwoúÊ addytywnoúci.

Theorem 10. [H2, Theorem 5.3] (W≥aúciwoúÊ addytywnoúci) Niech zbiór niezmienniczy izolo-
wany S dla dyskretnego wielowartoúciowego uk≥adu dynamicznego F na lokalnie zwartej przestrzeni
metryzowalnej bÍdzie roz≥πcznπ sumπ dwóch zbiorów niezmienniczych izolowanych S1 i S2. Za≥óømy,
øe

(3) F (Si) fl Sj = ÿ dla i, j = 1, 2, i ”= j.
Wtedy C(S, F ) = C(S1, F )◊ C(S2, F ) (definicja iloczynu ◊ - por. [67, Proposition 4.5]) .

Zauwaømy, øe jeúli F jest funkcjπ jednowartoúciowπ, to roz≥πcznoúÊ zbiorów niezmienniczych izolo-
wanych S1 i S2 implikuje warunek (3). £atwo zauwaøyÊ, øe jest tak równieø dla wielowartoúciowych
uk≥adów dynamicznych dla zbiorów niezmienniczych silnie izolowanych. Jednak [H2, Example 5.4]
pokazuje, øe w pe≥nej ogólnoúci warunek (3) jest istotny dla w≥aúciwoúci addytywnoúci. Nawet jeúli su-
ma dwóch roz≥πcznych zbiorów niezmienniczych izolowanych jest zbiorem niezmienniczym izolowanym,
jego indeks Conleya niekoniecznie jest równy iloczynowi jego sk≥adników. Powodem jest to, øe suma
dwóch zbiorów niezmienniczych izolowanych moøe zwieraÊ trajektorie ≥πczπce oba zbiory.
Dla dowodu twierdzenia 10 [H2, Theorem 5.3] nie moøemy powtórzyÊ rozumowania uøytego w przy-
padku jednowartoúciowym, poniewaø w dowodzie [67, Theorem 2.12] istotne jest, øe dla dowolnych
roz≥πcznych zbiorów niezmienniczych izolowanych S1, S2 moøna wybraÊ otoczenia izolujπce i pary in-
deksowe P 1, P 2, tak øe F (P 12 ) i F (P

2
2 ) sπ roz≥πczne, wtedy pary P

1
i
fi F (P 12 ) i P 2i fi F (P 22 ), i = 1, 2,

uøyte do budowy odwzorowaÒ indeksowych sπ roz≥πczne. Nazwijmy tymczasowo takie odwzorowania
indeksowe odseparowanymi. Zauwaømy, øe w przypadku wielowartoúciowym tak nie jest, nawet jeúli
roz≥πczne zbiory niezmiennicze izolowane spe≥niajπ warunek (3). Aby pokonaÊ tÍ przeszkodÍ, w naszym
dowodzie uøywamy konstrukcji rozszerzonego dyskretnego wielowartoúciowego uk≥adu dynamicznego
zaproponowanej w [H1, Section 7]. Konstruujemy przestrzeÒ X(P ) dla odpowiednio ma≥ego otoczenia
izolujπcegoN sumy S1fiS2 i s≥abe pary indeksowej P wN . NastÍpnie rozwaøamy odpowiednie w≥oøenia
Si
Õ wyjúciowych zbiorów niezmienniczych izolowanych Si, i = 1, 2, w X(P ) - jedno z nich na poziomie
0, a drugie na poziomie 1. W≥oøenia sπ zdefiniowane w taki sposób, øe sπ zbiorami niezmienniczymi izo-
lowanymi wzglÍdem FP i zachodzπ równoúci C(SiÕ, FP ) = C(Si, F ) i C(S1ÕfiS2Õ, FP ) = C(S1fiS2, F ).
Nie gwarantuje to jeszcze, øe odpowiednie odwzorowania indeksowe sπ odseparowane przy dowolnych
s≥abych parach indeksowych P iÕ dla SÕ

i
. ZwróÊmy uwagÍ, øe w definicji odwzorowaÒ indeksowych

w przypadku wielowartoúciowym uøywamy par przestrzeni T (P 1Õ) i T (P 2Õ), które nie sπ roz≥πczne.
Mimo to, dziÍki specyficznym w≥asnoúciom rozszerzonego uk≥adu dynamicznego FP , jesteúmy w sta-
nie znaleüÊ takie s≥abe pary indeksowe, które umoøliwiajπ skonstruowanie odwzorowaÒ pomocniczych,
które sπ izomorficzne z danymi odwzorowaniami indeksowymi, a jednoczeúnie odseparowane. Okazuje
siÍ, øe to wystarcza do dowodu [H2, Theorem 5.3].

4.2.3.3. W≥asnoúÊ homotopii indeksu Conleya. W≥aúciwoúÊ kontynuacji odgrywa kluczowπ rolÍ w nas-
zym podejúciu do dynamiki próbkowanej. Stosujemy teoriÍ indeksu Conleya bezpoúrednio do wielo-
wartoúciowego uk≥adu dynamicznego F skonstruowanego dla próbki nieznanego uk≥adu dynamicznego
f , a nastÍpnie rozszerzamy wyniki na f . Poniewaø F moøe nie mieÊ øadnego ciπg≥ego selektora (w sz-
czególnoúci nie oczekujemy, øe f jest selektorem F ), dlatego informacjÍ o indeksie Conleya funkcji f
uzyskujemy za pomocπ w≥aúciwoúci homotopii.
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Niech X bÍdzie lokalnie zwartπ przestrzeniπ metryzowalnπ, niech Ë µ R bÍdzie przedzia≥em zwar-
tym i niech górnie pó≥ciπg≥e odwzorowanie F : Ë ◊X ( X o wartoúciach zwartych bÍdzie okreúlone
przez morfizm. Za≥óømy, øe dla kaødego ⁄ œ Ë, F⁄ : X ( X dane przez F⁄(x) := F (⁄, x) jest dyskret-
nym wielowartoúciowym uk≥adem dynamiczny. Rodzina {F⁄} bÍdzie okreúlana jako parametryzowana
rodzina dyskretnych wielowartoúciowych uk≥adów dynamicznych. W skrócie piszemy ⁄ zamiast F⁄,
ilekroÊ F⁄ wystÍpuje jako parametr. Moøna zauwaøyÊ, øe jeúli N µ X jest otoczeniem izolujπcym dla
F⁄0 , to jest nim równieø dla F⁄, dla ⁄ œ Ë wystarczajπco bliskich ⁄0 [H2, Lemma 6.2]. G≥ównym
wynikiem jest nastÍpujπce twierdzenie.

Theorem 11. [H2, Theorem 6.1] (W≥asnoúÊ homotopii (kontynuacji)) Niech Ë µ R bÍdzie przed-
zia≥em zwartym i niech F⁄ : X ( X bÍdzie parametryzowanπ rodzinπ dyskretnych wielowartoúciowych
uk≥adów dynamicznych. Jeúli N jest otoczeniem izolujπcym dla kaødego ⁄ œ Ë, to C(Inv(N,⁄)) nie
zaleøy od ⁄ œ Ë.

Do jego dowodu potrzebujemy kilku lematów. Kluczowe znaczenie ma istnienie wstÍpujπcej rodziny
s≥abych par indeksowych.

Lemma 12. [H2, Lemma 6.4] Jeúli N jest otoczeniem izolujπcym dla F , to dla dowolnego n œ N
istniejπ s≥abe pary indeksowe P 1, . . . , Pn w N , takie øe P i µ intN P i+1, dla i = 1, . . . , n≠ 1.

Zaczynajπc od trzech takich par P , Q i R dla µ moøemy znaleüÊ parÍ indeksowπ P µ P (⁄) µ R dla
⁄, jeúli ⁄ jest wystarczajπco blisko µ [H2, Lemma 6.5]. Lemat ten rozszerzyÊ moøna na odwzorowania
indukowane przez inkluzje w kohomologiach [H2, Lemma 6.6], co prowadzi do dowodu twierdzenia 11
[H2, Theorem 6.1].

4.2.3.4. W≥asnoúÊ przemiennoúci indeksu Conleya. W tym paragrafie X i Y sπ lokalnie zwartymi
przestrzeniami metryzowalnymi.

Theorem 13. [H2, Theorem 7.1] (W≥asnoúÊ przemiennoúci) Niech F : X ( X i G : Y ( Y
bÍdπ dyskretnymi wielowartoúciowymi uk≥adami dynamicznymi i niech Ï : X æ Y i Ô : Y ( X bÍdπ
funkcjami czÍúciowymi, takimi øe Ï jest ciπg≥a i róønowartoúciowa, dziedzina domÏ jest zwarta, Ô jest
górnie pó≥ciπg≥e, F = ÔÏ i G = ÏÔ. Za≥óømy, øe S µ X jest zbiorem niezmienniczym izolowanym
dla F oraz øe dziedziny Ï i Ô zawierajπ otoczenia odpowiednio S i Ï(S). Wtedy Ï(S) jest zbiorem
niezmienniczym izolowanym dla G i C(S, F ) = C(Ï(S), G).

Za≥oøenie, øe Ï jest róønowartoúciowe, jest istotne. Mianowicie, inaczej niø w przypadku jednowar-
toúciowym, obraz zbioru niezmienniczego izolowanego S przez nieróønowartoúciowe Ï nie musi byÊ
zbiorem niezmienniczym izolowanym [H2, Example 7.2]. Nawet jeúli obraz Ï(S) jest zbiorem niezmi-
enniczym izolowanym, jego indeks Conleya moøe róøniÊ siÍ od indeksu Conleya S [H2, Example 7.3].
Natomiast, jeúli zbiór niezmienniczy izolowany S jest silnie izolowany, to w≥asnoúÊ przemiennoúci jest
prawdziwa dla dowolnego ciπg≥ego Ï, niekoniecznie róønowartoúciowego [H2, Theorem 7.5]
Twierdzenie 13 [H2, Theorem 7.1] moøemy zastosowaÊ do obciÍcia danego dyskretnego wielowar-
toúciowego uk≥adu dynamicznego do podprzestrzeni niezmienniczej.

Theorem 14. [H2, Theorem 7.4] Niech A µ X bÍdzie lokalnie zwartym podzbiorem X, takim øe
F (X) µ A. Jeúli S jest zbiorem niezmienniczym izolowanym wzglÍdem F , to S jest zbiorem niezmien-
niczym izolowanym wzglÍdem F|A i C(S, F ) = C(S, F|A).

4.2.4. Praca [H5]: Równanie Morse’a.

4.2.4.1. Rozk≥ady Morse’a i pary repeler–atraktor. Dla rozwiπzania ‡ : Z æ X górnie pó≥ciπg≥ego
odwzorowania F : X ( X definiujemy jego zbiory –– i Ê–graniczne, odpowiednio jako

–(‡) :=
‹

kœZ
cl‡((≠Œ, k]), Ê(‡) :=

‹

kœ ZZ
cl‡([k,+Œ)).

Zauwaømy, øe inaczej niø w przypadku jednowartoúciowym, definiujemy zbiory –– i Ê–graniczne dla
rozwiπzania ‡ przez x œ X, a nie dla x, z powodu niejednoznacznoúci rozwiπzaÒ w przód i w ty≥.
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Definition 15. [H3, Definition 3.9] Niech S bÍdzie zbiorem niezmienniczym izolowanym dla F : X (
X. Mówimy, øe rodzinaM := {Mr | r œ P} indeksowana przez zbiór czÍúciowo uporzπdkowany (P,˛)
jest rozk≥adem Morse’a zbioru S, jeúli spe≥nione sπ nastÍpujπce warunki:
(1) elementyM sπ parami roz≥πcznymi podzbiorami niezmienniczymi izolowanymi zbioru S,
(2) dla kaødego pe≥nego rozwiπzania ‡ w X istniejπ r, rÕ œ P, r ˛ rÕ, takie øe –(‡) µMrÕ i Ê(‡) µ
Mr,

(3) jeúli dla pe≥nego rozwiπzania ‡ w X i r œ P mamy –(‡) fi Ê(‡) µMr, to im‡ µMr.

Porzπdek czÍúciowy ˛ w P nazywamy porzπdkiem dopuszczalnym rozk≥adu Morse’a M. Naleøy
zauwaøyÊ, øe nie jest on wyznaczony jednoznacznie. Ponadto istnieje „ekstremalny” dopuszczalny
porzπdek ˛F , dany przez p ˛F q wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ciπg róønych elementów p =
r0, r1, . . . , rk = q w P, taki øe dla dowolnego j œ {1, 2, . . . , k} istnieje rozwiπzanie ‡ dla F z –(‡) µMrj
i Ê(‡) µ Mrj≠1 . Porzπdek ˛F jest ekstremalny w tym sensie, øe kaøde dopuszczalne uporzπdkowanie
M jest rozszerzeniem ˛F . Moøna zauwaøyÊ, øe dla kaødego dopuszczalnego porzπdku ˛ istnieje jego
liniowe rozszerzenie, które równieø jest dopuszczalne. W takim przypadku, czyli gdy dopuszczalny
porzπdek jest liniowy, dla uproszczenia piszemyM = {M1,M2, . . . ,Mn}.

Definition 16. [H5, Definition 3.3] Mówimy, øe otoczenie izolujπce T dla F jest obszarem pu≥apkowym,
jeúli F (T ) µ T . Podzbiór A zbioru niezmienniczego izolowanego S jest nazywany atraktorem (w S),
jeúli dopuszcza obszar pu≥apkowy T , który izoluje A (wzglÍdem S). Majπc atraktor A w S, zbiór
Aú := {x œ S | istnieje rozwiπzanie ‡ : Z æ S przez x, takie øe Ê(‡) fl A = ÿ} bÍdzie nazywany
repelerem dualnym do A, a para (Aú, A) bÍdzie nazywana parπ repeler–atraktor w S.

[H5, Example 3.2] jest wiodπcym przyk≥adem w [H5]. Dla funkcji wielowartoúciowej F : [0, 1] (
[0, 1] z [H5, Figure 1] znajdujemy zbiór niezmienniczy izolowany S, jego rozk≥ad Morse’a M =
{M1,M2,M3}, wstÍpujπcy ciπg atraktorów ÿ = A1 µ A2 µ A3 = S i zwiπzany z nim ciπg dual-
nych repelerów S = Aú0 ∏ Aú1 ∏ Aú2 ∏ Aú3 = ÿ. Zauwaømy, øe obiekty te spe≥niajπ warunki przysz≥ych
twierdzeÒ: twierdzenia 17 [H5, Theorem 3.9], stwierdzenia 18 [H5, Proposition 3.10] i twierdzenia 19
[H5, Theorem 3.11]. W [H5, Section 3] prezentujemy szereg lematów oraz nastÍpujπce trzy twierdzenia.

Theorem 17. [H5, Theorem 3.9] Niech M := {M1,M2, . . . ,Mn} bÍdzie rozk≥adem Morse’a zbioru
izolowanego niezmienniczego S wzglÍdem górnie pó≥ciπg≥ego odwzorowania F : X ( X. Wtedy istnieje
wstÍpujπca rodzina atraktorów ÿ = A0 µ A1 µ A2 µ · · · µ An = S w S, taka øe Mj = Aj fl Aúj≠1, dla
j œ {1, 2, . . . , n}, gdzie Aú

j
jest repelerem dualnym do Aj.

Proposition 18. [H5, Proposition 3.10] Niech M := {M1,M2, . . . ,Mn} bÍdzie rozk≥adem Morse’a
zbioru niezmienniczego izolowanego S wzglÍdem górnie pó≥ciπg≥ego odwzorowania F : X ( X i niech
ÿ = A0 µ A1 µ A2 µ · · · µ An = S bÍdzie ciπgiem atraktorów. Wtedy (Mj , Aj≠1) jest parπ repeler-
atraktor w Aj, dla j œ {1, 2, . . . , n}.

NastÍpujπce twierdzenie moøe byÊ traktowane jako przeciwne do twierdzenia 17 [H5, Theorem 3.9].

Theorem 19. [H5, Theorem 3.11] Niech S bÍdzie zbiorem niezmienniczym izolowanym wzglÍdem
górnie pó≥ciπg≥ego odwzorowania F : X ( X i niech ÿ = A0 µ A1 µ A2 µ · · · µ An = S bÍdzie
ciπgiem atraktorów w S. WówczasM := {M1,M2, . . . ,Mn}, gdzie Mj = Aj flAúj≠1 i Aúj jest repelerem
dualnym do Aj, dla j œ {1, 2, . . . , n}, jest rozk≥adem Morse’a zbioru S. Co wiÍcej, Ak = {x œ S | ÷‡ :
Zæ S rozwiπzanie przez x, takie øe –(‡) µM1 fiM2 fi · · · fiMk}, k œ {1, 2, . . . , n}.

Powyøsze wyniki wyglπdajπ podobnie jak ich jednowartoúciowe odpowiedniki, jednak dowody sπ in-
ne. Nie moøemy powtarzaÊ tych samych rozumowaÒ, g≥ównie dlatego øe w dynamice wielowartoúciowej
istnieje wiele rozwiπzaÒ w przód.

4.2.4.2. Trójki indeksowe. W ca≥ym paragrafie zak≥adamy, øe X jest lokalnie zwartπ przestrzeniπ me-
trycznπ, a F : X ( X jest górnie pó≥ciπg≥π funkcjπ wielowartoúciowπ okreúlonπ przez morfizm.
Definiujemy ogólniejszπ wersjÍ s≥abej pary indeksowej, którπ nazywamy F–parπ.
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Definition 20. [H5, Definition 4.3] Powiemy, øe para R = (R1, R2) zbiorów zwartych w X jest F–parπ,
jeúli istnieje zbiór zwarty M taki, øe R2 µ R1 µM i
(Fp1) R1, R2 sπ dodatnio niezmiennicze wzglÍdem F w M ,
(Fp2) cl(R1 \R2) jest otoczeniem izolujπcym,
(Fp3) R1 \R2 µ intM .

Stosujπc podobne rozumowanie jak dla s≥abej pary indeksowej, moøemy zdefiniowaÊ odwzorowanie
indeksowe powiπzane z F–parπ R, tzn. endomorfizm IR := F úR ¶ (iúR)≠1 na Hú(R) [H5, Lemma 4.4].
Zwiπzek miÍdzy s≥abπ parπ indeksowπ a F–parπ przedstawia nastÍpujπce stwierdzenie.

Proposition 21. [H5, Proposition 4.5] Niech R bÍdzie F–parπ z R1 \ R2 µ intM i niech S :=
Inv(cl(R1 \R2), F ). Jeúli N µM jest otoczeniem izolujπcym S takim, øe R1 \R2 µ intN , to
(i) P := R flN jest s≥abπ parπ indeksowπ dla F w N ,
(ii) inkluzja iPR : P æ R indukuje izomorfizm w kohomologiach Alexandera-Spaniera,
(iii) odwzorowania indeksowe IFP i IR sπ sprzÍøone.

W konsekwencji C(S, F ) = L(Hú(R), IR).

NastÍpne twierdzenie jest g≥ównym wynikiem w tym paragrafie.

Theorem 22. [H5, Theorem 4.7] Niech S bÍdzie zbiorem niezmienniczym izolowanym wzglÍdem F i
niech N bÍdzie jego otoczeniem izolujπcym. Za≥óømy, øe (Aú, A) jest parπ repeler-atraktor w S. Wtedy
istnieje trójka (P0, P1, P2) zwartych podzbiorów P2 µ P1 µ P0 zbioru N , taka øe
(i) (P0, P2) jest s≥abπ parπ indeksowπ dla F i C(S, F ) = L(Hú(P0, P2), I(P0,P2)),
(ii) (P1, P2) jest F–parπ i C(A,F ) = L(Hú(P1, P2), I(P1,P2)),
(iii) (P0, P1) jest F–parπ i C(Aú, F ) = L(Hú(P0, P1), I(P0,P1))).

[H5, Example 4.8] przedstawia przyk≥ad s≥abej trójki indeksowej dla wiodπcego przyk≥adu pracy.

4.2.4.3. Równanie Morse’a. Istnienie s≥abych trójek indeksowych gwarantowanych przez twierdzenie
22 [H5, Theorem 4.7] prowadzi do nastÍpujπcego stwierdzenia.

Proposition 23. [H5, Proposition 5.1] Za≥óømy, øe (Aú, A) jest parπ repeler-atraktor w zbiorze niez-
mienniczym izolowanym S wzglÍdem górnie pó≥ciπg≥ego odwzorowania F : X ( X. Wówczas
(4) p(t, Aú) + p(t, A) = p(t, S) + (1 + t)Q(t),

dla pewnego szeregu potÍgowego Q z nieujemnymi wspó≥czynnikami ca≥kowitymi.

Jesteúmy gotowi, by przedstawiÊ g≥ówny wynik pracy.

Theorem 24. [H5, Theorem 5.2] Niech M := {M1,M2, . . . ,Mn} bÍdzie rozk≥adem Morse’a zbioru
niezmienniczego izolowanego S wzglÍdem górnie pó≥ciπg≥ego F : X ( X. Wówczas

(5)
nÿ

i=1
p(t,Mi) = p(t, S) + (1 + t)Q(t),

gdzie Q jest formalnym szeregiem potÍgowym o nieujemnych wspó≥czynnikach ca≥kowitych. Ponadto

Q(t) =
nÿ

i=1
Qi(t),

gdzie

(6) (1 + t)Qi(t) = p(t,Mi) + p(t, Ai≠1)≠ p(t, Ai).

Jeúli Qi ”= 0, to istnieje rozwiπzanie ‡ : Zæ S z –(‡) µMi i Ê(‡) µMj, dla pewnego j < i.
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Dla jego dowodu wykorzystujemy przytoczone wyniki. Na podstawie twierdzenia 17 [H5, Theorem
3.9] i stwierdzenia 18 [H5, Proposition 3.10] moøemy rozwaøyÊ skojarzony ciπg atraktorów, taki øe
(Mi, Ai≠1) jest parπ repeler–atraktor w Ai. NastÍpnie, stosujπc stwierdzenie 23 [H5, Proposition 5.1]
do kaødej takiej pary, otrzymujemy formalny szereg potÍgowy Qi z nieujemnymi wspó≥czynnikami
ca≥kowitymi, spe≥niajπcy równoúÊ (4). Wykorzystujπc wszystkie te równoúci dostajemy pierwszπ tezÍ.
Dla dowodu drugiej tezy kluczowe jest uøycie w≥asnoúci addytywnoúci indeksu Conleya dla odwzorowaÒ
wielowartoúciowych (twierdzenie 10 [H2, Theorem 5.3]).
W [H5, Example 5.3] przedstawiamy równanie Morse’a dla przewodniego przyk≥adu pracy.
Równanie Morse’a (twierdzenie 24 [H5, Theorem 5.2]) uogólnia klasyczne nierównoúci Morse’a [H5,
Corollary 5.4].

4.2.5. Praca [H4]: Zastosowanie indeksu Conleya w dynamice próbkowanej. W pracy [H4]
skupiamy siÍ na teoretycznych wynikach potrzebnych dla rozwijanej metody badania dynamiki prób-
kowanej. [H4, Theorems 1.2 – 1.4] majπ na celu jedynie jej zilustrowanie. Aby jednak przedstawiÊ nasze
cele, wygodnie jest zaczπÊ od przedstawienia jednego z nich.

Theorem 25. [H4, Theorem 1.2] Rozwaømy szereg czasowy x̄ = (xi)20689i=100 wygenerowany przez itero-
wanie odwzorowania Hénona

H : R2 – (x, y) ‘æ (1≠ ax2 + by, x) œ R2,
z parametrami a = 1, 65, b = 0, 1 i warunkiem poczπtkowym (x0, y0) = (0, 0). Niech

Ax̄ := { (xi, xi+1) | i = 100, . . . , 20688 }
i niech gx̄ : Ax̄ æ R2 bÍdzie dane przez gx̄(xi, xi+1) = (xi+1, xi+2). Ustalmy siatkÍ w R2 o rozmiarze
” := 0, 008127 i niech F := F s

gx̄,”
: K”(Ax̄)( R2 bÍdzie otoczkπ s≥onecznikowπ gx̄. Niech Á = ”/2.

Wówczas aÁ(F ) ”= ÿ. Ponadto istnieje zbiór zwarty N µ R2 (por. [H4, Rysunek 1.2]), taki øe dla
dowolnego f œ aÁ(F ),
(i) N jest otoczeniem izolujπcym wzglÍdem f ,
(ii) istnieje semisprzÍøenie ◊f : Inv(N, f) æ ÏA z dynamikπ subhiftu na szeúciu symbolach z
macierzπ przejúÊ

A =

Q

ccccccca

0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0

R

dddddddb

,

takie øe dla kaødego okresowego a œ ÏA istnieje punkt okresowy wzglÍdem f w ◊≠1f (a).
W szczególnoúci f ma dodatniπ entropiÍ topologicznπ na Inv(N, f).

Naleøy przypomnieÊ, øe otoczka s≥onecznikowa jest pewnπ specyficznπ funkcjπ kostkowπ, bÍdπcπ
otoczkπ danej funkcji [H4, page 669].
Pozosta≥e zastosowania naszej metody przedstawiajπ [H4, Theorem 1.3] i [H4, Theorem 1.4]. Majπ
podobnπ strukturÍ i dotyczπ odpowiednio dynamiki chaotycznej dla odwzorowania Hénona w przes-
trzeni trójwymiarowej i istnienia 2-okresowej orbity dla odwzorowania Hénona na p≥aszczyünie.

4.2.5.1. Á-Aproksymacje. [H4, Section 3] zawiera wyniki dotyczπce otoczeÒ izolujπcych w kontekúcie
górnie pó≥ciπg≥ych odwzorowaÒ wielowartoúciowych. [H4, Section 4] wykorzystuje wyniki [H4, Sec-
tion 3] do okreúlenia warunków, przy których funkcje ciπg≥e z wykresami leøπcymi w sπsiedztwie wyk-
resu górnie pó≥ciπg≥ego odwzorowania wielowartoúciowego F o wypuk≥ych i zwartych wartoúciach,
dzielπ z nim otoczenia izolujπce i odpowiadajπce im indeksy Conleya.

Theorem 26. [H4, Theorem 4.1] Niech Y bÍdzie przestrzeniπ unormowanπ i niech X µ Y bÍdzie
zwarty. Za≥óømy, øe F : X ( X jest odwzorowaniem górnie pó≥ciπg≥ym o wartoúciach wypuk≥ych i
zwartych, a N jest otoczeniem izolujπcym wzglÍdem F . Wówczas:
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(i) istnieje Á0 > 0, takie øe dla kaødego 0 < Á ˛ Á0 istnieje f œ aÁ(F ), taka øe N jest otoczeniem
izolujπcym wzglÍdem f oraz C(Inv(N,F ), F ) = C(Inv(N, f), f);

(ii) jeúli X jest ANRem, to istnieje Á > 0, takie øe dla dowolnej funkcji g œ aÁ(F ) mamy C(Inv(N,F ), F ) =
C(Inv(N, g), g).

Dla jego dowodu kluczowa jest w≥aúciwoúÊ homotopii indeksu Conleya dla odwzorowaÒ wielowar-
toúciowych (twierdzenie 11 [H2, Theorem 6.1]).
Wyniki tej postaci sπ istotne, poniewaø obliczenia otoczeÒ izolujπcych i indeksów Conleya w [H4,
Theorems 1.2, 1.3, 1.4] sπ wykonywane przy uøyciu otoczki s≥onecznikowej F , a jesteúmy zaintereso-
wani dynamikπ generowanπ przez funkcje ciπg≥e naleøπce do aÁ(F ). Istotne równieø jest to, øe [H4,
Theorems 1.2, 1.3, 1.4] precyzyjnie okreúlajπ zbiór funkcji, tzn. aÁ(F ) z Á = ”/2, a ” to rozmiar kostki.
[H4, Section 5] dostarcza informacji o dziedziczeniu w≥aúciwoúci topologicznych i dynamicznych przez
funkcje ciπg≥e leøπce w pobliøu funkcji kostkowej F . NastÍpujπce twierdzenie jest odpowiednikiem
twierdzenia 26 [H4, Theorem 4.1] dla funkcji kostkowych.

Theorem 27. [H4, Theorem 5.10] Za≥óømy, øe F : X ( X jest górnie pó≥ciπg≥ym odwzorowaniem
kostkowym o wartoúciach úciπgalnych do punktu i Á < 12”. Wówczas aÁ(F ) ”= ÿ. Ponadto, jeøeli N jest
kostkowym otoczeniem izolujπcym dla F , to N jest otoczeniem izolujπcym dla dowolnego f œ aÁ(F )
oraz C(Inv(N, f), f) = C(Inv(N,F ), F ).

Szczegó≥y dotyczπce s≥abych par indeksowych i odwzorowaÒ indeksowych sπ nastÍpujπce.

Theorem 28. [H4, Theorem 5.13] Niech F : X ( X bÍdzie odwzorowaniem wielowartoúciowym kost-
kowym górnie pó≥ciπg≥ym o wartoúciach úciπgalnych do punktu. Za≥óømy, øe N µ X jest kostkowym
otoczeniem izolujπcym dla F , P jest kostkowπ s≥abπ parπ indeksowπ w N i 0 < Á < 1

2”. Wówczas
aÁ(F ) ”= ÿ oraz dla kaødej Á-aproksymacji F , N jest otoczeniem izolujπcym, a R := B̄Á(P ) fl N jest
s≥abπ parπ indeksowπ. Ponadto odwzorowania indeksowe IFP i IfR sπ sprzÍøone.

4.2.5.2. SemisprzÍøenia z dynamikπ shiftu. Tezy [H4, Theorems 1.2 and 1.3] mówiπ o istnieniu semi-
sprzÍøenia z dynamikπ shiftu. Jak wspomnieliúmy, uzyskujemy to za pomocπ indeksu Conleya. Po-
niewaø uøywamy odwzorowaÒ wielowartoúciowych górnie pó≥ciπg≥ych, które nie muszπ mieÊ ciπg≥ych
selektorów, musimy pracowaÊ ze s≥abymi parami indeksowymi. Klasyczny wynik Szymczaka [99, 100],
który dowodzi istnienia semisprzÍøenia z dynamikπ symbolicznπ, opiera siÍ na silniejszej definicji pary
indeksowej, dlatego nie moøemy go zastosowaÊ bezpoúrednio. [H4, Section 9] przedstawia twierdzenia
bÍdπce rozwiniÍciem wyników Szymczaka dla s≥abych par indeksowych.
Niech Ïn := { s : Zæ In } bÍdzie przestrzeniπ dwustronnie nieskoÒczonych ciπgów o wyrazach z In,
z topologiπ produktowπ. Dla macierzy A œ {0, 1}In◊In , niech ÏA oznacza podprzestrzeÒ ciπgów A-
dopuszczalnych. £atwo zauwaøyÊ, øe odwzorowanie shiftu ‡ : Ïn æ Ïn, dane przez ‡(s)i := si+1, jest
homeomorfizmem i ‡(ÏA) µ ÏA. Dlatego ‡ jest generatorem uk≥adu dynamicznego na ÏA.

Theorem 29. [H4, Theorem 9.1] Za≥óømy, øe N jest otoczeniem izolujπcym wzglÍdem f : Rd æ Rd,
a P jest s≥abπ parπ indeksowπ dla f w N . Ponadto za≥óømy, øe N =

t
n

i=1Ni, gdzie Ni sπ parami
roz≥πcznymi, zwartymi podzbiormi N , a odwzorowanie indeksowe IfP : H

ú(P )æ Hú(P ) jest zupe≥ne w
sensie Lefschetza (por. [H4, Section 9]) wzglÍdem rozk≥adu N =

t
n

i=1Ni. Wtedy istnieje semisprzÍøenie
fl funkcji f na podzbiorze S := Inv(

t
n

i=1Ni, f) z dynamikπ shiftu ‡ na ÏA, gdzie A jest macierzπ przejúÊ
IfP . Ponadto dla kaødego okresowego s œ ÏA istnieje punkt okresowy dla f w fl≠1(s).

[H4, Sections 6–8] stanowiπ przygotowanie niezbÍdne dla wyników zawartych w [H4, Section 9].
Niech X bÍdzie lokalnie zwartπ przestrzeniπ metryzowalnπ i niech f : X æ X bÍdzie dyskretnym
uk≥adem dynamicznym. Za≥óømy, øe N , Ni i P sπ takie jak w twierdzeniu 29. Oznaczmy P i := P flNi.
Niech p œ N i niech ‡ := (‡0, . . . ,‡p≠1) œ IZpn . Rozwaømy endomorpfizm I‡ :◊p≠1i=0 Hú(P ‡i) æ
◊p≠1i=0 Hú(P ‡i) dany przez I‡ := ◊p≠1i=0 !fi‡i ¶ IfP ¶ ÿ‡i+1" , gdzie fii : Hú(P )æ Hú(P i) sπ rzutowaniami,
a ÿi : Hú(P i) æ Hú(P ) inkluzjami. Definiujemy przestrzeÒ X̄ := X ◊ Zp, z topologiπ produktowπ i
uk≥ad dynamiczny f̄ : X̄ æ X̄ wzorem f̄ : X̄ – (x, i) ‘≠æ (f(x), i + 1) œ X̄. Dla ‡ œ IZpn po≥óømy
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N‡ :=
tp≠1
i=0 (N‡i ◊ {i}). Okazuje siÍ, øe uøywajπc endomorfizmu I‡, z odwzorowania indeksowego dla

f jesteúmy w stanie wydobyÊ informacjÍ, która jest wystarczajπca, by dowieúÊ istnienia orbity dla f
przychodzπcej przez sk≥adowe N w zadanym porzπdku.

Theorem 30. [H4, Theorem 7.5] Za≥óømy, øe N =
t
n

i=1Ni, gdzie Ni sπ parami roz≥πcznymi i zwartymi
podzbiorami N , N jest otoczeniem izolujπcym wzglÍdem f , a P jest s≥abπ parπ indeksowπ dla f w N .
Niech p œ N i niech ‡ := (‡0, . . . ,‡p≠1) œ IZpn . Jeúli endomorpfizm I‡ nie jest nilpotentny, to istnieje
trajektoria · : Zæ Inv(

tp≠1
i=0 N‡i , f) wzglÍdem f , taka øe ·(i+ kp) œ N‡i dka i œ Ip, k œ Z.

[H4, Theorem 7.6] jest odpowiednikiem twierdzenia 30 [H4, Theorem 7.5] dla z≥oøenia endomorfiz-
mów gi := IfP ¶ ÿi ¶ fii na Hú(P ).
Naszym g≥ównym narzÍdziem do znajdowania orbit okresowych jest nastÍpujπce twierdzenie (por.
równieø [H4, Theorem 8.6]).

Theorem 31. [H4, Theorem 8.5] Niech f : Rd æ Rd bÍdzie dyskeretnym uk≥adem dynamicznym.
Za≥óømy, øe N =

t
n

i=1Ni, gdzie Ni sπ parami roz≥πcznymi i zwartymi podzbiorami N , N jest oto-
czeniem izolujπcym wzglÍdem f , a P jest s≥abπ parπ indeksowπ dla f w N . Niech p œ N i niech
‡ := (‡0, . . . ,‡p≠1) œ I

Zp
n . Jeúli

(7) Ë(Ip‡) ”= 0,
to istnieje punkt p-okresowy x œ N‡0 dla f , taki øe f i+kp(x) œ N‡i dla k œ Z.

W dowodzie wykorzystujemy uk≥ad dynamiczny f̄ i stosujemy twierdzenie Srzednickiego o punkcie
sta≥ym typu Lefschetza [94, Theorem 9]. To wymaga szeregu wyników pomocniczych: skonstruowania
s≥abych par indeksowych bÍdπcych ANRami [H4, Proposition 8.4], co uzyskujemy wykorzystujπc [99,
Lemma 5.1]; pokazania, øe sta≥a Lefschetza odwzorowania indeksowego jest niezaleøna od wyboru s≥abej
pary indeksowej [H4, Proposition 8.1]; oraz pokazania, øe sta≥a Lefschetza odwzorowania indeksowego
ptej iteraty f̄ pokrywa siÍ ze sta≥π Lefschetza ptej iteraty endomorfizmu I‡ [H4, Proposition 8.2].

4.2.5.3. Dowody g≥ównych twierdzeÒ. [H4, Section 10] zawiera dowody [H4, Theorems 1.2–1.4]. Poka-
zujπ one jak dzia≥a nasza metoda, dlatego krótko omówimy dowód twierdzenia 25 [H4, Theorems 1.2].
Jest jasne, øe F jest odwzorowaniem kostkowym. Górna pó≥ciπg≥oúÊ F wynika z [41, Proposition 14.5].
Uøywajπc redukcji elementarnych [49] sprawdzamy, øe F ma wartoúci úciπgalne do punktu. Uøywajπc
algorytmów z [100], formu≥y z twierdzenia 8 [H2, Theorem 4.4] i technik jak w [82], znajdujemy kostko-
wy blok izolujπcy N dla F sk≥adajπcy siÍ z piÍciu parami roz≥πcznych sk≥adowych zwartych N1, . . . , N5,
kostkowπ s≥abπ parÍ indeksowπ P w N i odwzorowanie indeksowe IFP [H4, Figure 1]. Bezpoúrednie
obliczenia pokazujπ, øe H1(P1, P2) ≥= Z5 i Hq(P1, P2) = 0 dla q ”= 1. Dok≥adniej, niech ›1, . . . , ›5 bÍdπ
generatorami grup kohomologii H1(P ) takie, øe H1(P i1, P

i
2) = È›iÍ, gdzie P i := P fl Ni, i = 1, . . . , 5.

Z generatorami ›1, . . . , ›5 jako bazπ, obliczenia z algorytmami [60] dajπ macierz A odwzorowania in-
deksowego. Na podstawie twierdzenia 28 [H4, Theorem 5.13] istnieje f œ aÁ(F ) oraz kaøda f œ aÁ(F )
dzieli z F otoczenie izolujπce i odwzorowanie indeksowe, z dok≥adnoúciπ do sprzÍøenia. W≥asnoúÊ (ii)
jest natychmiastowπ konsekwencjπ twierdzenia 31 [H4, Theorem 8.5] (lub [H4, Theorem 8.6]), jeúli
macierz przejúÊ A jest nieredukowalna [49, Definition 10.22, Proposition 10.25] i dla dowolnego A-
dopuszczalnego ciπgu okresowego ‡ zachodzi warunek (7) (lub [H4, (37)]). Weryfikujemy to wykonujπc
obliczenia algorytmiczne, które opisane sπ w [81].
W koÒcu uøywajπc macierzy A pokazujemy, øe entropia topologiczna f jest wiÍksza niø ln 1.2599.

4.2.6. Praca [H3]: Zwiπzki miÍdzy dynamikπ kombinatorycznπ a klasycznπ: indeks Conleya
i rozk≥ady Morse’a.

4.2.6.1. G≥ówny wynik. Niech X oznacza rodzinÍ sympleksów skoÒczonego abstrakcyjnego kompleksu
symplicjalnego. Relacja bycia úcianπ na X definiuje na X topologiÍ T0 Alexandrova [1]. Podzbiór
A µ X jest otwarty w tej topologii, gdy wszystkie koúciany dowolnego elementu A sπ równieø w
A. DomkniÍcie A, oznaczone jako ClA, jest rodzinπ wszystkich úcian wszystkich sympleksów w A
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[H3, Section 3.1]. Kombinatoryczne pole wektorowe V na X jest podzia≥em X na niepuste podzbiory
licznoúci co najwyøej dwa, takie øe kaødy podzbiór o licznoúci dwa (dubleton) sk≥ada siÍ z sympleksu
‡ i koúciany ‡ o kowymiarze jeden. Sympleks naleøπcy do singletona w V jest nazywany komórkπ
krytycznπ. Dubleton w V, uporzπdkowany w parÍ z niøej wymiarowym sympleksem na pierwszym
miejscu, jest okreúlany jako wektor. W dalszej czÍúci, aby uproúciÊ jÍzyk, identyfikujemy singleton z
komórkπ krytycznπ, którπ zawiera i dubleton z powiπzanym wektorem [H3, Figure 1].
Z kombinatorycznym polem wektorowym V wiπøemy dynamikÍ wielowartoúciowπ danπ jako iteracje
odwzorowania wielowartoúciowego ÎV : X ( X , zwanego kombinatorycznym przep≥ywem wielowar-
toúciowym, posy≥ajπcego kaødy krytyczny sympleks we wszystkie jego úciany, kaødy poczπtek wektora w
jego koniec i kaødy koniec wektora we wszystkie úciany koÒca inne niø jego poczπtek i koniec. Odwzoro-
wanie wielowartoúciowe ÎV moøna traktowaÊ jako graf skierowany GV , z wierzcho≥kami w X i strza≥kπ
od sympleksu ‡ do sympleksu · , ilekroÊ · œ ÎV(‡). Graf skierowany GV dla kombinatorycznego pola
wektorowego [H3, Figure 1] przedstawia [H3, Figure 2].
Podzbiór A µ X jest niezmienniczy wzglÍdem V, jeúli kaødy element zbioru A jest zarówno poczπt-
kiem, jak i koÒcem strza≥ki w GV , która ≥πczy wierzcho≥ki w A. Element ‡ œ ClA\A jest stycznoúciπ
wewnÍtrznπ A, jeúli dopuszcza obie strza≥ki: rozpoczynajπcπ siÍ w ‡, a koÒczπcπ w A i strza≥kÍ za-
koÒczonπ w ‡ z poczπtkiem w A. Zbioru ExA := ClA \ A nazywamy zbiorem wyjúcia zbioru A [52,
Definition 3.4] lub mouth A [75, Section 4.4]. Zbiór niezmienniczy S jest zbiorem niezmienniczym
izolowanym, jeúli ExS jest domkniÍty i nie dopuszcza wewnÍtrznych stycznoúci [H3, Definition 3.3].
Chociaø pojÍcie wewnÍtrznej stycznoúci moøe na pierwszy rzut oka wydawaÊ siÍ dziwne, motywowane
jest klasycznπ sytuacjπ, w której zbiory niezmiennicze izolowane sπ zawarte we wnÍtrzu bloków izolu-
jπcych, które nie mogπ mieÊ øadnych wewnÍtrznych stycznoúci. W sytuacji kombinatorycznej nie ma
wystarczajπco duøo miejsca, by definicjÍ tÍ przenieúÊ dos≥ownie, ale cel tego pojÍcia jest taki sam.
Zauwaømy, øe sam X jest izolowanym zbiorem niezmienniczym wtedy i tylko wtedy, gdy jest niez-
mienniczy. (Ko)homologiczny indeks Conleya zbioru niezmienniczego izolowanego S definiujemy jako
singularne (ko)homologie relatywne pary (ClS,ExS) z topologiπ indukowanπ z topologii Alexandrova
w X. Zauwaømy, øe (ClS,ExS) to para podkompleksów symplicjalnych kompleksu symplicjalnego X .
Dlatego, zgodnie z twierdzeniem McCorda [58], (ko)homologie singularne pary (ClS,ExS) sπ izomor-
ficzne z homologiami symplicjalnymi pary (ClS,ExS) (por. wiodπcy przyk≥ad pracy [H3, Figure 1, 2]).
Po≥πczeniem od zbioru niezmienniczego izolowanego S1 do zbioru niezmienniczego izolowanego
S2 jest ciπg wierzcho≥ków na úcieøce GV rozpoczynajπcej siÍ w S1 i koÒczπcej siÍ w S2. Rodzina
M = {Mp | p œ P}, indeksowana przez poset P i sk≥adajπca siÍ z parami roz≥πcznych podzbiorów niez-
mienniczych izolowanych zbioru niezmienniczego izolowanego S, jest rozk≥adem Morse’a zbioru S, jeúli
dowolne po≥πczenie miÍdzy elementami wM, które nie jest zawarte w ca≥oúci w øadnym z elementów
M, zaczyna siÍ w MqÕ i koÒczy w Mq dla qÕ > q [H3, Definition 3.9]. Zbiory niezmiennicze izolowa-
ne wM nazywamy zbiorami Morse’a. Powiπzany z rozk≥adem graf Conleya-Morse’a jest porzπdkiem
czÍúciowym indukowanym naM przez istnienie po≥πczeÒ i reprezentowany jako graf skierowany etykie-
towany indeksami Conleya zbiorów niezmienniczych izolowanych wM. Zazwyczaj etykiety sπ pisane
jako wielomiany Poincaré, czyli wielomiany, których ity wspó≥czynnik jest równy itej liczbie Bettiego
indeksu Conleya.
G≥ównym wynikiem pracy jest nastÍpujπce twierdzenie.

Theorem 32. [H3, Theorem 2.1] Dla kaødego kombinatorycznego pola wektorowego V na kompleksie
symplicjalnym X istnieje górnie pó≥ciπg≥e acykliczne odwzorowanie wielowartoúciowe F : |X | ( |X |
na geometrycznej realizacji |X | kompleksu X , które indukuje identycznoúÊ w homologiach, i takie øe
(i) dla dowolnego rozk≥adu Morse’a M pola V istnieje rozk≥ad Morse’a M uk≥adu dynamicznego
indukowanego przez F ,

(ii) graf Conleya-Morse’a rozk≥adu M jest izomorficzny z grafem Conleya-Morse’a dlaM,
(iii) kaødy element rozk≥aduM jet zawarty w geometrycznej reprezentacji odpowiadajπcego elementu
rozk≥aduM.

Twierdzenie to jest konsekwencjπ bardziej szczegó≥owych twierdzeÒ w [H3, Section 5].
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4.2.6.2. Rozk≥ad komórkowy. Rozpoczynamy od zaprezentowania specjalnego kompleksu komórkowego
dla X = |X |, którego uøywamy podczas konstrukcji odwzorowania wielowartoúciowego F . Potrzebu-
jemy kilku pojÍÊ. Niech d oznacza maksymalny wymiar sympleksów w X . Ustalmy ⁄ œ R, takie øe
0 ˛ ⁄ < 1

d+1 oraz punkt x œ X. ⁄-sygnatura x jest funkcja

sign⁄ x : X 0 – v ‘æ sgn (tv(x)≠ ⁄) œ {≠1, 0, 1},

gdzie sgn : Ræ {≠1, 0, 1} to funkcja signum. Sympleks ‡ œ X jest sympleksem ⁄-charakterystycznym x,
jeúli sign⁄ x|‡ ˇ 0 i (sign⁄ x)≠1({1}) µ ‡. RodzinÍ takich sympleksów oznaczamy X ⁄(x). Dla ⁄ ˇ 0
zbiór (sign⁄ x)≠1({1}) jest sympleksem. Nazywamy gominimalnym sympleksem ⁄-charakterystycznym x
i oznaczamy ‡⁄

min
(x). Jeúli ⁄ > 0, to zbiór (sign⁄ x)≠1({0, 1}) teø jest sympleksem, maksymalnym sym-

pleksem ⁄-charakterystycznym x i oznaczamy ‡⁄max(x). W konstrukcji odwzorowania wielowartoúcio-
wego F = FV : X ( X specjalnπ rolÍ odgrywajπ ⁄-komórki generowane przez ‡

È‡Í⁄ := {x œ X | tv(x) > ⁄ dla wsystkich v œ ‡ i tv(x) < ⁄ dla wszystkich v /œ ‡} .

⁄-komórki sπ otwarte w |X |, parami roz≥πczne [H3, Proposition 4.3] i |X | =
t
‡œX cl È‡Í⁄. Komórki

È‡Í⁄, dla róønych ⁄, przedstawia [H3, Figure 8].

4.2.6.3. Odwzorowania F‡ i F . Przypomnijmy za [52] konstrukcjÍ silnie górnie pó≥ciπg≥ego odwzoro-
wania F zwiπzanego z kombinatorycznym polem wektorowym. Ustalmy

0 < ”Õ < ” < “ < ‘ <
1
d+ 1

.

Dla ‡ œ X definiujemy zbiory domkniÍte

A‡ :=
Ó
x œ ‡+ | tv(x) ˇ “ dla wszystkich v œ ‡≠

Ô
fi ‡≠ ,

B‡ :=
Ó
x œ ‡+ | istnieje v œ ‡≠ , takie øe tv(x) ˛ “

Ô
,

odwzorowanie wielowartoúciowe F‡ : X ( X

F‡(x) :=

Y
________]

________[

ÿ , gdy ‡ /œ X ‘(x) ,
A‡ , gdy ‡ œ X ‘(x) , ‡ ”= ‡‘max(x)+ , i ‡ ”= ‡‘max(x)≠ ,
B‡ , gdy ‡ = ‡‘max(x)+ ”= ‡‘max(x)≠ ,
A‡ flB‡ , gdy ‡ = ‡‘max(x)≠ ”= ‡‘max(x)+ ,
‡ , gdy ‡ = ‡‘max(x)≠ = ‡‘max(x)+

oraz F : X ( X, wzorem

(8) F (x) :=
€

‡œX
F‡(x) dla x œ X = |X |.

Odwzorowanie F jest silnie górnie pó≥ciπg≥e i dla x œ X zbiór F (x) jest niepusty i úciπgalny do punktu
[52, Theorem 4.12]. [H3, Figure 7] przedstawia wykres tak skonstruowanego odwzorowania F dla pola
wektorowego [H3, Figure 1].

4.2.6.4. OdpowiednioúÊ zbiorów niezmienniczych izolowanych. Dla A µ X i sta≥ej —, takiej øe 0 < — <
1
d+1 , k≥adziemy

(9) N—(A) :=
€

‡œA
cl È‡Í—.

Niech S µ X bÍdzie zbiorem niezmienniczym izolowanym kombinatorycznego pola wektorowego V w
sensie [H3, Definition 3.3]. Z S moøemy zwiπzaÊ blok izolujπcy N := N” := N”(S) wzglÍdem F . Jest
on otoczeniem izolujπcym dla F [52, Theorem 5.7], co pozwala nam zwiπzaÊ z S zbiór niezmienniczy
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izolowany S(S) := InvN”, wzglÍdem F . [H3, Figure 9] przedstawia blok izolujπcy dla F danego wzorem
(8), odpowiadajπcy kombinatorycznemu zbiorowi niezmienniczemu izolowanemu [H3, Figure 4].

4.2.6.5. Indeks Conleya S(S). By porównaÊ indeksy Conleya zbiorów S i S(S) musimy skonstruowaÊ
s≥abπ parÍ indeksowπ dla F w N”.

Theorem 33. [H3, Theorem 5.2] Para P = (P1, P2), gdzie P1 := N” fl N”Õ i P2 := N”Õ fl bdN”, jest
s≥abπ parπ indeksowπ dla F i otoczenia izolujπcego N = N”.

Dowód znajduje siÍ w [H3, Section 6]. S≥abπ parÍ indeksowπ dla bloku izolujπcego [H3, Figure 9]
przedstawia [H3, Figure 10].
Zauwaømy, øe F dana przez (8) zasadniczo nie dopuszcza par indeksowych. Dlatego teoria indeksu
Conleya dla odwzorowaÒ wielowartoúciowych, zaproponowana w [H1, H2], jest niezbÍdna dla [H3].
Przypomnijmy, øe indeks Conleya zbioru S(S) wzglÍdem F dany jest przez Con(S(S), F ) := L(Hú(P ), IP ),
gdzie L jest redukcjπ Leray (ko)homologii relatywnych modu≥u z gradacjπHú(P ) = Hú(P1, P2) pary P ,
a IP jest odwzorowaniem indeksowym na Hú(P ).

Theorem 34. [H3, Theorem 5.3] Mamy

Con(S(S), F ) ≥= (Hú(P ), idHú(P )),
gdzie idHú(P ) jest odwzorowaniem identycznoúciowym. Innymi s≥owy, podobnie jak dla potoków, indeks
Conleya S(S) wzglÍdem F moøemy zdefiniowaÊ jako (ko)homologie relatywne Hú(P ).

Poniewaø redukcja Leray identycznoúci jest identycznoúciπ, wystarczy pokazaÊ, øe odwzorowanie in-
deksowe IP jest identycznoúciπ. Osiπgamy to konstruujπc górnie pó≥ciπg≥e odwzorowanie G o wartoúci-
ach acyklicznych, którego wykres zawiera zarówno wykres F jak i wykres identycznoúci [H3, Section 7].

4.2.6.6. OdpowiednioúÊ indeksów Conleya. Przypomnijmy, øe indeks Conleya S wzglÍdem ÎV , to
Con(S) := Hú(ClS,ExS) .

W [H3, Section 8] dowodzimy twierdzenia, które rozszerza odpowiednioúÊ zbiorów izolowanych niez-
mienniczych S i S(S) na indeksy Conleya.

Theorem 35. [H3, Theorem 5.4] Mamy

Hú(P1, P2) ≥= Hú(ClS,ExS) .
W konsekwencji

Con(S(S)) ≥= Con(S) .

Dla jego dowodu konstruujemy pomocniczπ parÍ (Q1, Q2) [H3, Figure 12] i pokazujemy, øeHú(P1, P2) ≥=
Hú(Q1, Q2). NastÍpnie konstruujemy ciπg≥π surjekcjÍ Â : (Q1, Q2) æ (|ClS|, |ExS|) [H3, Figure 13]
o w≥óknach úciπgalnych do punktu i stosujemy twierdzenie Vietorisa-Begle’a [93, Chapter 6.9].

4.2.6.7. OdpowiednioúÊ rozk≥adów Morse’a. Dla rozk≥adu Morse’aM = {Mr | r œ P} zbioru X wzglÍ-
dem potoku kombinatorycznego ÎV definiujemy zbiory

Mr := N r‘ fl ÈMrÍ,
gdzie N r‘ := N‘(Mr) jest dany przez (9), tzn. N r‘ =

t
‡œMr cl È‡Í‘.

Theorem 36. [H3, Theorem 5.5] Rodzina M := {Mr | r œ P} jest rozk≥adem Morse’a X wzglÍdem F .
Ponadto dla kaødego r œ P mamy

Con(Mr) = C(Mr)
i grafy Conleya-Morse’a rozk≥adów Morse’aM i M pokrywajπ siÍ.

£atwo moøna zauwaøyÊ, øe twierdzenie 32 [H3, Theorem 2.1], g≥ówny wynik pracy [H3], jest konse-
kwencjπ twierdzenia 35 [H3, Theorem 5.4] i twierdzenia 36 [H3, Theorem 5.5].
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5. Omówienie pozosta≥ych osiπgniÍÊ naukowo-badawczych

(a) Wykaz innych (nie wchodzπcych w sk≥ad osiπgniÍcia wymienionego w pkt. 4.) opubliko-
wanych prac naukowych.

[b1] B. Batko, Jacek Tabor. Stability of an alternative Cauchy equation on a restric-
ted domain, Aequationes Math. 57 (1999), 221–232.

[b2] B. Batko, Jacek Tabor. Stability of the generalized alternative Cauchy equation,
Abh. Math. Sem. Univ. Hamb. 69 (1999), 67–73.

[b3] B. Batko. An alternative Cauchy equation almost everywhere, Roczn. Nauk.-Dyd.
AP w Krakowie 204 (2000), Prace Matematyczne 17, 41–48.

[b4] B. Batko, Jacek Tabor, Z. Kominek. Generalized norms and convexity, Publ.
Math. Debrecen 60 (2002), 63–73.

[b5] B. Batko. Stability of Dhombres’ equation, Bull. Austral. Math. Soc. 70 (2004),
499–505.

[b6] B. Batko. On the stability of an alternative functional equation, Math. Inequal.
Appl. 8 (4) (2005), 685-691.

[b7] B. Batko. On the stability of MikusiÒski’s equation, Publ. Math. Debrecen 66
(2005), 17–24.

[b8] B. Batko, M. Mrozek. The Euler-Poincaré characteristic of index maps, Topol.
Appl. 154 (2007), 859–866.

[b9] B. Batko. On approximation of approximate solutions of Dhombres’ equation, J.
Math. Anal. Appl. 340 (2008), 424–432.

[b10] B. Batko. Stability of an alternative functional equation, J. Math. Anal. Appl. 339
(2008), 303–311.

[b11] M. Mrozek, B. Batko. Coreduction homology algorithm,Discrete Comput. Geom.
41/1 (2009), 96–118.

[b12] M. Mrozek, B. Batko. Homology of representable sets, Ann. Pol. Mat. 97.3
(2010), 243–252.

[b13] B. Batko. Note on superstability of MikusiÒski’s functional equation, in: Functional
Equations in Mathematical Analysis, Springer Optim. Appl. 52 (2012), 15–17.

[b14] B. Batko. The stability of Dhombres’ equation in Riesz spaces, J. Math. Anal.
Appl., 406 (2013), 261–265.

[b15] B. Batko, J. BrzdÍk. A fixed point theorem and the Hyers-Ulam stability in
Riesz spaces, Adv. DiÄer. Equ. 2013 (2013):138.

[b16] B. Batko. On approximate solutions of functional equations in vector lattices,
Abstr. Appl. Anal. 2014 (2014), Art. ID. 547673.

[b17] B. Batko. Stability of the exponential functional equation in Riesz algebras, Abstr.
Appl. Anal. 2014 (2014), Art. ID. 848540.

[b18] B. Batko, J. BrzdÍk. A remark on some simultaneous functional inequalities
in Riesz spaces, in: Topics in Mathematical Analysis and Applications 94 (2014),
111–117.

[b19] B. Batko Spectral representation theory and stability of the multiplicative Dhom-
bres functional equation in f -algebras, Aequationes Math., 89 (2015), 543–554.

[b20] B. Batko. Superstability of the Cauchy equation with squares in finite-dimensional
normed algebras, Aequationes Math. 89 (2015), 785–789.

(b) Omówienie dorobku naukowego nie wchodzπcego w sk≥ad jednotematycznego cyklu publi-
kacji:

Powyøsza lista zawiera prace zwiπzane z moimi obecnymi zainteresowaniami naukowymi, któ-
re opisane sπ w paragrafach 4.5.7-4.5.8 oraz wczeúniejsze prace dotyczπce g≥ównie rozwiπzaÒ
przybliøonych równaÒ funkcyjnych, które krótko opisane sπ w kolejnych paragrafach.
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4.5.7. Algorytm koredukcji obliczania homologii. W pracach [b12, b11] prezentujemy nowy al-
gorytm redukcji do obliczania homologii dla duøych kompleksów kostkowych lub symplicjalnych.
Algorytm bazuje na teorii homologii jednej przestrzeni (one space homology theory), która umoø-
liwia dualny proces koredukcji. Z≥oøonoúÊ algorytmu jest liniowa, zarówno wzglÍdem rozmiaru, jak i
wymiaru danych wejúciowych. Wyniki eksperymentów oparte na implementacji dla zbiorów kostkowych
pokazujπ, øe algorytm pracuje znacznie lepiej od innych dostÍpnych algorytmów homologicznych, Os-
zacowania z≥oøonoúci dotyczπce przeskalowaÒ ustalonego zbioru kostkowego pokazujπ, øe algorytm jest
lepszy od innych algorytmów homologicznych, szczególnie dla zbiorów o niskim wymiarze, niezaleønie
od wymiaru przestrzeni.
Klasyczny algorytm obliczania homologii bazuje na diagonalizacji Smitha macierzy homomorfizmu
brzegu [79, Section 1.11]. Z≥oøonoúÊ obliczeniowa najlepszego dostÍpnego algorytmu diagonalizacji
Smitha wynosi O(n3.376...) [97]. Liczni autorzy proponujπ róøne warianty lub alternatywy dla tego
klasycznego podejúcia [38, 8, 32, 29, 103]. Niestety, wyniki nie sπ wystarczajπco satysfakcjonujπce
do zastosowaÒ w úcis≥ych obliczeniach numerycznych w uk≥adach dynamicznych i analizie obrazów
metodami topologicznymi [49, 76]. Zastosowania takie wymaga≥y nowych idei.
Jednakøe obliczanie homologii jest zagadnieniem topologii obliczeniowej, a nie ogólnie algebry ob-
liczeniowej, dlatego moøna mieÊ nadziejÍ, øe owocne mogπ byÊ metody uwzglÍdniajπce specyfikÍ pro-
blemu. Metody redukcji kompleksów ≥aÒcuchowych, zaproponowane w [51], a nastÍpnie rozwijane w
[53, 49, 60], stanowiπ takie podejúcie.
W pracach [b11, b12] pokazujemy jak moøna wykorzystaÊ koredukcje elementarne w obliczaniu
homologii. Robimy to w oparciu o teoriÍ homologii jednej przestrzeni, tzn. teorii homologii, która
nie wymaga homologii relatywnych do budowania d≥ugiego ciπgu dok≥adnego dla pary przestrzeni
topologicznych [95, 57].
Poniewaø redukcja lub koredukcja elementarna zajmuje jedynie sta≥y czas, z≥oøonoúÊ algorytmu, któ-
ry przechodzπc przez wszystkie generatory wykonuje redukcje i/lub koredukcje, jeøeli sπ moøliwe, jest
liniowa. Dlatego z≥oøonoúÊ algorytmu obliczania homologii, poprzedzonego redukcjami lub koreduk-
cjami elementarnymi, zaleøy od rozmiaru pozosta≥ego po preprocesingu. Eksperymenty numeryczne
oraz czÍúciowe wyniki dotyczπce z≥oøonoúci obliczeniowej pokazujπ, øe inaczej niø w przypadku redukcji
elementarnych, koredukcje elementarne mogπ byÊ prowadzone bardzo g≥Íboko, co skutkuje szybkim
algorytmem obliczania homologii.
Pierwsze, czysto topologiczne podejúcie do kombinatorycznej idei koredukcji dla zbiorów kostko-
wych, bazujπce na kryterium lokalnej zwartoúci dla zbiorów reprezentowalnych, zaprezentowane zost-
a≥o w pracy [b12]. Podejúcie bardziej ogólne, dla regularnych podzbiorów S-compleksów oraz szczegó≥y
dotyczπce algorytmu i eksperymenty numeryczne, zawarte sπ w pracy [b11].
Zacznijmy od przypomnienia pojÍcia S-kompleksu Niech S bÍdzie zbiorem skoÒczonym z gradacjπ
Sq, i øe Sq = ÿ dla q < 0. Wtedy ciπg R(Sq) jest gradacjπ modu≥u R(S) w kategorii modu≥ów nad
pierúcieniem z jednoúciπ R. Jedynπ liczbÍ q, takπ øe s œ Sq, nazywamy wymiarem s i oznaczamy dim s.
Z S powiπzany jest indeks koincydencji Ÿ : S◊S æ R, taki øe dim s = dim t+1, gdy Ÿ(s, t) ”= 0. Indeks
koincydencji koduje relacjÍ bycia úcianπ w S. Jeúli Ÿ(s, t) ”= 0, to mówimy øe t jest úcianπ s i s jest
koúcianπ t. Mówimy, øe (S,Ÿ) jest S-kompleksem, jeúli (R(S), ˆŸ) z ˆŸ : R(S)æ R(S) zdefiniowanym
na generatorach s œ S przez

ˆŸ(s) :=
ÿ

tœS
Ÿ(s, t)t

jest wolnym kompleksem ≥aÒcuchowym z bazπ S. Przez homologie S-kompleksu (S,Ÿ) rozumiemy ho-
mologie kompleksu ≥aÒcuchowego (R(S), ˆŸ). Dwoma najwaøniejszymi przyk≥adami takich S-kompleksów
sπ kompleksy symplicjalne i kompleksy kostkowe.
Dla A µ S k≥adziemy

bdS A := { t œ S | Ÿ(s, t) ”= 0 dla pewnego s œ A }
cbdS A := { s œ S | Ÿ(s, t) ”= 0 dla pewnego t œ A }.



24

By uproúciÊ dany S-kompleks, w kroku redukcyjnym chcemy zastπpiÊ zbiór generatorów S przez podz-
biór SÕ µ S, który wraz z indeksem koincydencji ŸÕ := Ÿ|SÕ◊SÕ stanowi inny S-kompleks o tych samych
homologiach i nie potrzeba obliczaÊ Ÿ, by skonstruowaÊ SÕ. W [b11] specyfikujemy te wymagania.
Przypomnijmy, øe SÕ µ S nazywamy domkniÍtym w S, gdy bdS SÕ µ SÕ. SÕ µ S jest otwarty w S,
jeøeli S \ SÕ jest domkniÍty S. Jeúli SÕ µ S jest taki, øe dla dowolnych s, u œ SÕ i t œ S, t œ bdS s
i u œ bdS t pociπga t œ SÕ, to SÕ nazywamy regularnym podzbiorem S. Podzbiór regularny T µ S
nazywamy zbiorem zerowym (nullset) w S, pod warunkiem øe T jest domkniÍty lub otwarty w S oraz
H(T ) = 0. Z [b11, Theorem 3.4, Theorem 3.5] wynika, øe H(R(S)) i H(R(S \T )) sπ izomorficzne, jeúli
tylko T jest zbiorem zerowym w S [b11, Corollary 3.6]. Dlatego jeúli umiemy znaleüÊ zbiór zerowy w
S, to moøemy usunπÊ go nie zmieniajπc homologii S.
Podobnie jak w [51], mówimy øe para (a, b) of elementów S jest parπ redukcji, gdy Ÿ(b, a) jest
odwracalne w R. Para redukcji (a, b) nazywana jest parπ redukcji elementarnej, gdy cbdS a = {b}. W
takim przypadku bÍdziemy równieø mówili, øe a jest wolnπ úcianπ w S. Podobnie definiujemy parÍ
koredukcji elementarnej, jako parÍ redukcji (a, b), takπ øe bdS b = {a} i wtedy b nazywamy wolnπ
koúcianπ w S. [b11, Theorem 4.1] mówi, øe jeúli (a, b) jest parπ redukcji elementarnej, to {a, b} jest
otwarty S; jeúli (a, b) jest parπ koredukcji elementarnej, to {a, b} jest domkniÍty w S. Ponadto, w obu
przypadkach, {a, b} jest zbiorem zerowym. Stπd wniosek, øeH(R(S)) iH(R(S\{a, b})) sπ izomorficzne,
pod warunkiem øe (a, b) jest parπ redukcji lub koredukcji elementarnej w S [b11, Corollary 4.2].
Algorytm koredukcji [b11, Algorithm 6.1] wykorzystuje te fakty. Wywo≥any z S-kompleksem S
zwraca podzbiór SÕ zbioru S, taki øe H(S) ≥= H(SÕ) [b11, Theorem 6.2]. Algorytm wykonuje siÍ w
czasie O(2M2n), jeúli S jest zaimplementowany jako tablica bitowa (bitmapa) i w czasie O(2M2n log n),
gdy S jest zaimplementowany jako drzewo wyszukiwania binarnego (BST); M jest wspólnym górnym
ograniczeniem mocy bdS s i cbdS s, dla wszystkich s œ S, a n oznacza moc S. W szczególnoúci w
przypadku kompleksów kostkowych implementowanych jako bitmapa [b11, Algorithm 6.1] wykonuje siÍ
w czasie O(2d2n), gdzie d oznacza wymiar przestrzeni zawierajπcej zbiór kostkowy [b11, Corollary 6.3].
W [b11, Section 7] prezentujemy eksperymenty numeryczne. Wykonaliúmy porównania algorytmu ze
wszystkimi algorytmami dla homologii kostkowych dostÍpnymi na stronie internetowej Computational
Homology Project [104]. Eksperymenty pokazujπ, øe algorytm koredukcji zachowuje siÍ znacznie lepiej
od konkurencji, szczególnie dla zbiorów niskiego wymiaru w przestrzeni wysoko wymiarowej.

4.5.8. Charakterystyka Eulera-Poincaré odwzorowaÒ indeksowych. W pracy [b8] stosujemy
charakterystykÍ Eulera-Poincaré oraz liczbÍ okresowoúci do odwzorowania indeksowego zbioru niez-
mienniczego izolowanego, celem uzyskania kryterium istnienia punktów okresowych funkcji ciπg≥ej w
danym zbiorze.
Jednym z fundamentalnych problemów w teorii dyskretnych uk≥adów dynamicznych jest
poszukiwanie punktów sta≥ych i punktów okresowych. Twierdzenie Lefschetza o punkcie sta≥ym jest
klasycznym przyk≥adem tego, jak niezmiennik topologiczny, liczba Lefschetza, moøe byÊ uøyty do
zagwarantowania istnienia punktów sta≥ych. W roku 1953 Fuller [37] pokaza≥, øe kaødy homeomor-
fizm wieloúcianu spójnego z niezerowπ charakterystykπ Eulera-Poincaré ma punkt okresowy. Powyøszy
wynik zosta≥ uogólniony w roku 1969 przez Bowszyca [17], który wprowadzi≥ liczbÍ Eulera i liczbÍ
okresowoúci dla ciπg≥ego przekszta≥cenia zwartego wieloúcianu i pokaza≥, øe jeøeli jedna z tych liczb
jest niezerowa, wówczas przekszta≥cenie to ma punkt okresowy. Celem pracy [b8] jest uogólnienie tych
rezultatów na przypadek izolowanego zbioru niezmienniczego.
Niech X bÍdzie zwartπ przestrzeniπ metrycznπ i niech f : X æ X bÍdzie funkcjπ ciπg≥π. Przyp-
omnijmy, øe (ko)homologiczny indeks Conelya zbioru niezmienniczego izolowanego S ma postaÊ pary
(E, e), gdzie E jest modu≥em z gradacjπ, a e jest automorfizmem na E. Jeøeli X jest ANRem [12],
np. wieloúcianem, to E jest skoÒczonego typu, tzn. wszystkie Ek majπ skoÒczony wymiar i prawie
wszystkie sπ zerowe [69]. Dla takiego E definiuje siÍ charakterystykÍ Eulera-Poincaré, jako

(10) ‰(E) :=
Œÿ

k=0

(≠1)k dimEk.
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W [b8] dowodzimy, øe jeúli X jest zwartym ANRem i charakterystyka Eulera-Poincaré indeksu Conleya
zbioru S jest niezerowa, to f ma punkt okresowy w S [b8, Theorem 1].
W szczególnym przypadku, gdyX jest zwartym wieloúcianem, a zbiór niezmienniczy izolowany S jest
ca≥π przestrzeniπ X, charakterystyka Eulera-Poincaré indeksu Conleya sprowadza siÍ do liczby Eulera
funkcji. Jeøeli dodatkowo za≥oøy siÍ, øe f jest homeomorfizmem, sprowadza siÍ do charakterystyki
Eulera-Poincaré wieloúcianu.
G≥ównπ trudnoúciπ w przypadku indeksu Conleya jest koniecznoúÊ pracy z ANRami, by charakte-
rystyka Eulera-Poincaré mia≥a sens. Istnienie par indeksowych bÍdπcych ANRami dowiedzione jest
dla izolowanych zbiorów niezmienniczych w przestrzeni Euklidesowej [100] oraz kostce Hilberta [88],
ale dla dowolnego ANRa odpowiedü nie jest znana. Ponadto moøna podaÊ przyk≥ad zbioru niezmien-
niczego izolowanego w zwartym ANR, dla którego istniejπ pary indeksowe sk≥adajπce siÍ ze zbiorów
nie bÍdπcych ANRami. Homologie takich par indeksowych mogπ nie byÊ skoÒczonego typu, pomimo
tego øe indeks Conleya S jest skoÒczonego typu [69]. By pokonaÊ tÍ trudnoúÊ uøywamy otwartych par
indeksowych wprowadzonych w [68], poniewaø otwarte podzbiory ANRów zawsze sπ ANRami. Ponie-
waø dotπd nie pokazano, øe otwarte pary indeksowe mogπ byÊ wykorzystane do policzenia indeksu
Conleya, dowodzimy, øe w kaødym otoczeniu izolowanego zbioru niezmienniczego istnieje para par in-
deksowych, jedna otwarta, jedna domkniÍta, których automorfizmy indeksowe sπ sprzÍøone. Wystarcza
to do pokazania [b8, Theorem 1].

4.5.9. Rozwiπzania przybliøone alternatywnego równania Cauchyego. Teoria stabilnoúci Hyersa-
Ulama równaÒ funkcyjnych zapoczπtkowana zosta≥a problemem Ulama [46, 102] i odpowiedziπ Hyersa
[46], dotyczπcymi równania Cauchy’ego

(11) f(x+ y) = f(x) + f(y).

Prace [b1, b2, b3] poúwiÍcone sπ równaniu alternatywnemu

(12) |f(x+ y)| = |f(x) + f(y)|.

W [b1, b2] badamy jego stabilnoúÊ w sensie Hyersa-Ulama, a w [b3] badamy funkcje spe≥niajπce (12)
prawie wszÍdzie w sensie aksjomatycznie zdefiniowanej rodziny zbiorów ma≥ych.
W [b1] wprowadzamy pojÍcie zbioru s≥abo ograniczonego w pó≥grupie przemiennej (S,+), uogól-
niajπce pojÍcie zbioru ograniczonego w przestrzeni liniowo topologicznej [b1, s. 222]. Niech V bÍdzie
s≥abo ograniczony i niech f : S æ R spe≥nia, dla pewnego ” > 0 i wszystkich (x, y) œ S ◊ S \ V ◊ V ,
nierównoúÊ | |f(x+y)|≠ |f(x)+f(y)| | ˛ ”. Dowodzimy, øe istnieje dok≥adnie jedna funkcja addytywna
“ : S æ R, taka øe |f(x) ≠ “(x)| ˛ K” dla x œ S, gdzie K = 3. Ponadto jeúli V = ÿ, to moøemy
po≥oøyÊ K = 1 [b1, Theorem 1]. Sta≥a 3” w [b1, Theorem 1] jest najlepsza [b1, Example 1].
Przypomnijmy, øe kaøda funkcja z grupy w úciúle wypuk≥π przestrzeÒ unormowanπ E, spe≥niajπca
równanie Fischera-Muszély’ego (równanie Cauchy’ego (11) z normami), jest addytywna [40]. Ponadto
[b1, Theorem 1] mówi, øe równanie to jest stabilne w przypadku, gdy E = R. Natomiast zaskaku-
jπco, nawet gdy E = R2 z normπ euklidesowπ, równanie Fischera-Muszély’ego nie jest stabilne [b1,
Proposition 1].
W [b2] dowodzimy stabilnoúci równania (12) w przestrzeniach Riesza [b2, Theorem 1].
Praca [b3] inspirowana jest problemem Erdösa [33]. W pó≥grupie przemiennej S aksjomatycznie
definiujemy rodzinÍ I ”zbiorów ma≥ych”, zwanπ w≥aúciwym ‡-idea≥em w S [55]. Majπc rodzinÍ I
podzbiorów S, mówimy øe pewien warunek spe≥niony jest I-prawie wszÍdzie w S (I-(p.w.)), jeúli
istnieje zbiór A œ I, taki øe warunek ten zachodzi dla wszystkich x œ S \A. Majπc idea≥ I w S moøna
zdefiniowaÊ nastÍpujπce w≥aúciwe ‡-idea≥y w S ◊ S:

(I) = {M µ S ◊ S | {y œ S | (x, y) œM} œ I I ≠ (p.w.) w S} ,

Î(I) = {A µ S ◊ S | A µ (U ◊ S) fi (S ◊ U), U œ I} .
[b3, Theorem 1] mówi, øe jeúli f : S æ R spe≥nia (12) (I)-(p.w.) w S ◊ S, to istnieje funkcja
addytywna równa f I-(p.w.) w S.
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Hartman [45] i de Bruijn [18] zauwaøyli, øe rozwiπzanie uogólnionego problemu Erdösa moøe byÊ
wzmocnione, gdy odpowiednio ograniczymy rodzinÍ zbiorów ma≥ych, tzn. kaøda funkcja z grupy w
grupÍ, która jest Î(I)-prawie addytywna jest homomorfizmem. Jak pokazuje [b3, Example 1], dok≥ad-
ny odpowiednik tego twierdzenia dla równania (12) nie zachodzi. Jednak prawdziwa jest odpowiednia
modyfikacja tego twierdzenia [b3, Theorem 2].

4.5.10. Rozwiπzania przybliøone warunkowych równaÒ funkcyjnych. W cyklu prac [b7, b5,
b6, b20] ≥πczymy dwa nurty badawcze. Jeden to stabilnoúÊ Hyersa-Ulama, drugi to równania funkcyjne
postulowane warunkowo. Skupiamy siÍ na warunkowych równaniach Cauchy’ego, tzn. postulujemy
równanie Cauchy’ego (11) dla argumentów spe≥niajπcych pewien warunek, który zaleøy od funkcji f
bÍdπcej niewiadomπ w równaniu. Zgodnie z naszπ wiedzπ stabilnoúÊ takich równaÒ badana by≥a w
[b7, b5, b6] po raz pierwszy.
Pewne rozwaøania geometryczne doprowadzi≥y MikusiÒskiego do równania funkcyjnego

(13) f(x+ y)(f(x+ y)≠ f(x)≠ f(y)) = 0,
które równieø czÍsto zapisywane jest warunkowo

(14) f(x+ y) ”= 0 =∆ f(x+ y) = f(x) + f(y).
Rozwiπzania równania (14) opisuje [28, Theorem 1].
W pracy [b7] badamy stabilnoúÊ równania MikusiÒskiego. Pokazujemy, øe kaøda funkcja f z grupy
abelowej G w przestrzeÒ Banacha, spe≥niajπca

(15) ||f(x+ y)|| > ” =∆ ||f(x+ y)≠ f(x)≠ f(y)|| ˛ Á, x, y œ G,
dla pewnych ”, Á ˇ 0, jest jednostajnie przybliøana na G przez dok≥adne rozwiπzanie równania Miku-
siÒskiego, z dok≥adnoúciπ 2Á + 3” w normie supremum [b7, Theorem 2]. Podwójna (”, Á)-perturbacja
w naszym podejúciu jest nowatorska i wydaje siÍ byÊ w≥aúciwa, poniewaø jako natychmiastowπ konse-
kwencjÍ [b7, Theorem 2] dostajemy stabilnoúÊ równania MikusiÒskiego (13) w postaci iloczynowej [b7,
Theorem 2]. To samo dotyczy pozosta≥ych badanych równaÒ. W [b13] wykorzystujemy [b7, Theorem
2], by pokazaÊ superstabilnoúÊ równania (13) dla funkcji zespolonych, w sensie Bakera, tzn. øe jeúli f
spe≥nia |f(x+ y)(f(x+ y)≠ f(x)≠ f(y))| ˛ Á, to jest addytywna lub ograniczona [b13, Theorem 1].
Równanie Dhombres’a jest symetrycznym odpowiednikiem równania MikusiÒskiego

(16) f(x) + f(y) ”= 0 =∆ f(x+ y) = f(x) + f(y).
W [b5] dowodzimy jego stabilnoúci z podwójnπ (”, Á)-perturbacjπ [b5, Theorem 1] oraz superstabilnoúci
jego wersji iloczynowej [b5, Theorem 1].
Praca [b6] poúwiÍcona jest stabilnoúci równania alternatywnego

(17) f(x+ y) + f(x) + f(y) ”= 0 =∆ f(x+ y) = f(x) + f(y).
Wywodzi siÍ ono od równania Cauchy’ego z kwadratami f(x + y)2 = (f(x) + f(y))2 dla funkcji
rzeczywistej f i jest równieø zapisywane z wartoúciπ bezwzglÍdnπ (12). Jego postaÊ warunkowa pozwala
na zastosowanie (”, Á)-perturbacji w problemie stabilnoúci, co ma miejsce w [b6, Theorem 1]. Jako
konsekwencjÍ [b6, Theorem 1] dostajemy stabilnoúÊ równania Cauchy’ego z kwadratami [b6, Theorem
2]. W [b20] dowodzimy superstabilnoúci równania Cauchy’ego z kwadratami dla funkcji o wartoúciach
w pewnej klasie algebr unormowanych [b20, Theorem 2].

4.5.11. Rozwiπzania przybliøone równaÒ funkcynych z funkcjami kontrolnymi. Aoki [2]
pokaza≥, øe jeúli funkcja f : X æ Y miÍdzy przestrzeniami Banacha spe≥nia
(18) ||f(x+ y)≠ f(x)≠ f(y)|| ˛ Ó(x, y), x, y œ X,
gdzie Ó(x, y) = K(||x||p+ ||y||p), (K ˇ 0, 0 ˛ p < 1), to istnieje dok≥adnie jedna funkcja addytywna a :
X æ Y , taka øe ||f(x)≠a(x)|| ˛ 2K||x||p/(2≠2p) dla x œ X. Wynik ten moøna uwaøaÊ za uogólnienie
twierdzenia Hyersa, w tym sensie øe dopuszcza siÍ, by róønica Cauchy’ego by≥a nieograniczona. Pomimo
tego wczesnego wyniku, intensywny rozwój badaÒ w tym kierunku mia≥ miejsce po publikacji Rassiasa,
[84], który w (18), w roli funkcji kontrolnych, teø (niezaleønie) rozwaøa≥ funkcje potÍgowe z 0 ˛ p < 1.
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Ten sam dowód przechodzi równieø dla p œ (≠Œ, 1). Przypadek p œ [1,Œ) udowodniony zosta≥ w [39],
przy czym stabilnoúÊ nie zachodzi dla p = 1. W nastÍpstwie rozwaøane by≥y rozmaite inne funkcje
kontrolne (por. np. [83, 85, 48]).
Celem prac [b9, b10] jest rozwiπzanie podobnego problem dla warunkowych równaÒ funkcyjnych
z warunkiem zaleønym od funkcji niewiadomej. Uøywamy dwóch funkcji kontrolnych, w úlad za pod-
wójnym zaburzeniem wprowadzonym w [b5, b6, b7].
W [b9] badamy równanie Dhombres’a (16) i jego wersjÍ iloczynowπ. Niech (S,+) bÍdzie pó≥grupπ
abelowπ, (X, || · ||) przestrzeniπ Banacha i niech f : S æ X. Rozwaøamy dwa warunki dla funkcji
kontrolnych:
(p1) szereg

qŒ
k=0Ó2(2

kx, 2kx)/2k jest zbieøny dla kaødego x œ S i limkæŒÓi(2kx, 2ky)/2k = 0 dla
x, y œ S (i œ {1, 2}).

(p2) S jest jednoznacznie podzielna przez 2, szereg
qŒ
k=0 2

kÓ2
1
x/2k, x/2k

2
jest zbieøny dla kaødego

x œ S i limkæŒ 2kÓi
1
x/2k, y/2k

2
= 0 dla x, y œ S (i œ {1, 2}).

[b9, Theorem 1] mówi, øe jeúli zachodzi implikacja ||f(x) + f(y)|| > Ó1(x, y) ∆ ||f(x + y) ≠ f(x) ≠
f(y)|| ˛ Ó2(x, y), dla x, y œ S, z pewnymi Ó1,Ó2 : S ◊ S æ R+ spe≥niajπcymi (p1) lub (p2), to f jest
jednostajnie przybliøana na S przez rozwiπzanie a : S æ X równania Dhombres’a ||f(x)≠a(x)|| ˛ Ô(x)
dla x œ S. Ponadto podajemy wzór na Ô, która zaleøy od Ó1 i Ó2, i nie zaleøy od funkcji f . Jeúli (S,+)
jest grupπ abelowπ, to funkcja a jest jedynym rozwiπzaniem (16) przybliøajπcym f [b9, Remark 1].
Z [b9, Theorem 1] wyprowadzamy stabilnoúÊ równania Dhombres’a w postaci iloczynowej dla funkcji
zespolonych [b9, Theorem 2].
Funkcje kontrolne wystÍpujπce w [b9, Theorem 1] sπ na tyle ogólne, øe pokrywajπ jako szczególne
przypadki funkcje kontrolne rozwaøane do równania Cauchy’ego w [85, 48] [b9, Corollary 1, Corollary
2, Corollary 3]. W szczególnoúci, w [b9, Corollary 3] zak≥adamy, øe f : X æ Y , gdzie (X, || · ||)
jest przestrzeniπ unormowanπ, a (Y, || · ||) jest przestrzeniπ Banacha, spe≥nia dla pewnych ”, Á > 0
i p, q > 1 lub p, q < 1, warunek ||f(x) + f(y)|| > ”(||x||p + ||y||p) ∆ ||f(x + y) ≠ f(x) ≠ f(y)|| ˛
Á(||x||q + ||y||q), x, y œ X. Dowodzimy, øe istnieje rozwiπzanie równania Dhombres’a a : X æ Y oraz
sta≥e K,L > 0, takie øe ||f(x) ≠ a(x)|| ˛ K||x||p + L||y||q dla x œ X. Ponadto pokazujemy, øe [b9,
Corollary 3] nie moøna rozszerzyÊ dla przypadku q = 1 [b9, Theorem 3].
W [b10] badamy równanie alternatywne (17). G≥ównym pozytywnym wynikiem jest [b10, Theorem
1], z którego dostajemy wnioski dla szeregu funkcji kontrolnych [b10, Corollaries 1 - 4]. Równieø tu
mamy szczególne wartoúci parametrów, przy których brak stabilnoúci [b10, Theorem 2, Theorem 3].
Gdy f jest funkcjπ rzeczywistπ, równanie (17) moøemy przedstawiÊ z wartoúciπ bezwzglÍdnπ (12) lub
z kwadratami. Wyniki dotyczπce tych równaÒ przedstawiajπ [b10, Theorem 4, Theorem 5] uzyskane
jako wnioski z [b10, Theorem 1]. Tu rozwiπzania przybliøone dane sπ odpowiednio przez ||f(x+ y)|≠
|f(x) + f(y)|| ˛ Ó(x, y) i |f(x+ y)2 ≠ (f(x) + f(y))2| ˛ Ó(x, y).

4.5.12. Zbiory aproksymatywnie wypuk≥e i funkcje aproksymatywnie wypuk≥e. W [b4] ba-
damy zbiory i funkcje aproksymatywnie wypuk≥e. Uzyskujemy wyniki podobne do [19] i [55], ale dost-
ajemy lepszπ sta≥π aproksymacji. Uøywamy pojÍcia normy uogólnionej (g-normy), tzn. takiej, która
moøe przyjmowaÊ wartoúci nieskoÒczone. Do jej definicji [b4, Definition 1] adaptujemy pojÍcie metryki
uogólnionej [22]. Niech E bÍdzie przestrzeniπ z g-normπ i niech D µ E bÍdzie wypuk≥y. Przypomnijmy
[55, p. 430], øe f : D æ R jest Á-wypuk≥a, jeúli dla dowolnych x, y œ D i – œ [0, 1],

f(–x+ (1≠ –)y) ˛ –f(x) + (1≠ –)f(y) + Á.

W g≥ównym wyniku [b4] dotyczπcym zbiorów aproksymatywnie wypuk≥ych pokazujemy, øe jeúli zbiór
V jest Á-wypuk≥y w n-wymiarowej g-unormowanej przestrzeni, tzn. –x + (1 ≠ –)y œ V + B(0, Á) dla
x, y œ V i – œ [0, 1] [b4, Definition 2], to conv(V ) µ V +Kn+1B(0, Á), gdzie conv(V ) oznacza obwiedniÍ
wypuk≥π V , a ciπg (Kn) œ RN+ dany jest wzorem

Kn := l ≠
k

n
,
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z jedynymi nieujemnymi ca≥kowitymi k, l, takimi øe k < 2l≠1 i n = 2l≠k [b4, Theorem 2]. Zaletπ uøycia
g-norm jest moøliwoúÊ lepszego zrozumienia w≥asnoúci nadwykresu funkcji f , tzn. zbioru epi(f) :=
{(x, y) œ D◊R | y ˇ f(x)}.W konsekwencji jesteúmy w stanie przenieúÊ stabilnoúÊ zbiorów wypuk≥ych
na stabilnoúÊ funkcji wypuk≥ych. Jest tak, bo w pewnej g-normie nadwykres funkcji jest Á-wypuk≥y
wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja jest Á-wypuk≥a [b4, Proposition 2] (dla zwyk≥ych norm równowaønoúÊ
ta nie zachodzi [b4, Example 1]). To geometryczne podejúcie pozwala nam poprawiÊ wynik dotyczπcy
stabilnoúÊ funkcji wypuk≥ych uzyskany przez Hyersa i Ulama [47] oraz CholewÍ [19]. Precyzyjniej,
dowodzimy øe jeúli f : Rn ∏ D æ R jest Á-wypuk≥a, to istnieje funkcja wypuk≥a g : D æ R, taka øe

g(x) ˛ f(x) ˛ g(x) +Kn+1Á,

dla x œ D [b4, Theorem 3]. W [b4, Example 2] pokazujemy, øe sta≥a K2 = 1 jest najlepsza. W [b4]
pokazujemy równieø, øe sta≥π aproksymacji w [b4, Theorem 3] jest niemal ostra i lepsza niø ta w [19].
W szczególnoúci dowodzimy, øe brak stabilnoúci, gdy E jest nieskoÒczenie wymiarowa [b4, Example 3].
Piszπc pracÍ nie wiedzieliúmy, øe nasza sta≥a Kn+1 w [b4, Theorem 3] jest najlepsza. Podobny wynik,
z dowodem optymalnoúci sta≥ej, zawiera [27, Theorem 1.1]. Okazuje siÍ, øe sta≥a w [27, Theorem 1.1]
pokrywa siÍ z naszπ sta≥π [65].

4.5.13. Rozwiπzania przybliøone równaÒ funkcyjnych w przestrzeniach Riesza. W cyklu
prac [b2, b14, b17, b19, b16] rozwijamy metodÍ badania przybliøonych rozwiπzaÒ równaÒ funkcyjnych
w klasie funkcji o wartoúciach w kratach wektorowych. Rozwiπzania przybliøone definiujemy zgodnie
ze strukturπ porzπdkowπ kraty wykorzystujπc wartoúÊ bezwzglÍdnπ, w ten sposób pojÍcie to zgadza
siÍ z klasycznym w kracie liczb rzeczywistych. Przypomnijmy, øe wartoúÊ bezwzglÍdna wektora dana
jest wzorem |x| := sup{x,≠x} ˇ 0.
Nasza metoda bazuje na teorii reprezentacji spektralnej dla przestrzeni Riesza, która pozwala na
utoøsamianie wektorów w przestrzeni Riesza L, z dok≥adnoúciπ do izomorfizmu Riesza, z rozszerzonymi,
tzn. przyjmujπcymi wartoúci nieskoÒczone, ciπg≥ymi funkcjami f z pewnej przestrzeni X w RŒ :=
Rfi{≠Œ}fi{+Œ} z topologiπ naturalnπ, takimi øe R(f) = {x œ X | |f(x)| <Œ} jest gÍsty w X. Zbiór
wszystkich takich funkcji na X oznaczamy CŒ(X). Okazuje siÍ, øe CŒ(X) nie musi byÊ zamkniÍty
na dodawanie. Dowolny podzbiór zbioru CŒ(X) zamkniÍty na dodawanie, mnoøenie przez skalary
(przyjmujemy 0 ·Œ = 0) i operacje infimum i supremum, jest przestrzeniπ Riesza wzglÍdem porzπdku
indukowanego z przestrzeni wartoúci. Kaødy taki podzbiór nazywamy przestrzeniπ Riesza ciπg≥ych
rozszerzonych funkcji rzeczywistych na X [56, p. 295]. Reprezentacja oznacza, øe dana przestrzeÒ
Riesza L jest izomorficzna w sensie Riesza z pewnπ przestrzeniπ Riesza zawartπ w CŒ(X).
Twierdzenie Johnson-Kista o reprezentacji spektralnej [56, Theorem 44.4] zosta≥o uøyte w [b14]
dla równania Dhombres’a (16). Przed zaprezentowaniem g≥ównego wyniku [b14] przypomnijmy, øe
przestrzeÒ Riesza L nazywamy archimedesowπ, jeúli dla dowolnego x œ L ograniczonoúÊ od góry zbioru
{nx | n œ N} pociπga x ˛ 0 [56, Definition 22.1]. Potrzebujemy równieø pojÍcia relatywnej jednostajnej
zbieønoúci. Niech u œ L+ := {u œ L | u ˇ 0}. Mówimy, øe ciπg (fn)nœN w L zbiega u-jednostajnie do
f œ L, gdy dla dowolnego Á > 0, istnieje liczba naturalna n0, taka øe |f ≠ fn| ˛ Áu dla n ˇ n0 [56,
Definition 39.1]. Podobnie definiuje siÍ u-jednostajnπ zupe≥noúÊ wzglÍdem u œ L+ [56, Definition 39.3].
Zaprezentujemy teraz g≥ówny wynik [b14]. Za≥óømy, øe (G,+) jest grupπ abelowπ, L jest archime-
desowπ sup{e, 12d}-jednostajnie zupe≥nπ przestrzeniπ Riesza dla pewnych e, d œ L+ oraz F : G æ L
spe≥nia warunek

|F (x) + F (y)| ˛ d lub |F (x+ y)≠ F (x)≠ F (y)| ˛ e, x, y œ G.

Wówczas istnieje dok≥adnie jedna funkcja addytywna A : Gæ L, taka øe |F (x)≠A(x)| ˛ sup{e, 1/2d}
dla x œ G [b14, Theorem 2]. Oszacowanie w tezie [b14, Theorem 2] jest ostre, a za≥oøenie, øe przestrzeÒ
Riesza L jest archimedesowa jest konieczne dla jednoznacznoúci aproksymacji [b14, Example 2].
W [b2] dowodzimy stabilnoúci Hyersa-Ulama równania (12) w przestrzeniach Riesza [b2, Theorem
1]. Uøywamy twierdzenia Johnson-Kista oraz [b1, Theorem 1].
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W [b19] stosujemy teoriÍ reprezentacji spektralnej do badania stabilnoúci równaÒ funkcyjnych dla
funkcji o wartoúciach w f -algebrach. Dla równania Dhombres’a w postaci iloczynowej uøywamy twierd-
zenia Ogasawary-Maedy [56, Theorem 50.1]. Przypomnijmy, øe jest ono superstabilne dla funkcji zespo-
lonych [b5, Theorem 2] oraz funkcji o wartoúciach w skoÒczenie wymiarowych algebrach unormowanych
bez dzielników zera [64, Theorem 2.5.2]. W [b19] pokazujemy, øe inaczej jest w f -algebrach. Natomiast
pokazujemy, øe równanie to jest stabilne [b19, Theorem 6]. Oszacowanie w tezie [b19, Theorem 6] jest
ostre [b19, Remark 3].
Celem [b16] jest zaproponowanie ogólnej metody badania stabilnoúci szerokiej klasy równaÒ funk-
cyjnych w kratach wektorowych lub f -algebrach. Na poziomie intuicyjnym nasza metoda jest prosta i
moøna jπ opisaÊ nastÍpujπco. Dla przybliøonego rozwiπzania równania funkcyjnego w przestrzeni Ries-
za redukujemy problem jego stabilnoúci do przypadku jednowymiarowego. W tym celu wykorzystujemy
teoriÍ reprezentacji spektralnej. Funkcje reprezentujπce mogπ przyjmowaÊ wartoúci nieskoÒczone, dla-
tego formu≥ujemy [b16, Lemma 6], który pozwala pokonaÊ tÍ trudnoúÊ. Po zredukowaniu problemu sto-
sujemy standardowe techniki badania stabilnoúci równaÒ funkcyjnych, by rozwiπzaÊ jednowymiarowy
odpowiednik problemu. Pozosta≥a czÍúÊ procedury poúwiÍcona jest drodze powrotnej, tzn. rozszerzamy
jednowymiarowe rozwiπzanie do wyjúciowej przestrzeni Reisza. Idea taka leøy u podstaw dowodu [b16,
Theorem 7], g≥ównego wyniku [b16]. Nasza metoda dzia≥a dla klasy równaÒ funkcyjnych, która scha-
rakteryzowana jest w [b16]. Pokazujemy zastosowania naszej metody badajπc trzy wybrane równania
funkcyjne. Pierwsze dwa z nich majπ wspólny rodowód, ale przedstawiajπ odmienne zachowania sta-
bilnoúciowe (w klasie funkcji rzeczywistych). Pokazujemy, øe alternatywne równanie Cauchy’ego (17)
jest stabilne w przestrzeniach Riesza [b16, Section 4]. W [b16, Section 5] pokazujemy, øe równanie
Cauchy’ego z kwadratami jest stabilne w f -algebrach [b16, Theorem 19], jednak inaczej niø dla funkcji
o wartoúciach rzeczywistych, nie jest ono superstabilne [b16, Example 21]. Trzecie, to równanie kwa-
dratowe f(x+ y) + f(x≠ y) = 2f(x) + 2f(y). Jego stabilnoúÊ w przestrzeniach Riesza pokazujemy w
[b16, Section 6].
Równanie funkcji wyk≥adniczej

f(x+ y) = f(x)f(y)
jest waøne w teorii stabilnoúci Hyersa-Ulama, poniewaø pojÍcie superstabilnoúci w sensie Bakera wy-
wodzi siÍ z zachowania jego rozwiπzaÒ przybliøonych [7, 6]. W [b17] zajmujemy siÍ rozwiπzaniami
przybliøonymi równania wyk≥adniczego w algebrach Riesza. Stosujemy twierdzenie spektralne Yosidy
[56, Theorem 45.3] dla przestrzeni archimedesowych z silnπ jednoúciπ porzπdkowπ, ale potrzebujemy
innych technik niø opisane wyøej. W f -algebrach, inaczej niø w w przypadku rzeczywistym, fenomen
superstabilnoúci nie wystÍpuje [b17, Example 13], ale zachodzi stabilnoúÊ [b17, Theorem 10], choÊ brak
jednoznacznoúci aproksymacji [b17, Remark 14].
Metoda punktu sta≥ego znalaz≥a zastosowanie w teorii stabilnoúci Hyersa-Ulama i wydaje siÍ, øe w
[5] uøyto jej po raz pierwszy w tej dziedzinie. W [b15] dowodzimy twierdzenia o punkcie sta≥ym w
przestrzeniach Riesza [b15, Theorem 1], a nastÍpnie stosujemy je do badania stabilnoúci kilku równaÒ
funkcyjnych jednej zmiennej [b15, Section 4] i wielu zmiennych [b15, Section 5].
W [b18] badamy ciπg≥e w punkcie funkcje o wartoúciach w przestrzeniach Riesza i spe≥niajπ pewne
uk≥ady równaÒ funkcyjnych.



30

(c) Zagraniczne wyjazdy naukowe:
– SierpieÒ 2017, Département de mathématiques, Université de Sherbrooke, Sherbrooke, Qc,
Kanada (2 tygodnie).
– WrzesieÒ 2017, HausdorÄ Research Institute for Mathematics, Bonn, Niemcy (1 tydzieÒ).
Oba powyøsze pobyty poúwiÍcone by≥y badaniom, które zaowocowa≥y powstaniem [H3].
– 2020 – 2021, Associate Research Professor, Department of Mathematics, Rutgers Univer-
sity, USA (1 rok).
Owocem pobytu jest preprint [9], który jest obecnie w recenzji oraz kolejna praca w przy-
gotowaniu. Preprint [9] opisany jest krótko w sekcji 4.1.4. Pracowa≥em zarówno nad stronπ
teoretycznπ jak i kodem w Python, który konstruuje dyskretny wielowartoúciowy uk≥ad
dynamiczny. Podczas wizyty wyg≥osi≥em dwa referaty na seminariach naukowych: w Ins-
tytucie Matematyki oraz Tripods Institut w Uniwersytecie Rutgers. Oba dotyczy≥y teorii
Conleya dla dyskretnych wielowartoúciowych uk≥adów dynamicznych i badaÒ, które osta-
tecznie zaowocowa≥y powstaniem pracy [9].
Wyniki te przedstawi≥em równieø na konferencji ICMC Summer Meeting on DiÄerential
Equations - 2023 Chapter w São Carlos w Brazylii.
Ponadto podczas wizyty w Uniwersytecie Rutgers finalizowa≥em pracÍ [H5].

(d) Wystπpienia na konferencjach:
Wyg≥osi≥em 26 referatów na konferencjach miÍdzynarodowych, miÍdzy innymi w: USA, Ka-
nadzie, Brazylii, Francji, na WÍgrzech, w Czechach, Chorwacji i w Polsce. Lista referatów
znajduje siÍ w osobnym dokumencie. Ponadto wyg≥asza≥em liczne referaty na seminariach
naukowych, miÍdzy innymi w Institute of Mathematics w Rutgers University (USA), Tripods
Institute w Rutgers University, Instytucie Matematyki w Uniwersytecie w Poznaniu, Instytu-
cie Matematyki Uniwersytetu ålπskiego, Instytucie Informatyki i Matematyki Komputerowej
w Uniwersytecie JagielloÒskim, Instytucie Matematyki Uniwersytetu Pedagogicznego w Kra-
kowie, na Wydziale Informatyki w WSB-NLU, na Wydziale Zarzπdzania WSB-NLU.

(e) Recenzje dla czasopism naukowych:
– SIAM Journal on Applied Dynamical Systems
– Physica D: Nonlinear Phenomena
– Journal of Applied and Computational Topology
– Journal of Mathematical Analysis and Applications
– Aequationes Mathematicae
– Publicationes Mathematicae
– Mathematical Inequalities and Applications
i
– Mathematical Reviews.

6. Dydaktyka, osiπgniÍcia organizacyjne i w popularyzacji nauki

(a) Prowadzone zajÍcia dydaktyczne
1) Uniwersytet JagielloÒski: Analiza matematyczna 1a (Êwiczenia dla programu Matematyka
Komputerowa), Analiza matematyczna 1b (wyk≥ad, Êwiczenia i laboratoria dla programu
Matematyka Komputerowa), Algebra obliczeniowa (wyk≥ad dla programu Matematyka
Komputerowa), Algebra liniowa z geometriπ (Êwiczenia), Algebra liniowa z geometriπ 2
(Êwiczenia), Analiza matematyczna 1 (Êwiczenia), Analiza matematyczna 2 (Êwiczenia),
Seminarium dyplomowe.

2) Wczeúniej, w Uniwersytecie Pedagogicznym, WSB-NLU, PWSZ, liczne wyk≥ady, Êwicze-
nia i laboratoria, np.: WstÍp do logiki i teorii mnogoúci, Algebra, Algebra liniowa, Analiza
matematyczna, Topologia, Analiza funkcjonalna, Technologie informacyjne, Programowa-
nie w MatLab, Oprogramowanie uøytkowe, Zarzπdzanie produkcjπ, Modelowanie mate-
matyczne i symulacje komputerowe, Matematyka (dla studentów Biologii, Fizyki), WstÍp
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do informatyki, Równania róøniczkowe, Matematyka dyskretna, Matematyka w ekono-
mii, BezpieczeÒstwo systemów komputerowych, Badania operacyjne, Statystyka, Rachu-
nek prawdopodobieÒstwa i statystyka, Ekonometria, Algebra z geometriπ, Statystyka w
biznesie, Kryptologia, Systemy komputerowe w zarzπdzaniu produkcjπ.

(b) Opieka nad studentami studiów doktoranckich
1. Dr Mateusz Przybylski, obrona w 2021 roku, tytu≥ rozprawy doktorskiej: Metody teorii
indeksu Conleya w dynamice próbkowanej; promotor pomocniczy

2. Mgr Damian Sadowski; obecny student
(c) Promotorstwo prac magisterskich, licencjackich lub inøynierskich - ponad 100, z matematyki,
informatyki, zarzπdzania. W ostatnim czasie w Uniwersytecie JagielloÒskim 10ciu dyplomantów
studiów I stopnia z Matematyki Komputerowej.

(d) Skrypty
1. B. Batko, J. Malczak, Matematyka w ekonomii, WSB-NLU, Nowy Sπcz 2002.
2. B. Batko, Rachunek prawdopodobieÒstwa i statystyka, WSB-NLU, Nowy Sπcz 2005.
3. B. Batko, M. Mrozek, Badania operacyjne, WSB-NLU, Nowy Sπcz 2006.

(e) Europejski Fundusz Spo≥eczny (ESF)
1. Pozyskanie úrodków i kierowanie projektem profIT - studia podyplomowe z zakresu IT
finansowanym przez Polskπ AgencjÍ Rozwoju PrzedsiÍbiorczoúci (PARP) w ramach Pro-
gramu Operacyjnego Kapita≥ Ludzki (POKL) 01.09.2009–31.08.2012.

2. Kierowanie projektem Uczelnia dla biznesu - wsparcie informatyki w Ma≥opolsce jako kluc-
zowego kierunku studiów dla budowy gospodarki opartej na wiedzy, finansowanym przez
Ministra Nauki i Szkolnictwa Wyøszego oraz Narodowe Centrum BadaÒ i Rozwoju (NC-
BiR) w ramach Programu Operacyjnego Kapita≥ Ludzki (POKL), 01.08.2008–30.06.2013.

(f) Inna aktywnoúÊ organizacyjna:
1. Wspó≥autorstwo programu studiów inøynierskich dla kierunku Informatyka, Wydzia≥ In-
formatyki WSB-NLU 2008.

2. Wspó≥autorstwo programu trzech specjalnoúci studiów podyplomowych z Informatyki,
Wydzia≥ Informatyki WSB-NLU 2008. Program prowadzony w ramach projektu ”profIT”
w latach 2009–2012 dla oko≥o 180 studentów.

3. Wspó≥autorstwo programu licencjackiegoMatematyka ekonomiczna, Instytut Matematyki,
Uniwersytet Pedagogiczny, 2012.

4. Wspó≥autorstwo raportu samooceny kierunku studiów dla Polskiej Komisji Akredytacyjnej
(PKA), Wydzia≥ Informatyki WSB-NLU.

(g) Lider bloku tematycznego w programie ”Przyjaciele Sukcesu–Biznes Nabiera Dynamiki”. Ogól-
nopolski program szkoleniowo konsultingowy zorganizowany pod patronatem Polskiej Konfe-
deracji Pracodawców Prywatnych Lewiatan (PKPP Lewiatan) oraz Microsoft Dynamics: Wars-
zawa, £ódü, Kraków, Sosnowiec, Wroc≥aw, PoznaÒ, Szczecin, GdaÒsk, Olsztyn; 2006.
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[b8] B. Batko, M. Mrozek. The Euler-Poincaré characteristic of index maps, Topology Appl. 154 (2007), 859–866.
[b9] B. Batko. On approximation of approximate solutions of Dhombres’ equation, J. Math. Anal. Appl. 340 (2008),
424–432.

[b10] B. Batko. Stability of an alternative functional equation, J. Math. Anal. Appl. 339 (2008), 303–311.
[b11] M. Mrozek, B. Batko. Coreduction homology algorithm, Discrete Comput. Geom. 41/1 (2009), 96–118.
[b12] M. Mrozek, B. Batko. Homology of representable sets, Ann. Pol. Mat. 97.3 (2010), 243–252.
[b13] B. Batko. Note on superstability of MikusiÒski’s functional equation, in: Functional Equations in Mathematical
Analysis, Springer Optim. Appl. 52 (2012), 15–17.

[b14] B. Batko. The stability of Dhombres’ equation in Riesz spaces, J. Math. Anal. Appl., 406 (2013), 261–265.
[b15] B. Batko, J. BrzdÍ k. A fixed point theorem and the Hyers-Ulam stability in Riesz spaces, Adv. DiÄer. Equ.
2013 (2013):138.

[b16] B. Batko. On approximate solutions of functional equations in vector lattices, Abstr. Appl. Anal. 2014 (2014),
Art. ID. 547673.

[b17] B. Batko. Stability of the exponential functional equation in Riesz algebras, Abstr. Appl. Anal. 2014 (2014), Art.
ID. 848540.

[b18] B. Batko, J. BrzdÍk. A remark on some simultaneous functional inequalities in Riesz spaces, in: Topics in
Mathematical Analysis and Applications 94 (2014), 111–117.

[b19] B. Batko Spectral representation theory and stability of the multiplicative Dhombres functional equation in f -
algebras, Aequationes Math., 89 (2015), 543–554.

[b20] B. Batko. Superstability of the Cauchy equation with squares in finite-dimensional normed algebras, Aequationes
Math. 89 (2015), 785–789.
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