AUTOREFERAT

1. Imie i nazwisko: Bogdan Batko
2. Posiadane dyplomy, stopnie naukowe:

- doktor nauk matematycznych: Akademia Pedagogiczna w Krakowie, Instytut Matematyki,
czerwiec 2000.
Tytul rozprawy: Stabilnosé alternatywnych réwnan funkcyjnych.
Promotor: Prof. dr hab. Jozef Tabor.

- magister inzynier informatyki: Akademia Gérniczo-Hutnicza w Krakowie, Instytut Infor-
matyki, czerwiec 1997.

- magister matematyki: Wyzsza Szkota Pedagogiczna w Krakowie, Instytut Matematyki,
czerwiec 1996.

3. Informacja o dotychczasowym zatrudnieniu w jednostkach naukowych (w porzadku odwrotnym
do chronologicznego):

- 2020 — 2021; associate research professor, Rutgers University, USA, Department of Ma-
thematics.

- 2017 — teraz; adiunkt, Uniwersytet Jagiellonski, Wydzial Matematyki i Informatyki.

- 2015 — 2016; starszy wyktadowca, Uniwersytet Jagiellonski, Wydzial Matematyki i Infor-
matyki.

- 2014 - 2015; wicedyrektor do spraw studenckich, Uniwersytet Pedagogiczny w Krakowie,
Instytut Matematyki.

- 2014 — 2015; starszy wyktadowca, Panstwowa Wyzsza Szkota Zawodowa w Nowym Saczu,
Instytut Techniczny.

- 2004 — 2014; adiunkt, Wyzsza Szkota Biznesu - National Louis University w Nowym Saczu,
Wydzial Informatyki.

- 2004 — 2007; prodziekan, Wyzsza Szkota Biznesu - National Louis University w Nowym
Saczu, Wydzial Informatyki.

- 2003 — 2015; adiunkt, Uniwersytet Pedagogiczny w Krakowie, Instytut Matematyki.

- 2000 — 2004; adiunkt, Wyzsza Szkota Biznesu - National Louis University w Nowym Saczu,
Wydzial Zarzadzania.

- 1996 — 2003; asystent, Uniwersytet Pedagogiczny w Krakowie, Instytut Matematyki.

- 1996 — 2000; asystent, Wyzsza Szkota Biznesu - National Louis University w Nowym
Saczu, Wydzial Zarzadzania.

4. Omowienie osiagnie¢, o ktorych mowa w art. 219 ust. 1 pkt. 2 ustawy z dnia 20 lipca 2018 r.

a) Tytul
TEORIA INDEKSU CONLEYA DLA WIELOWARTOSCIOWYCH UKLADOW DYNAMICZNYCH
Z CZASEM DYSKRETNYM

b) Cykl powiazanych tematycznie artykuléw naukowych, zgodnie z art. 219 ust. 1 pkt. 2b
Ustawy:

[H1] B. BATKO, M. MROZEK. Weak index pairs and the Conley index for discrete mul-
tivalued dynamical systems, SIAM J. Appl. Dyn. Syst. 15 (2016), 1143-1162. DOI:
10.1137/15M 1046691

[H2] B. BATKO. Weak index pairs and the Conley index for discrete multivalued dyna-
mical systems. Part II: properties of the Index, STAM J. Appl. Dyn. Syst. 16 (2017),
1587-1617. DOI: 10.1137/16M1097584

[H3] B. BaTKO, T. KACZYNSKI, M. MROZEK AND TH. WANNER. Linking combinatorial
and classical dynamics: Conley index and Morse decompositions. Found. Comput.
Math. 20 (2020), 967-1012. DOI: 10.1007/s10208-020-09444-1.

[H4] B. BAaTkO, K. MISCHAIKOW, M. MROZEK AND M. PRZYBYLSKI. Conley index
approach to sampled dynamics. STAM J. Appl. Dyn. Syst. 19 (2020), 665-704. DOI:
10.1137/19M 1254404

[H5] B. BATKO. The Morse equation in the Conley index theory for discrete multivalued
dynamical systems, J. Dyn. Diff. Equat. (2022). DOIL: 10.1007s10884-022-10136-3

1



c¢) Opis osiagnigé
W sekcji 4.1 krétko omawiamy motywacje oraz cele cyklu prac. Nieco szerszy opis, zawierajacy naj-
wazniejsze wyniki, przedstawiamy w sekcji 4.2.

4.1. KROTKIE OMOWIENIE CYKLU PRAC

4.1.1. Wstep. Modele wiekszosci uktadéw fizycznych oparte sg na kontinuum - przyjmuje sie, ze war-
tosci stanéw ukladu moga by¢ rzeczywiste. Réwnoczesnie nauka staje sie coraz bardziej oparta na
danych, a wiec na skonczonej iloéci informacji. Sugeruje to potrzebe posiadania narzedzi, ktore efek-
tywnie dostarczaja informacji o strukturach ciagtych na podstawie skoficzonych danych i przyczynia
sie do gwaltownego wzrostu zastosowan metod topologicznej analizy danych (TDA). W tym kontekscie
rowniez dynamika prébkowana przyciaga zainteresowanie naukowcow.

Jednak, co nie jet zaskakujace, istnieja powazne wyzwania zwigzane z rozumieniem dynamiki danych
i jak dotad stosunkowo niewiele osiggnieto w tym zakresie.

W cyklu prac zajmujemy si¢ tym problemem w kontek$cie dynamiki nieliniowej. Budujemy teorie
indeksu Conleya dla dyskretnych wielowartosciowych ukladéw dynamicznych i pokazujemy jej zasto-
sowania w dynamice prébkowane;j.

Dynamika topologiczna. Fundamentalnymi obiektami badan w ukladach dynamicznych sa tra-
jektorie i zbiory miezmiennicze - zbiory graniczne trajektorii, ktére nie uciekaja do nieskoniczono$ci.
Moga one by¢ proste, jak np. punkty stacjonarne, orbity okresowe, lub bardziej skomplikowane, jak
zbiory fraktalne z dynamika chaotyczna.

Indeks Conleya jest niezmiennikiem topologicznym definiowanym dla zbioru niezmienniczego izo-
lowanego - maksymalnego zbioru niezmienniczego w pewnym jego otoczeniu. Stal sie on waznym
narzedziem badania wlasnosci jakosciowych ukladéw dynamicznych. Pierwotna konstrukcja indeksu,
nalezaca do Conleya i jego uczniéw [20], dotyczy potokéw w lokalnie zwartych przestrzeniach metrycz-
nych; zostala uogélniona dla dowolnych przestrzeni metrycznych [89, 11] i ukladéw dynamicznych
z czasem dyskretnym [86, 67, 23].

Zbiér niezmienniczy izolowany mozna roztozy¢ na skonczona sume parami roztacznych zbioréw niez-
mienniczych izolowanych, zwanych zbiorami Morse’a, i orbit taczacych, tak ze poza zbiorami Morse’a
dynamika jest gradientowa. Nazywamy to rozkiadem Morse’a . Kazdy zbior Morse’a ma indeks Con-
leya, dlatego mozna méwié o grafie Morse’a-Conleya, ze zbiorami Morse’a jako wierzchotkami i ich
indeksami Conleya jako etykietami oraz strzatkami odpowiadajacymi potaczeniom heteroklinicznym
miedzy zbiorami Morse’a. Ponadto kazdy zbior Morse’a moze mie¢ wlasny rozklad Morse’a.

Rownanie Morse’a opisuje zwigzki miedzy indeksem Conleya izolowanego zbioru niezmienniczego a
indeksami Conleya jego zbioréw Morse’a. W szczegdlnosci z réwnania mozna wyprowadzi¢ klasyczne
nieréwnosci Morse’a oraz informacje o (ko)homologicznie nietrywialnych polaczeniach miedzy zbiorami
Morse’a.

Dynamika prébkowana. Rosnie zainteresowanie teoriami zdolnymi do ekstrahowania istotnych
informacji ukrytych w zaszumionych danych eksperymentalnych. Dotyczy to réwniez dynamiki.

Podejscie klasyczne polega na numerycznym badaniu dynamiki rownania rézniczkowego skonstruo-
wanego na podstawie probki. Konstrukcja wykorzystuje dane do odkrycia naturalnych praw rzadzacych
dynamika pozwalajacych opisaé je réwnaniami [91] lub bezposrednio interpolowaé lub aproksymowaé
nieznane pole wektorowe [14]. Ale mozna tez wyeliminowa¢ réwnania rézniczkowe i bezposrednio badaé
dynamike danych za pomoca odwzorowania wielowartosciowego [61, 100, H4] lub kombinatorycznego
ukladu dynamicznego [35, 34, 87, 54, 75]. Oba te podejscia réznia sie zasadniczo od klasycznego. Z jed-
nej strony uktady dynamiczne okreslone rownaniami rézniczkowymi sg szeroko stosowane i pozwalaja
bada¢ mnogoéé zachowan dynamicznych, ale kosztem dos$é¢ zaawansowanych technik matematycznych
potrzebnych do ich precyzyjnego opisu. Z drugiej strony modelowanie za pomoca odwzorowania wie-
lowartosciowego, czy kompleksu symplicjalnego, znakomicie upraszcza badanie wielu zjawisk dzieki
dostepnoéci szybkich algorytmoéw kombinatorycznych.

Dominujgcym narzedziem uzywanym przez spoteczno$é¢ TDA do badania nieznanej przestrzeni to-
pologicznej sa homologie persystentne [30]. Jednak istnieja dwa istotne wyzwania zwigzane z tym
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podejsciem. Po pierwsze, obliczenia homologii persystentnych na duzych zbiorach danych moga by¢
zbyt drogie (trwaja intensywne prace na ten temat [25, 80, 44]), a po drugie, teoria persystentna dla
odwzorowan jest wciaz na wezesnym etapie badan [26, 31, 10].

Identyfikacja przestrzeni to tylko cze$¢ wyzwania, jakim jest zrozumienie dynamiki; musimy réwniez
uchwyci¢ zachowanie odwzorowania nieliniowego, ktére generuje dynamike.

Nowego podejécia dostarcza niedawno opracowana teoria pél multiwektorowych [75, 52, H3], inspiro-
wana praca Formana [35]. Bezposrednio z danych konstruuje sie kompleks symplicjalny oraz kombina-
toryczny uktad dynamiczny w postaci iteracji kombinatorycznego odwzorowania wielowartosciowego
lub potoku wielowartosciowego. Teoria pozwala na wprowadzenie pojecia rozwigzania, w szczegol-
noéci punktu stacjonarnego, rozwigzania okresowego, potaczenia heteroklinicznego i homoklinicznego,
a takze zbior6w niezmienniczych, atraktorow i repeleréw, rozktadéow Morse’a i chaotycznych zbiorow
niezmienniczych. Stanowi to podwaliny pod nowsg teorie Conleya dla skoficzonych przestrzeni topo-
logicznych. Aby pokazaé¢ formalne zwigzki miedzy dynamiks kombinatoryczng i klasyczna, niezbedna
jest teoria indeksu Conleya dla odwzorowan wielowartosciowych [H3, 52].

Pomyst wykorzystania dynamiki topologicznej i odwzorowan wielowartosciowych do badania dy-
namiki w danych eksperymentalnych siega wstecz pracy [61]. W celu skonstruowania odwzorowania
wielowartosciowego grupujemy dane w koszyki. Zaleta jest to, ze mozemy a priori wybra¢ koszyki, aby
obliczenia homologiczne byly wykonalne, biorac pod uwage ograniczenia czasowe i pamieciowe. Po-
nadto, niejako tautologicznie, proces grupowania stanowi technike redukcji danych. Obiecujace wyniki
zawarte w [61] pokazuja, ze aby méc formutowaé $ciste wnioski na temat badanego ukladu, niezbedna
jest teoria indeksu Conleya dla odwzorowan wielowartosciowych z czasem dyskretnym.

4.1.2. Indeks Conleya dla dyskretnych wielowartoSciowych ukladéw dynamicznych.

4.1.2.1. Konstrukcja indeksu. Wielowartosciowy uklad dynamiczny z czasem dyskretnym zadany jest
przez iteraty gornie-péiciaglego wielowartosciowego odwzorowania F' przestrzeni topologicznej w siebie,
o wartosciach zwartych (por. paragraf 4.2.2). Wielowartosciowe uktady dynamiczne charakteryzuja sie
niejednoznacznymi rozwigzaniami w przod. Zainteresowanie takimi uktadami zrodzilto si¢ w jakosciowej
analizie réwnan rézniczkowych bez jednoznacznosci rozwiazan i inkluzji rézniczkowych [4]. Nieco zas-
kakujaco dynamika wielowarto$ciowa jest réwniez wazna w badaniach dynamiki jednowartosciowej w
kontekscie Scistej analizy numerycznej rownan rézniczkowych i iterat odwzorowan. Taki sposéb analizy
zapoczatkowany zostal w [59] dla istnienia chaosu w ukladzie Lorenza i od tego czasu byl stosowa-
ny w wielu konkretnych problemach. Teoria Conleya [20] oferuje niezmiennik topologiczny do bada-
nia uktadéw dynamicznych. Jest wykorzystywana do dowodzenia istnienia rozwigzan stacjonarnych i
okresowych, polaczen heteroklinicznych oraz chaotycznych zbioréw niezmienniczych. Potencjal teorii
Conleya w kontekscie danych zostal zauwazony dzigki uogélnieniu dla ukladéw wielowartosciowych [50]
zaproponowanemu jako narzedzie komputerowo wspieranych dowodéw w dynamice. Dynamika wielo-
wartoéciowa staje sie w takim podejsciu narzedziem badania klasycznej dynamiki (jednowartosciowej)
[62, 101, 78]. Niestety, cho¢ podejscie zaproponowane w [50] dowiodlo, ze teoria Conleya w dyna-
mice odwzorowan wielowartosciowych jest wykonalna, szybko okazalo sie, ze definicja izolacji przyjeta
w [50] jest zbyt restrykcyjna dla zastosowan. Przypomnijmy, ze w przypadku klasycznej dynamiki
jednowartoéciowej otoczenie izolujace jest zbiorem zwartym N takim, ze jego maksymalny podzbidr
niezmienniczy, oznaczony Inv N, spelnia Inv N C int N. Definicja otoczenia izolujacego N przyjeta
w [50] dla przypadku dynamiki wielowarto$ciowej jest znacznie mocniejsza. Wymaga ona, aby cze$é
niezmiennicza N byla odseparowana od brzegu N o odlegloéé¢ wigksza niz Srednica wartosci F. W
zastosowaniach uczynienie tej $rednicy wystarczajaco mala jest niewykonalne ze wzgledu na ogranic-
zenia istniejacej mocy obliczeniowej i dostepnosé danych. Ponadto na wczesnym etapie badan, ktére
ostatecznie doprowadzily do [H3], wbhrew pierwotnym nadziejom okazalo si¢, ze teoria opracowana w
[50] jest zbyt staba, aby zbudowaé formalne zwiazki miedzy teoria klasyczna a teoria kombinatoryczna.
Wszystko to dato motywacje do poszukiwania zupelnie nowej teorii, zorientowanej na zastosowania
i doprowadzilo do serii artykuléw na ten temat, poczynajac od [H1, H2]. W [H1] definicja otoczenia
izolujacego pokrywa sie z definicja dla klasycznego przypadku jednowartosciowego: zbior zwarty N jest
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otoczeniem izolujgcym dla F, jesli Inv N C int N. Takie podejscie powoduje jednak, ze pary indeksowe,
bedace gtéwnym narzedziem w konstrukeji indeksu Conleya, przestaja byé przydatne, poniewaz otoc-
zenia izolujace w nowym sensie nie gwarantuja ich istnienia. Dlatego potrzebna byta nowa konstrukcja
indeksu. Definicja indeksu Conleya przedstawiona w [H1] oparta jest na sfabych parach indeksowych
[H1, Definicja 4.7]. Wymaga to zupelnie nowych dowodéw.

4.1.2.2. Wlasnosci indeksu. Praca [H2] jest kontynuacja [H1] i jest po$wiecona wlasnosciom zdefinio-
wanego tam indeksu Conleya. Dowodzimy wlasnosci WazZewskiego, wtasnosci addytywnosci, wtasnosci
homotopii (kontynuacji) oraz wlasnosci przemiennosci.

[H2, Rozdzial 4] zawiera definicje bloku izolujacego dla dyskretnego wielowarto$ciowego uktadu dy-
namicznego. Blok izolujacy pozwala na tatwe skonstruowanie stabej pary indeksowej [H2, Theorem 4.4],
co jest wygodne z obliczeniowego punktu widzenia i zostalo wykorzystane w [H4]. W [H2, Section 5]
omawiamy wlasnoé¢ Wazewskiego i wlasnoéé addytywnosci. Okazuje sie, ze w przeciwienstwie do przy-
padku jednowartosciowego lub wielowartosciowego, ale dla zbioréw niezmienniczych silnie izolowanych,
suma dwodch roztacznych zbioréw niezmienniczych izolowanych nie musi by¢ zbiorem niezmienniczym
izolowanym [H2, Example 5.2]. Co wiecej, jesli nawet suma dwdch roztacznych zbioréw niezmiennic-
zych izolowanych jest zbiorem niezmienniczym izolowanym, jego indeks Conleya nie musi by¢ réwny
iloczynowi jego skltadowych [H2, Example 5.4]. Powodem jest to, ze definicja otoczenia izolujacego nie
kontroluje w pelni obrazu zbioru niezmienniczego izolowanego dla F'. W konsekwencji suma dwdch
zbioréw niezmienniczych izolowanych moze zawiera¢ trajektorie taczaca sktadowe. Jesli jednak zbiory
niezmiennicze izolowane sg wystarczajaco dobrze odseparowane, w tym sensie, ze obraz zadnego z nich
nie przecina drugiego, to pozadana wlasnos$¢ zachodzi [H2, Theorem 5.3]. W [H2, Section 6] omawia-
my wlasno$¢ kontynuacji (homotopii) indeksu Conleya [H2, Theorem 6.1]. Przedstawiamy réwniez jego
proste zastosowanie do wiodacego przyktadu [H1] pokazujace, ze indeks Conleya wielowarto$ciowego
uktadu dynamicznego skonstruowanego na podstawie prébki pokrywa sie z indeksem probkowanego
jednowartosciowego ukladu dynamicznego, zgodnie z oczekiwaniem [H2, Example 6.7, 6.8]. W ostatnim
rozdziale zajmujemy sie wlasnoscig przemiennosci.

4.1.2.3. Rozklady Morse’a i réwnanie Morse’a. W [H5] kontynuujemy program rozpoczety w [H1, H2].
Przygladamy si¢ wewnetrznej strukturze zbioréw niezmienniczych izolowanych. Jednym z deskryp-
torow, ktére temu stuza jest rozklad Morse’a i zwigzane z nim réwnanie Morse’a.

Klasyczne nieréwnoéci Morse’a dotycza niezdegenerowanych punktéw krytycznych potoku gradi-
entowego na rozmaitoéci zwartej i pokazuja odpowiednio$é¢ miedzy k-ta liczbg Bettiego rozmaitosci
a liczbg punktéw krytycznych o indeksie Morse’a k, czyli punktow krytycznych z k-wymiarows niesta-
bilng rozmaitoscia niezmiennicza [13]. Jedno z uogdlnien klasycznych nieréwnosci Morse’a i Smale’a
[92] w teorii indeksu Conleya zostalo zaproponowane przez Conleya i Zehndera dla potokéw [21].
Nastepnie rownanie Morse’a w teorii indeksu Conleya zostalo udowodnione dla semipotokéw przez
Rybakowskiego [90], a dla czasu dyskretnego przez Franksa [36] i Mrozka [70].

Zal6zmy, ze dany jest uklad dynamiczny (z czasem ciaglym lub dyskretnym) w lokalnie zwartej
przestrzeni metrycznej. W kohomologicznej teorii indeksu Conleya ze zbiorem niezmienniczym izolo-
wanym wigze sie specjalng pare zbiorow, zwana para indeksowa. Kohomologiczny indeks Conleya zbioru
S jest definiowany jako kohomologie Alexandera-Spaniera pary indeksowej. Dowodzi sie, ze jest to niez-
miennik S. Zatem z S mozemy zwiaza¢ szereg Poincar’e p(t, S), tzn. szereg potegowy wzgledem t z rze-
dami moduléw kohomologii jako wspélczynnikami. Zalézmy teraz, ze M = {M; | i € {1,2,...,n}}
jest rozktadem Morse’a S. Stad w szczegblnosci zbiory M; sa parami roztgcznymi podzbiorami niez-
mienniczymi izolowanymi zbioru S. Wtedy rownanie Morse’a przybiera postaé

S p(t M) = p(t, S) + (14 Q).
=1

gdzie @ jest formalnym szeregiem potegowym o wspélczynnikach catkowitych nieujemnych [21]. Z réw-
nania tego wynikaja klasyczne nieréwnosci Morse’a. Wyrazy szeregu () dostarczaja informacji o nie-
trywialnych potaczeniach miedzy parami zbioréw Morse’a.
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W [H5] rozszerzamy teorie rozkladéw Morse’a i dowodzimy réwnania Morse’a w teorii indeksu Con-
leya dla dyskretnych wielowartosciowych uktadéw dynamicznych. Definiujemy zbiory a- i w-graniczne,
atraktory, repelery i pary repeler-atraktor. Pojecia te uogélniaja odpowiednie pojecia w przypadku jed-
nowarto$ciowym, jednak nie sg identyczne. Na przyktad definiujemy zbiér w-graniczny dla rozwigzania
przechodzacego przez dany punkt x, a nie dla samego x, poniewaz dynamika wielowarto$ciowa dopusz-
cza wiele rozwiazan w przéd przez x. Charakteryzujemy zbiory Morse’a za pomoca ciagu (filtracji)
atraktoréw [H5, Theorem 3.9, Theorem 3.11]. W klasycznej teorii Conleya kluczowym narzedziem do-
wodzenia réwnania Morse’a jest trojka indeksowa. Przypomnijmy, ze w przypadku wielowarto$ciowym
pary indeksowe nie sa przydatne - otoczenia izolujace nie gwarantuja istnienia par indeksowych [H1],
a konstrukcja indeksu opiera sie na stabych parach indeksowych. Dlatego dla pary repeler-atraktor kon-
struujemy staba tréjke indeksowa [H5, Theorem 4.7]. Wykorzystujac ja dowodzimy réwnania Morse’a
[H5, Theorem 5.2], ktore uogdlnia klasyczne nieréwnosci Morse’a [H5, Corollary 5.4].

4.1.3. Zastosowania w dynamice prébkowanej.

4.1.3.1. Odwzorowanie wielowartosciowe. Krétko przedstawimy schemat wykorzystania wielowarto-
Sciowych uktadéw dynamicznych do badania dynamiki prébkowanej. Rozpoczynamy od skonstruo-
wania kostkowej reprezentacji przestrzeni fazowej X w taki sposéb, aby kazda kostka maksymalnego
wymiaru () zawierata pewnag liczbe punktéw préobki. Nastepnie konstruujemy kostkowe odwzorowanie
wielowartosciowe F' : X —o X, czyli odwzorowanie X 3 x — F(x) C X, takie ze posyla ono kostke
@ w mozliwie maly acykliczny kostkowy nadzbior {Q | f(z) € Q}, gdzie f(x) oznacza zaobserwo-
wang warto$¢ badanego ukladu dynamicznego w punkcie x i moze byé zaszumiona. Mozna byloby
sie obawia¢, ze dyskretyzacja przestrzeni moze spowodowaé sztywno$é¢ modelu. Na szczescie tak nie
jest, poniewaz odwzorowania wielowarto$ciowe z natury dopuszczajg niejednoznaczne rozwigzania nie
tylko wstecz, ale takze w przod, co czyni je bardzo elastycznym materialem do modelowania skom-
plikowanej dynamiki. Ponadto niezmienniki topologiczne sa stabilne. W zwigzku z tym, utrzymujac
rozmiar kostek na rozsadnym poziomie, mozna oczekiwaé, ze dynamika wielowartosciowa jest w stanie
odzwierciedli¢ modelowana dynamike. Wreszcie, grupujac dane sprawiamy, ze model jest odporny na
male perturbacje. Jest to szczegdlnie wazne, gdy dane sa zaszumione lub niepewne, jak ma to miejsce
w wiekszosci eksperymentéw fizycznych.

Po skonstruowaniu odwzorowania wielowartosciowego F' mozemy skorzystaé z teorii indeksu Conleya
dla F, znalezé otoczenia izolujace, obliczy¢ interesujace nas niezmienniki. Zauwazmy, ze obliczenia
sa wykonalne, poniewaz odwzorowania kostkowe pozwalaja na kombinatoryzacje. Z punktu widzenia
badania dynamiki powyzsze obliczenia nalezy traktowac jako czysto formalne, ktore same w sobie nie
gwarantuja istnienia funkcji ciagglej, ktéra generowataby dynamike zgodng ze znalezionymi indeksami
Conleya. Wigkszo$¢ pracy [H4] poswigcona jest zagwarantowaniu, ze te formalne obliczenia faktycznie
prowadza do istnienia rodziny odwzorowan, ktére generuja obserwowang dynamike. Warto podkresli¢,
ze ani w definicji indeksu Conleya, ani w metodach opisanych powyzej nie potrzebujemy ciagtego
selektora odwzorowania F. W szczegdlnosci F' nie musi mie¢ zadnego ciaglego selektora. Jest to istotne
w zastosowaniach naszej metody, czego doswiadczyliSmy juz podczas pracy nad [9].

Przyjmijmy nastepujaca notacje. W produkcie przestrzeni unormowanych X x X rozwazamy norme
maksimum. Przez B(F,e) C X x X oznaczmy otwarta e-otoczke wykresu F. Za [43, 41] méwimy,
ze funkcja ciagla f : X — X jest ciggla e-aproksymacjq (wykresu) F : X — X, jesli f C B(F,¢).
Zbiér ciaglych e-aproksymacji F' oznaczamy przez a.(F'). Pokazujemy, ze indeks Conleya obliczony
dla acyklicznego gérnie péiciaglego odwzorowania kostkowego F': X —o X pokrywa sie z indeksem dla
dowolnej funkcji f € a-(F'), dla wszystkich ¢ € (0,¢p), dla pewnego £y > 0. Ponadto podajemy dolne
ograniczenie dla gg.

Indeks Conleya dostarcza informacji o dynamice miedzy innymi dzigki temu, ze mozna go uzy¢ do
konstruowania semisprzezenia ze znana dynamika. Interesujace sa semisprzezenia ze znang dynamika,
bo oznacza to, ze badana dynamika jest co najmniej tak samo skomplikowana. W [H4] fakty te ilus-
trujemy przyktadami dla szeregéw czasowych pochodzacych z iteracji odwzorowan typu Hénona. W
szczegbdlnosci zastosowaliSmy naszg metode do pokazania dynamiki chaotycznej oraz orbit okresowych.
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4.1.3.2. Dynamika kombinatoryczna. Od czasu, gdy Forman [35, 34] zaproponowal kombinatoryczne
pola wektorowe na kompleksach symplicjalnych, znalazty one liczne zastosowania. Jeden z powodoéw
tego sukcesu ma swoje korzenie w pierwotnej motywacji Formana. W swoich pracach staratl sie przeniesé
bogate teorie dynamiczne Morse’a [63] i Conleya [20] z przypadku ciaglego na skonczony przypadek
kombinatoryczny kompleksu symplicjalnego. Okazalo sie to niezwykle przydatne do uzyskania wynikow
kombinatorycznych za pomoca pomystéw pochodzacych z uktadéw dynamicznych.

W szczegdlnosci teoria Formana stanowi alternatywe podczas badania prébkowanych uktadéw dyna-
micznych. Mozna wyeliminowa¢ konstruowanie réwnan rézniczkowych jako etapu poéredniego w klasy-
cznym podejséciu do dynamiki proébkowanej i bezposérednio badaé¢ kombinatoryczng dynamike pochod-
zaca z probki [35, 34, 87, 54, 75]. Aby zrozumie¢ jakie podejscie jest wlasciwe w konkretnym przypadku,
pomocne moze by¢ wyjscie poza wymiane abstrakcyjnych idei, co lezy u podstaw licznych badan i szu-
ka¢ precyzyjnego zwiazku miedzy dwiema teoriami - czysto kombinatoryczng i klasyczna. W pracy
[52] zapoczatkowano badania nad formalnymi zwiazkami miedzy dynamika wielowarto$ciowa w przy-
padku kombinatorycznym i w przypadku ciagtym. Wybor dynamiki wielowarto$ciowej jest naturalny,
poniewaz kombinatoryczne pola wektorowe w naturalny sposéb generuja dynamike wielowartosciowa.
Co wiecej, w przypadku skonczonym takie zjawiska dynamiczne, jak zwiazki homokliniczne lub he-
terokliniczne, nie sa mozliwe w dynamice jednowartosciowej. W [52] dowiedziono, ze dla dowolnego
kombinatorycznego pola wektorowego na kolekcji symplekséw kompleksu symplicjalnego mozna skon-
struowaé¢ odwzorowanie wielowartosciowe o wartoéciach acyklicznych, gérnie polciagte, okreslone na
geometrycznej realizacji kompleksu, ktérego dynamika na poziomie zbioréw niezmienniczych wykazuje
taka samg zlozonos¢ jak dynamika pola wektorowego. Dokladniej, wprowadzajac pojecie zbioréw niez-
miennych izolowanych w przypadku dyskretnym pokazano, ze kazdy zbidér niezmienniczy izolowany
kombinatoryczne pole wektorowe odpowiada pewnemu zbiorowi niezmienniczemu izolowanemu w kla-
sycznym wielowartosciowym sensie. Przedstawiono réwniez odpowiednio$¢ miedzy kombinatoryczna i
klasyczna dynamika wielowartosciowa na poziomie trajektorii.

Okazalo sie, ze aby pokazaé formalne zwigzki na poziomie indeksu Conleya, potrzebna jest teoria
indeksu Conleya dla dyskretnych wielowartosciowych uktadéw dynamicznych zaproponowana w [H1].
W [H3] rozszerzamy badania wykazujac, ze opisana powyzej korespondencja pozostaje w mocy dla
indeksow Conleya odpowiadajacych sobie zbioréw niezmienniczych izolowanych oraz globalnych des-
kryptoréw dynamiki - rozktadéw Morse’a i graféw Conleya-Morse’a [3, 15].

4.1.4. Perspektywy badawcze. Rozwijana teoria otwiera perspektywy dla dalszych badan. W [9]
proponujemy nowa procedure, ktora majac rzadkie dane generowane przez stacjonarny deterministycz-
ny nieliniowy uktad dynamiczny potrafi scharakteryzowaé szczegétowe lokalne i/lub globalne zachowa-
nia dynamiczne z réwnoczesnym Scistym oszacowaniem gwarancji probabilistycznych. Precyzyjniej,
startujac od rzadkich danych konstruujemy model statystyczny oparty na procesach gaussowskich
(GP). GP jest uzywany, by zdefiniowaé wielowartosciowy uktad dynamiczny. Dynamika modelu jest
badana z uzyciem rozwijanej teorii indeksu Conleya dla dyskretnych wielowarto$ciowych uktadow
dynamicznych oraz metod kombinatorycznych i charakteryzowana jest za pomoca indekséw Conleya
i rozkltadow Morse’a. Rozktady zmiennych losowych procesu gaussowskiego a posteriori dostarczaja
ograniczenia od dotu na ufnosé statystyczna, ze te niezmienniki topologiczne, a zatem charakterystyka
dynamiki, obowiazuja dla badanego uktadu dynamicznego. W pracy tej skupiamy si¢ na opisaniu idei,
dlatego przedstawiamy przyklady ukiadéw jednowymiarowych i pokazujemy jak uchwycié istnienie
punktéw statych, orbit okresowych, orbit taczacych, bistabilnosci i dynamiki chaotyczne;j.

Wyniki teoretyczne w [9] sa zasadniczo niezalezne od wymiaru. Zastosowania dla ukladéw wyzej
wymiarowych sa w toku. Zauwazamy, ze im wyzszy wymiar, tym bardziej istotne jest to, ze teoria
indeksu Conleya dla odwzorowan wielowartosciowych nie wymaga restrykcyjnej izolacji ani istnienia
cigglych selektoréw. Dzieki temu model wielowarto$ciowy nie prowadzi do nadmiernych przeszacowan.

Dalsze badania dotyczace dynamiki prébkowanej tacza modelowanie statystyczne z kombinatorycz-
nymi polami multiwektorowymi. We wspdlnej pracy z doktorantem Damianem Sadowskim, uzywajac
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procesu gaussowskiego dopasowanego do danych, konstruujemy kombinatoryczne pole multiwektoro-
we, z ktorego dostajemy deskryptory dynamiki. Eksperymenty sa obiecujace. Rozklady a posteriori
daja nadzieje na uzyskanie oszacowan ufnosci obliczanych niezmiennikéw topologicznych.

4.2. SZERSZE OMOWIENIE WYNIKOW

4.2.1. Wprowadzenie. Niech Z, Z' i Z~ oznaczaja odpowiednio zbiory liczb catkowitych, catkowi-
tych nieujemnych i calkowitych niedodatnich. Przez przedzial w Z rozumiemy przeciecie Z z domknie-
tym przedzialem w R. Niech I, := {1,2,...,n} dla n > 11 niech Z, := {0,1,...,p — 1}, dlap > 2,
oznacza grupe topologiczng z dodawaniem modulo p i topologia dyskretna.

Jedli A jest podzbiorem przestrzeni topologicznej X, to przez intx A i clx A oznaczamy odpowiednio
wnetrze i domkniecie A w X . Opuszczamy oznaczenie przestrzeni ilekro¢ jasno wynika ona z kontekstu.
Czesto rozwazamy pary przestrzeni topologicznych, dlatego dla prostoty oznaczamy je jedna wielka
litera. Wowczas pierwszy i drugi element pary sa oznaczane ta sama litera z indeksem dolnym odpo-
wiednio 1 i 2. Innymi slowy, jesli P jest para przestrzeni, to P = (Pi, P2) i P1, P» sa przestrzeniami
topologicznymi. Konsekwentnie regule te rozszerzamy na dowolna relacje R miedzy parami P i @, tzn.
dowolne stwierdzenie, ze pary P i ) sa w relacji R oznacza, ze P; jest w relacji R z @; dla ¢ = 1,2.
Zgodnie z ta ogdlng zasada, ilekro¢ mowimy, ze F' jest odwzorowaniem par P i ), oznacza to, ze F
odwzorowuje P; w @; dla ¢ = 1,2.

Niech X, Y beda przestrzeniami topologicznymi. Przez F': X — Y oznaczamy funkcje wielowar-
tosciowa, czyli funkcje F: X 3 x — F(x) € P(Y), gdzie P(Y) jest zbiorem potegowym zbioru Y.
Odwzorowanie wielowartosciowe F' jest gornie pdlciggle, jesli duzy przeciwobraz przez F' dowolnego
zbioru domknigtego B C Y, tzn. zbiér F~1(B) := {z € X | F(z) N B # (I}, jest domkniety. Jest
to rownowazne temu, ze zbiér {x € X | F(z) C B}, zwany malym przeciwobrazem B, jest otwarty
dla dowolnego zbioru otwartego B C Y. Przypomnijmy, ze kazde odwzorowanie gérnie polciggle o
wartosciach zwartych ma domkniety wykres i posyta zbiory zwarte w zbiory zwarte. Jesli F' jest gérnie
polciagle, to jego efektywna dziedzina, czyli zbiér dom(F) := {x € X | F(z) # (0}, jest domknieta.
Funkcjq odwrotng do funkcji wielowartoéciowej F' : X —o Y jest funkcja wielowartosciowa F~1: Y —o X
dana warunkiem

z € Fl(y) wtedy i tylko wtedy, gdy y € F(x).

Obraz zbioru A C X przez F definiujemy jako F(A) := U{F(z) | = € A}. Je$li FF : X — Y i
G:Y —o Z, to zloZenie Go F : X —o Z zdefiniowane jest jako

(Go F)(z) := U{G(y) |ye F(x)} dlaz e X.

W calej pracy utozsamiamy odwzorowanie F' z jego wykresem {(x,y) € X XY |y € F(z)}. Zaintereso-
wani bedziemy odwzorowaniami wielowartoSciowymi przestrzeni w siebie F': X —o X. Wéwczas przez
F* dla k € Z* \ {0}, rozumiemy zlozenie k kopii F', gdy k jest dodatnie lub —k kopii odwzorowania
odwrotnego do F', gdy k jest ujemne.

4.2.2. Praca [H1|: Stabe pary indeksowe i indeks Conleya dla dyskretnych wielowartoscio-
wych ukladéw dynamicznych. Niech X bedzie przestrzenia topologiczna. Przypomnijmy, ze gbrnie
péliciggle odwzorowanie wielowartosciowe F' : X X Z — X o wartosciach zwartych nazywamy dyskret-
nym wielowarto$ciowym uktadem dynamicznym [50, Definition 2.1], gdy:

(i) dla kazdego x € X, F(z,0) = {z},

(ii) dla wszystkich n,m € Z takich, ze nm > 0 i wszystkich x € X, F(F(x,n),m) = F(z,n+m),

(iii) dla wszystkich z,y € X,y € F(x,—1) <z € F(y,1).
Dla wygody naduzywamy notacji, kladac F(x) := F(z,1). Majac przedzial I C Z (niekoniecznie
ograniczony) zawierajacy 0, odwzorowanie jednowartoéciowe o : I — X nazywamy rozwigzaniem dla
F przezx € X, gdy 0(0) =z io(n+1) € F(o(n)) dlan,n+ 1 € I. Zauwazmy, ze moze istnie¢ wiele
rozwigzan przez dany punkt z € X. Dla zbioru zwartego N C X definiujemy jego czes¢é niezmiennicza
InvN :={x € N | 3o : Z — X rozwiazanie dla F przez z, takie ze imo C N}. Méwimy, ze S C X
jest niezmienniczy, jesli S = Inv N.



Istnieje wiele uktadéw dynamicznych, dla ktérych ani obliczenia analityczne, ani $cista analiza nu-
meryczna, nie sg mozliwe. Moze tak by¢ z wielu powodéw. Catkowity brak modelu matematycznego,
niewystarczajaca znajomos$¢ parametréw lub skomplikowane globalne nieliniowosci, moga catkowicie
uniemozliwi¢ obliczenia. A gdy model jest dostepny, wrazliwa zalezno$é¢ od warunkéw poczatkowych,
puchnace oszacowania bledéw lub brak wystarczajacej mocy obliczeniowej, moga uniemozliwié $cista
analize numeryczna. Dlatego, czesto, probkowanie uktadu dynamicznego jest jedynym sposobem na
wydobycie jakiejkolwiek wiedzy o systemie. Przez prébkowanie rozumiemy kolekcjonowanie skonczo-
nej ilodci punktow i ich przyblizonych obrazéw przez generator uktadu dynamicznego. Moze to zostaé
zrobione poprzez eksperyment fizyczny lub numeryczny, jesli dostepne sa wystarczajace informacje o
uktadzie. Wowczas rodzi sie pytanie, czy ta skonczona ilos¢ danych wystarczy, aby uzyskaé pewng glo-
balna, ogélng informacje na temat uktadu i jak to zrobi¢. W pelnej ogblnosci jest to trudne, szczegdlnie
w przypadku dynamiki chaotycznej, gdy swoiste problemy uktadéw chaotycznych potegowane sg przez
szum, dryft parametréow i btedy eksperymentalne.

W tej sytuacji zgrubnosé niezmiennikéw topologicznych, takich jak indeks Conleya, czy homologie
persystentne [32], okazuja sie pomocne. W szczegdlnosci [61] pokazuje, ze indeks Conleya w potaczeniu
z podejsciem wielowarto$ciowym moga by¢ wystarczajace, by wykryé dynamike chaotyczng w danych
eksperymentalnych. Natomiast w [31] pokazano, ze wartoéci wlasne odwzorowania indukowanego w
homologiach mozna zrekonstruowaé¢ na podstawie bardzo malej préobki funkcji cigglej za pomoca tech-
niki zwanej persystencja. Oba artykulty dotycza podobnej sytuacji, ktora z grubsza mozna opisaé w
nastepujacy sposob.

Zalézmy, ze X C R? jest nieznang przestrzenia, f : X — X jest generatorem nieznanego ukladu
dynamicznego, A C X jest skoficzonym zbiorem powstatym przez prébkowanie X i g := fij4 : A —
X jest probka wartosci f na A. Zauwazmy, ze w bardziej realistycznej sytuacji zbiér A moze lezeé
jedynie w poblizu X, a wykres g w poblizu wykresu f. Podobnie jak w [61], prébka taka moze by¢
efektem szeregu pomiaréw. Rekonstrukcja moze przyjaé forme odwzorowania symplicjalnego, jak w
[31], albo odwzorowania wielowartosciowego, jak w [61], skonstruowanego w nastepujacy sposéb. W R?
rozwazamy siatke - kolekcje zwartych acyklicznych zbioréw, np. kostek (formalna definicje siatki znalezé
mozna np. w [73]). Zalézmy, ze dla skonczonej rodziny A elementéw siatki potrafimy skonstruowaé
mozliwie maly zbiér acykliczny ac A € R taki, ze |JA C ac.A. W przypadku siatki kostkowej moze
to by¢ najmniejszy prostopadloscian zawierajacy wszystkie kostki zbioru A. Niech K oznacza rodzine
elementdéw siatki, ktorej przeciecie z A jest niepuste i zalézmy, ze elementy siatki i/lub probka A sa
wystarczajaco duze, aby X C |JK. Zdefiniujmy kombinatoryczne odwzorowanie wielowartosciowe

G:K>5Q—{PeK|IreQ: glx) e P} CK.

i odwzorowanie wielowartosciowe

(1) F:X5>z— ac U G(Q) | c R
z€QEK

Nie jest trudno udowodnié, ze F jest gérnie polciagle i g(x) € F(z) dla x € A. Nie mozemy jednak
oczekiwaé, ze f bedzie selektorem F, tzn. f(z) € F(z) dla kazdego z € X. Co gorsza, nie mozemy
oczekiwal, ze F' w ogble ma jakikolwiek ciagly selektor.

Natomiast w metodzie zaproponowanej w [61] wymaga sie istnienia ciaglego selektora, poniewaz
podejscie opiera si¢ na indeksie Conleya dla odwzorowan (jednowartosciowych) ciaglych, a nie na in-
deksie Conleya dla odwzorowan wielowarto$ciowych. Odwzorowanie wielowartosciowe F' uzywane jest
w [61] tylko po to, aby skonstruowaé tak zwana pare indeksowa. Jest ona potrzebna do obliczenia
indeksu Conleya dla cigglego selektora. W praktyce wymog istnienia cigglego selektora czesto zawodzi
z powodu niewystarczajacej iloSci danych i lokalnej zmiennosci f. Jako $rodek zaradczy mozna prébo-
wal powiekszy¢ wartodci F', aby zagwarantowad istnienie selektora ciaglego. Jednak takie powickszenie
czesto prowadzi do przeszacowania i utraty izolowania. Alternatywa jest zastosowanie teorii indeksu
Conleya bezposrednio do odwzorowania wielowarto$ciowego F' skonstruowanego z danych eksperymen-
talnych i rozszerzenie wynikow na nieznany generator f za pomoca wlasnosci kontynuacji. Konstrukcja
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indeksu w [50, 96] nie wymaga istnienia ciagltych selektoréw. Niestety, oparta jest na bardzo restrykcy-
jnej definicji otoczenia izolujacego. Przypomnijmy, ze zgodnie z [50], zbiér zwarty N jest otoczeniem
izolujacym dla odwzorowania wielowarto$ciowego F', jesli

(2) dist(Inv N, bd N) > max{diam F(z) | z € N}.

W praktyce trudno jest spetni¢ ten warunek, poniewaz kontrolowanie rozmiaru wartosci F' jest albo
bardzo drogie albo po prostu niemozliwe. Aby uniknaé niejednoznacznoéci, odtad otoczenie izolujace
w sensie (2) nazywaé bedziemy otoczeniem silnie izolujgcym.

Celem naszej pracy jest opracowanie teorii indeksu Conleya dla dyskretnych wielowarto$ciowych
uktadéw dynamicznych przy minimalnych wymaganiach dotyczacych odwzorowan wielowartosciowych,
w szczegblnosci nie bedziemy zakladaé istnienia cigglych selektoréw oraz przy znacznie stabszym wa-
runku izolowania.

Definition 1. [H1, Definition 4.1, 4.2] Zbiér zwarty N C X jest otoczeniem izolujgcym dla F', jesli
Inv N C int N. Zbiér zwarty S C X nazywamy niezmienniczym wzgledem F, gdy S = Inv S. Na-
zywamy go zbiorem niezmienniczym izolowanym, jesli istnieje otoczenie izolujace N dla F' takie, ze
S =1Inv N.

Rozpocznijmy od zilustrowania problemu naszymi przykladami: [H1, Example 2.1, [H1, Example
2.2] oraz przykladem wprowadzajacym w [H4] (por. [H4, Figure 1]).

W [H1, Example 2.1] definiujemy funkcje wielowartosciows kostkowa sfery w siebie F' : S — S,
taka ze: I’ nie ma ciaglego selektora, F' ma niepusty zbiér niezmienniczy izolowany S (zawierajacy 0)
z otoczeniem izolujacym N, N nie jest otoczeniem silnie izolujacym dla F' oraz N przestaje by¢ otocze-
niem izolujacym, jesli powiekszymy wartosci F', tak by F' dopuszczalo ciagly selektor. Odwzorowanie
F jest skonstruowane przez probkowanie funkeji f : S' — S! danej wzorem f(z) = 2x. Prébka sklada
sie z 16 punktéw. Indeks Conleya zbioru S dla F' jest taki sam jak indeks Conleya {0} dla f [HI,
Example 8.1]. Pokazuje to, ze tak skonstruowane F'i N dla kilku punktéw wystarczaja, aby poprawnie
zidentyfikowaé hiperboliczny punkt staty wzgledem f, podczas gdy nie jest to mozliwe ani przy uzyciu
teorii Conleya dla selektoréow ciaglych, ani teorii dla silnie izolowanych zbioréw niezmienniczych.

W [H1, Example 2.2] uzywamy tych samych odwzorowan f i F'. Znajdujemy zbiér niezmienniczy
izolowany S, ktéry nie jest zbiorem niezmienniczym silnie izolowanym i zawiera 2-okresows orbite dla
f. W [H1, Example 8.2] pokazujemy, ze indeks Conleya zbioru S dla F' jest taki sam jak indeks Conleya
dla orbity 2-okresowej wzgledem f. Zatem siatka sktadajaca sie z 16 rownych przedzialow wystarczy,
aby wybraé¢ S jako zbidr izolowany niezmienniczy, ale nie jako zbidr silnie izolowany niezmienniczy.

W [H4] wyjasniamy filozofie naszego podejscia do problemu rekonstrukeji dynamiki kolejnym przy-
ktadem (por. [H4, Figure 1]). Zalézmy, ze zebraliSmy probke { (z,y) € [0,1] x [0,1] } pochodzacych
z pewnego nieznanego ukladu dynamicznego na przedziale jednostkowym. Interpretujemy te dane ja-
ko Zrédlo informacji o wykresie funkcji ciaglej f: [0,1] — [0,1] i zadajemy sobie pytanie: czy z tych
danych mozemy wydobyé informacje o dynamice generowanej przez f? Odpowiedz jest twierdzaca.
Rzeczywiscie, przy niewielkich zalozeniach mozemy stwierdzi¢, ze istnieja atraktory, ktére zawieraja
punkty stale w przedzialach [0, %] i [%, 1] oraz istnieje niestabilny zbiér niezmienniczy, réwniez zawier-
ajacy punkt staly w przedziale [%, %} Wyniki te uzyskujemy konstruujac na podstawie danych gérnie
poélciagla acykliczna funkcje wielowartosciowa F': [0, 1] —o [0, 1]. Otrzymana funkcja F' nie ma ciaglego
selektora. Co wiecej, najmniejsze jej rozszerzenie dopuszczajace ciagly selektor spetniajacy f (%) = %
skutkuje zbyt zgrubnym przyblizeniem dynamiki, tzn. nie dopuszcza otoczenia izolujacego dla punktu
statego x = %, poniewaz identycznos¢ jest jednym z selektorow.

Gléwnym narzedziem konstruowania indeksu Conleya zaréwno dla potokéw jak i dyskretnych ukta-
déw dynamicznych jest para indeksowa [H1, Definition 4.5]. Para indeksowa jest réwniez skutecznym
narzedziem w badaniu dyskretnych wielowartoéciowych uktadéw dynamicznych, gdy rozwaza sie otoc-
zenia silnie izolujace. Jednak, jak pokazuje [H1, Example 4.6], narzedzie to nie jest dla nas przydatne,
poniewaz zbiory niezmiennicze izolowane w sensie definicji 1 ([H1, Definition 4.1]) nie gwarantuja ist-
nienia par indeksowych. Aby pokonaé te przeszkode, adaptujemy do naszych potrzeb pojecie stabej
pary indeksowej wprowadzone w [74], co uogélnia pojecie pary indeksowej [H1, Theorem 4.8].
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Definition 2. [H1, Definition 4.7] Pare P = (Py, P») zbioréw zwartych P, C Py C N nazywamy slabg
parg indeksowg w N, gdy

(a) F(P)NN C P;dlaie {1,2},

(b) bdp P :=cl P N Cl(F(Pl) \ Pl) C Py,

(C) Inv N C int(P1 \PQ),

(d) P \P2 Cint N.

Konstrukcja indeksu Conleya w [H1] opiera si¢ na stabych parach indeksowych. Pierwszym krokiem
w tym kierunku jest nastepujace twierdzenie.

Theorem 3. [H1, Theorem 4.12] Niech N bedzie otoczeniem izolujgcym dla F. Dla kazdego otoczenia
W zbioru Inv N istnieje staba para indeksowa P w N taka, Ze Py \ Py C W.

Wymagamy, aby generator F' : X — X dyskretnego wielowartosciowego uktadu dynamicznego,
obciety do odpowiednich par zbioréw, indukowal homomorfizm w kohomologiach. Dlatego zakladamy,
ze F jest okreslone przez dany morfizm (determined by morphism) (por. [42, 41]). Przypomnijmy,
ze do tej klasy nalezy w szczegdlnosci dowolna jednowartosciowa funkcja ciggla, jak réwniez dowolne
ztozenie funkcji acyklicznych, tzn. funkcji gbérnie poétciagtych o zwartych i acyklicznych wartoéciach.

Dla stabej pary indeksowej P w otoczeniu izolujacym N kladziemy

T(P) :=Tn(P) := (P, U (X \ int N), P, U (X \ int ).

Lemma 4. [H1, Lemma 6.1] Jesli P jest slabg parg indeksowq dla F w N, to
(i) F(P) CT(P),
(ii) inkluzja iprpy : P — T(P) indukuje izomorfizm w kohomologiach Alevandera-Spaniera.

Zatem obcigcie F' do P jest odwzorowaniem par Fpppy : P —o T'(P) i mozemy zdefiniowaé¢ endomor-
fizm Ip : H*(P) — H*(P) wzorem Ip := H*(Fpp(py) o H*(ip) ™!, zwany odwzorowaniem indeksowym
zwigzanym ze staba para indeksowa P [H1, Definition 6.2].

Para (H*(P), Ip) jest przykladem obiektu z kategorii endomorfizmdéw Endo(€) zdefiniowanej w nas-
tepujacy sposéb. Majac kategorie £, obiekty w Endo(E) sa parami (E,e) z E jako obiektem w &
ie: E — E jako morfizmem w E. Morfizm ¢ : (E,e) — (E’,¢’) w Endo(€), to morfizm ¢ : E — E w
&, taki ze e = €' p. Aby wydoby¢ informacje z pary (H*(P), Ip), ktéra jest niezmiennikiem Inv N, po-
trzebny jest funktor normalny N : Endo(€) — &', czyli funktor ktéry posyla endomorfizm e, rozpatry-
wany jako morfizm e : (F,e) — (E,e) w Endo(€), w izomorfizm w £’. Istnienie uniwersalnego funktora
normalnego dla dowolnej kategorii £ gwarantuje wynik A. Szymczaka [98]. W praktyce wybiera sie funk-
tor normalny, ktéry jest tatwy do obliczenia. Przyktadem takiego funktora normalnego jest functor Le-
ray [67]. Niech Mono(€) i Auto(€) oznaczaja pelne podkategorie Endo(&), ktérych obiekty maja postaé
(E,e), gdzie e jest odpowiednio mono— lub izomorfizmem w £. Polézmy LM (E,e) := (E/ gkere,¢’),
gdzie gkere = (Jo° kere™ i ¢ to odwzorowanie indukowane w przestrzeni ilorazowej. To definiuje
funktor LM : Endo(£) — Mono(€). Definiujemy kolejny funktor LI : Mono(£) — Auto(E), jako
LI(M,m) := (gimm,m”), gdzie gimm = N2y m" (M) i m” to obciecie m do gimm. Wtedy funktor
Leray L : Endo(€) — Auto(€) dany jest jako zlozenie L := LI o LM. Po wiecej informacji na temat
funktorow normalnych i ich zastosowaniach w konstrukeji indeksu Conleya odsylamy czytelnika do
71, 72].

Funktor Leray pozwala nam zdefiniowaé (ko)homologiczny indeks Conley’a zbioru niezmienniczego
izolowanego S.

Definition 5. [H1, Definition 6.3]. Modul L(H*(P), Ip) nazywamy kohomologicznym indeksem Con-
leya zbioru S i oznaczany przez C(S, F') lub po prostu przez C(S5), jesli F' wynika jasno z kontekstu.

Poprawnos$é definicji gwarantuja twierdzenie 3 [H1, Theorem 4.12] i nastepujace twierdzenie.

Theorem 6. [H1, Theorem 5.5]. Niech S bedzie zbiorem niezmienniczym izolowanym. Wtedy C(S, F)
nie zalezy od wyboru otoczenia izolujgcego N dla S ani od stabej pary indeksowej P w N.
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Warto zauwazy¢, ze funktor Leray lub inny funktor normalny jest potrzebny tylko do konstrukeji
indeksu Conleya dla ukladéw dynamicznych z czasem dyskretnym (iteracje odwzorowan). Powodem
jest to, ze w przeciwienstwie do przesuniecia wzdluz trajektorii potoku, funkcja nie musi by¢ homo-
topijna z identycznoscig. Jedli odwzorowanie jest homotopijne z identycznoscia, to mozna pokazaé,
ze odwzorowanie indukowane w H*(P)/gker Ip jest identycznoscia i w konsekwencji redukcja Leray
(H*(P),Ip) moze by¢ utozsamiona z H*(P) [69].

Wigkszoéé pracy [H1] poswiecona jest dowodowi twierdzenia 6 [H1, Theorem 5.5]. Wymagalo to
udowodnienia szeregu lematéw pomocniczych pokazujacych rézne wlasnoéci stabych par indeksowych.

Zaproponowana definicja indeksu Conleya dla dyskretnych wielowartosciowych uktadéw dynamicz-
nych w [H1] uogélnia wezesniejsze definicje [H1, Theorem 6.5].

Staba para indeksowa wprowadzona w [H1] dla wielowartosciowych dyskretnych uktadéw dynamicz-
nych jest bezposrednim rozszerzeniem stabej pary indeksowej wprowadzonej w [74] dla jednowartoscio-
wych dyskretnych uktadéw dynamicznych. W przypadku jednowarto$ciowym stabe pary indeksowe nie
sg potrzebne zeby skonstruowaé indeks Conleya. Zostaly one wprowadzone w celu poprawy skutecz-
noéci obliczania indeksu Conleya. Jak juz wspominaliémy, inaczej jest w przypadku wielowarto$ciowym,
w ktérym klasyczne pary indeksowe moga nie istnie¢, chyba ze przyjmiemy bardzo restrykcyjna silna
izolacje. Ale odpowiednia modyfikacja przestrzeni fazowej i wielowartosciowego ukladu dynamicznego
poza otoczeniem zbioru niezmienniczego izolowanego gwarantuje istnienie pary indeksowej. Modyfi-
kacja polega na trzymaniu dynamiki wychodzacej z otoczenia izolujacego N z dala od N. Technika
uzyta do skonstruowania zmodyfikowanej dynamiki pochodzi z [66, 77, 96|, gdzie jest uzywana do
przezwyciezenia nieco innych trudnosci technicznych. Zalézmy, ze X jest lokalnie zwarta przestrzenia
normalng, a F' : X —o X jest dyskretnym wielowartoéciowym ukladem dynamicznym. Dla zbioru
niezmienniczego izolowanego S, otoczenia izolujacego N i stabej pary indeksowej P w N, mozna skon-
struowaé przestrzen X i dyskretny wielowartosciowy uklad dynamiczny F: X — X, da ktorego
istnieje zbiér niezmienniczy izolowany S C X, taki ze C(S, F) = C(S,F) [H1, Theorem 7.6] oraz S
jest silnie izolowany dla F' [H1, Theorem 7.7]. W konsekwencji S dopuszcza pare indeksowa.

4.2.3. Praca [H2]: Wlasnosci indeksu. W [H2] badamy wtasnosci indeksu Conleya zdefiniowanego
w [H1]. Dowodzimy wlasnosci: Wazewskiego, addytywnosci, homotopii (kontynuacji) i przemiennosci.
Ponadto przedstawiamy prostg konstrukcje stabej pary indeksowej w bloku izolujacym.

4.2.3.1. Slabe pary indeksowe w blokach izolujgcych. Niech X bedzie lokalnie zwartg przestrzenia Haus-

dorffa, a F': X — X dyskretnym wielowartosciowym ukladem dynamicznym.

Definition 7. [H2, Definition 4.1] Zbiér zwarty N jest blokiem izolujgcym wzgledem F', jesli
NNF(N)NnF7Y(N) cCintN,

gdzie F~1(N) oznacza duzy przeciwobraz N wzgledem F.

Blok izolujacy jest otoczeniem izolujacym (implikacja przeciwna nie zachodzi) [H2, Theorem 4.2],
wiec dopuszcza stabg pare indeksowa. Ale w bloku izolujacym jej konstrukcja jest znacznie prostsza.

Theorem 8. [H2, Theorem 4.4] Niech N bedzie blokiem izolujgcym wzgledem F i niech U bedzie
otwartym otoczeniem F(N)N F~Y(N)N N z clU C int N. Wtedy pary P, := (F(N) N N) U clU
i Po:=F(N)NbdN tworzq stabg pare indeksowq P := (Py, Py) w N.

Zalozenie, ze P zawiera zwarte otoczenie F(N) N F~Y(N) N N, jest konieczne [H2, Example 4.5].
Z twierdzenia 8 [H2, Theorem 4.4] korzystamy w [H4].

4.2.3.2. Wlasnosé Wazewskiego i wlasno$¢ addytywnosci indeksu Conleya. Zaltézmy, ze X jest lokal-
nie zwarta przestrzenia metryzowalna, a F' : X — X jest dyskretnym wielowartosciowym ukladem
dynamicznym.
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Wlasnosé Wazewskiego. Wlasno$¢ Wazewskiego jest odpowiednikiem zasady Wazewskiego w teorii
indeksu Conleya. Jest to podstawowe kryterium lokalizacji niepustych zbioréw niezmiennych.

Theorem 9. (Wlasciwo$é Wazewskiego) Niech S bedzie zbiorem niezmienniczym izolowanym wz-
gledem F. Jesli C(S,F) #0, to S # 0.

Podobnie jak w przypadku jednowartosciowym, dowdd jest natychmiastowy.

Wiasnosé addytywnosci. [H2, Example 5.2] pokazuje, ze inaczej niz dla jednowarto$ciowych ukladéw
dynamicznych lub wielowartoéciowych dla zbioréw niezmienniczych silnie izolowanych, suma dwdch
roztacznych zbioréw niezmienniczych izolowanych nie musi by¢ zbiorem niezmienniczym izolowanym.
Niemniej jednak, zachodzi odpowiednio przeformutowana wlasciwos¢ addytywnosci.

Theorem 10. [H2, Theorem 5.3] (Wtlasciwos¢ addytywnodci) Niech zbior niezmienniczy izolo-
wany S dla dyskretnego wielowarto$ciowego ukladu dynamicznego F na lokalnie zwartej przestrzeni
metryzowalnej bedzie rozlgczng sumqg dwoch zbioréw niezmienniczych izolowanych Sy i Sa. Zalézmy,
ze

(3) F(Si)ﬂSj:(b dlai,j=1,2,1#j.
Wtedy C (S, F) = C(S1, F) x C(S2, F') (definicja iloczynu x - por. [67, Proposition 4.5]) .

Zauwazmy, ze jeSli F' jest funkcja jednowartosciowa, to roztacznosé zbioréw niezmienniczych izolo-
wanych 57 i Sy implikuje warunek (3). Latwo zauwazy¢, ze jest tak réwniez dla wielowartosciowych
ukltadéw dynamicznych dla zbioréw niezmienniczych silnie izolowanych. Jednak [H2, Example 5.4]
pokazuje, ze w pelnej ogélnosci warunek (3) jest istotny dla wiasciwosci addytywnosci. Nawet jesli su-
ma dwdéch roztacznych zbioréw niezmienniczych izolowanych jest zbiorem niezmienniczym izolowanym,
jego indeks Conleya niekoniecznie jest rowny iloczynowi jego sktadnikéw. Powodem jest to, ze suma
dwdbch zbioréw niezmienniczych izolowanych moze zwieraé trajektorie taczace oba zbiory.

Dla dowodu twierdzenia 10 [H2, Theorem 5.3] nie mozemy powtérzy¢é rozumowania uzytego w przy-
padku jednowartosciowym, poniewaz w dowodzie [67, Theorem 2.12] istotne jest, ze dla dowolnych
roztacznych zbioréw niezmienniczych izolowanych Sy, So mozna wybraé¢ otoczenia izolujace i pary in-
deksowe Pl P2, tak ze F(Pj) i F(P3) sa rozlaczne, wtedy pary P} U F(P})i PPUF(P3), i = 1,2,
uzyte do budowy odwzorowan indeksowych sa roztaczne. Nazwijmy tymczasowo takie odwzorowania
indeksowe odseparowanymi. Zauwazmy, ze w przypadku wielowartoéciowym tak nie jest, nawet jesli
roztaczne zbiory niezmiennicze izolowane spelniaja warunek (3). Aby pokonaé te przeszkode, w naszym
dowodzie uzywamy konstrukcji rozszerzonego dyskretnego wielowarto$ciowego uktadu dynamicznego
zaproponowanej w [H1, Section 7]. Konstruujemy przestrzen X (P) dla odpowiednio malego otoczenia
izolujacego N sumy S1US5 i stabe pary indeksowej P w IN. Nastepnie rozwazamy odpowiednie wlozenia
S;" wyjsciowych zbioréw niezmienniczych izolowanych S;, i = 1,2, w X (P) - jedno z nich na poziomie
0, a drugie na poziomie 1. Wtozenia sa zdefiniowane w taki sposob, ze sa zbiorami niezmienniczymi izo-
lowanymi wzgledem F* i zachodza réwnosci C(S;', FP) = C(S;, F) i C(S//USy, FP) = C(S1USs, F).
Nie gwarantuje to jeszcze, ze odpowiednie odwzorowania indeksowe sa odseparowane przy dowolnych
stabych parach indeksowych P dla Si. Zwréémy uwage, ze w definicji odwzorowan indeksowych
w przypadku wielowarto$ciowym uzywamy par przestrzeni T(Pll) iT (PQI), ktére nie sg roztgczne.
Mimo to, dzieki specyficznym wlasno$ciom rozszerzonego ukladu dynamicznego F¥, jestedmy w sta-
nie znalezé takie stabe pary indeksowe, ktére umozliwiaja skonstruowanie odwzorowan pomocniczych,
ktore sa izomorficzne z danymi odwzorowaniami indeksowymi, a jednoczesnie odseparowane. Okazuje
sie, ze to wystarcza do dowodu [H2, Theorem 5.3].

4.2.3.3. Wlasnosé homotopii indeksu Conleya. Wtasciwos¢ kontynuacji odgrywa kluczowa role w nas-
zym podejsciu do dynamiki prébkowanej. Stosujemy teorie indeksu Conleya bezposrednio do wielo-
wartosciowego uktadu dynamicznego F' skonstruowanego dla probki nieznanego uktadu dynamicznego
f, a nastepnie rozszerzamy wyniki na f. Poniewaz F' moze nie mie¢ zadnego ciaglego selektora (w sz-
czegblnosci nie oczekujemy, ze f jest selektorem F'), dlatego informacje o indeksie Conleya funkcji f
uzyskujemy za pomoca wilasciwosci homotopii.



13

Niech X bedzie lokalnie zwarta przestrzenia metryzowalna, niech A C R bedzie przedzialem zwar-
tym i niech gornie pétciagte odwzorowanie F' : A x X —o X o wartosciach zwartych bedzie okreslone
przez morfizm. Zalézmy, ze dla kazdego A € A, F) : X — X dane przez F)\(z) := F(\, x) jest dyskret-
nym wielowarto$ciowym ukladem dynamiczny. Rodzina {Fy} bedzie okre§lana jako parametryzowana
rodzina dyskretnych wielowartosciowych uktadéw dynamicznych. W skroécie piszemy A\ zamiast F),
ilekroé¢ F wystepuje jako parametr. Mozna zauwazy¢, ze jesli N C X jest otoczeniem izolujacym dla
F),, to jest nim réwniez dla F)\, dla A € A wystarczajaco bliskich \¢g [H2, Lemma 6.2]. Gléwnym
wynikiem jest nastepujace twierdzenie.

Theorem 11. [H2, Theorem 6.1] (Wlasnos¢ homotopii (kontynuacji)) Niech A C R bedzie przed-
ziatem zwartym ¢ niech F : X —o X bedzie parametryzowang rodzing dyskretnych wielowartosciowych
ukladéw dynamicznych. Jesli N jest otoczeniem izolujgcym dla kazdego A € A, to C(Inv(N,\)) nie
zalezy od A € A.

Do jego dowodu potrzebujemy kilku lematow. Kluczowe znaczenie ma istnienie wstepujacej rodziny
stabych par indeksowych.

Lemma 12. [H2, Lemma 6.4] Jesli N jest otoczeniem izolujgcym dla F, to dla dowolnego n € N
istniejq stabe pary indeksowe P,...,P™ w N, takie ze P' C inty P, dlai=1,...,n— 1.

Zaczynajac od trzech takich par P, @ i R dla p mozemy znalezé pare indeksowa P C P(\) C R dla
A, jesli A jest wystarczajaco blisko p [H2, Lemma 6.5]. Lemat ten rozszerzy¢ mozna na odwzorowania
indukowane przez inkluzje w kohomologiach [H2, Lemma 6.6], co prowadzi do dowodu twierdzenia 11
[H2, Theorem 6.1].

4.2.3.4. Wlasnosé przemiennosci indeksu Conleya. W tym paragrafie X 1 Y sg lokalnie zwartymi
przestrzeniami metryzowalnymi.

Theorem 13. [H2, Theorem 7.1] (Wlasno$é przemiennos$ci) Niech F': X — X i G:Y — Y
bedq dyskretnymi wielowartosciowymi ukladami dynamicznymi i niech ¢ : X —Y 1 U :Y —o X bedg
funkcjami cze$ciowymi, takimi Ze @ jest ciggla i réznowartosciowa, dziedzina dom ¢ jest zwarta, ¥ jest
gornie potciggle, I = Vo i G = oWVU. Zaldimy, e S C X jest zbiorem niezmienniczym izolowanym
dla F oraz ze dziedziny ¢ i VU zawierajg otoczenia odpowiednio S i ¢(S). Wtedy ¢(S) jest zbiorem
niezmienniczym izolowanym dla G i C(S, F) = C(¢(S),G).

Zalozenie, ze ¢ jest réznowartosciowe, jest istotne. Mianowicie, inaczej niz w przypadku jednowar-
tosciowym, obraz zbioru niezmienniczego izolowanego S przez nieréznowartosciowe ¢ nie musi by¢
zbiorem niezmienniczym izolowanym [H2, Example 7.2]. Nawet jesli obraz ¢(S) jest zbiorem niezmi-
enniczym izolowanym, jego indeks Conleya moze réznié sie od indeksu Conleya S [H2, Example 7.3].
Natomiast, jesli zbiér niezmienniczy izolowany S jest silnie izolowany, to wlasno$é¢ przemiennosci jest
prawdziwa dla dowolnego ciaglego ¢, niekoniecznie réznowartosciowego [H2, Theorem 7.5]

Twierdzenie 13 [H2, Theorem 7.1] mozemy zastosowaé do obcigcia danego dyskretnego wielowar-
tosciowego uktadu dynamicznego do podprzestrzeni niezmiennicze;j.

Theorem 14. [H2, Theorem 7.4] Niech A C X bedzie lokalnie zwartym podzbiorem X, takim Ze
F(X) C A. Jesli S jest zbiorem niezmienniczym izolowanym wzgledem F, to S jest zbiorem niezmien-
niczym izolowanym wzgledem Fi4 1 C(S, F) = C(S, F4).

4.2.4. Praca [H5]: Ré6wnanie Morse’a.

4.2.4.1. Rozklady Morse’a i pary repeler—atraktor. Dla rozwiazania o : Z — X gbrnie polciagltego
odwzorowania F': X — X definiujemy jego zbiory a— i w—graniczne, odpowiednio jako

a(o) == () clo((—o0, k), w(o) == [ do([k,+00)).
keZ, ke zZ
Zauwazmy, ze inaczej niz w przypadku jednowarto$ciowym, definiujemy zbiory a— i w—graniczne dla
rozwigzania o przez r € X, a nie dla x, z powodu niejednoznacznosci rozwigzan w przod i w tyl.
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Definition 15. [H3, Definition 3.9] Niech S bedzie zbiorem niezmienniczym izolowanym dla F' : X —o
X. Mé6wimy, ze rodzina M := {M, | r € P} indeksowana przez zbidr czeSciowo uporzadkowany (P, <)
jest rozktadem Morse’a zbioru S, jesli spelnione sa nastepujace warunki:

(1) elementy M sa parami roztacznymi podzbiorami niezmienniczymi izolowanymi zbioru S,

(2) dla kazdego pelnego rozwiazania ¢ w X istnieja r,r’ € P, r < ¢/, takie ze a(c) C M, i w(o) C
M,,

(3) jesli dla pelnego rozwiazania o w X ir € P mamy a(o) Uw(o) C M,, to imo C M,.

Porzadek czesciowy < w P nazywamy porzadkiem dopuszczalnym rozkladu Morse’a M. Nalezy
zauwazy¢, ze nie jest on wyznaczony jednoznacznie. Ponadto istnieje ,ekstremalny” dopuszczalny
porzadek <p, dany przez p <p ¢q wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ciag réznych elementéw p =
70,71, -,k = q W P, taki ze dla dowolnego j € {1,2,..., k} istnieje rozwiazanie o dla F' z a(o) C M,,
iw(o) C M,,;_,. Porzadek <r jest ekstremalny w tym sensie, ze kazde dopuszczalne uporzadkowanie
M jest rozszerzeniem <p. Mozna zauwazy¢, ze dla kazdego dopuszczalnego porzadku < istnieje jego
liniowe rozszerzenie, ktére réwniez jest dopuszczalne. W takim przypadku, czyli gdy dopuszczalny
porzadek jest liniowy, dla uproszczenia piszemy M = {My, Mo, ..., M,}.

Definition 16. [H5, Definition 3.3] Méwimy, ze otoczenie izolujace T' dla F' jest obszarem pulapkowym,
jesli F(T) C T. Podzbiér A zbioru niezmienniczego izolowanego S jest nazywany atraktorem (w S),
jesli dopuszcza obszar putapkowy T, ktory izoluje A (wzgledem S). Majac atraktor A w S, zbior
A* := {z € S | istnieje rozwiazanie o : Z — S przez z, takie ze w(c) N A = (} bedzie nazywany
repelerem dualnym do A, a para (A*, A) bedzie nazywana parg repeler—atraktor w S.

[H5, Example 3.2] jest wiodacym przykladem w [H5]. Dla funkcji wielowartosciowej F : [0,1] —o
[0,1] z [H5, Figure 1] znajdujemy zbiér niezmienniczy izolowany S, jego rozklad Morse’a M =
{My, My, M3}, wstepujacy ciag atraktoréw ) = A; C Ay C A3 = S i zwiazany z nim ciag dual-
nych repeleréw S = Aj D A} D A5 D A% = (. Zauwazmy, ze obiekty te spelniaja warunki przyszlych
twierdzen: twierdzenia 17 [H5, Theorem 3.9], stwierdzenia 18 [H5, Proposition 3.10] i twierdzenia 19
[H5, Theorem 3.11]. W [H5, Section 3] prezentujemy szereg lematéw oraz nastepujace trzy twierdzenia.

Theorem 17. [H5, Theorem 3.9] Niech M := {M;, Mo, ..., M,} bedzie rozkladem Morse’a zbioru
izolowanego niezmienniczego S wzgledem gornie polciggltego odwzorowania F : X — X . Witedy istnieje
wstepujgca rodzina atraktoréw ) = Ag C A1 C A C --- C Ay =S w S, taka ze M; = A; N A%_q, dla
je{1,2,...,n}, gdzie A% jest repelerem dualnym do A;.

Proposition 18. [H5, Proposition 3.10] Niech M := {My, M, ..., My} bedzie rozktadem Morse’a
zbioru niezmienniczego izolowanego S wzgledem gornie polcigglego odwzorowania F' : X — X i niech
0 =AyC Ay C Ay C --- C A, = S bedzie ciggiem atraktorow. Wtedy (M;, Aj—1) jest parg repeler-
atraktor w A;, dla j € {1,2,...,n}.

Nastepujace twierdzenie moze by¢é traktowane jako przeciwne do twierdzenia 17 [H5, Theorem 3.9].

Theorem 19. [H5, Theorem 3.11] Niech S bedzie zbiorem niezmienniczym izolowanym wzgledem
gérnie pélcigglego odwzorowania F : X — X i niech ) = Ag C Ay C Ay C --- C A, = S bedzie
ciggiem atraktorow w S. Wowczas M := {My, M, ..., My}, gdzie M; = A; NA; ;1 A;f jest repelerem
dualnym do Aj, dla j € {1,2,...,n}, jest rozktadem Morse’a zbioru S. Co wiecej, Ay ={x € S| Jo:
Z — S rozwigzanie przez x, takie ze a(o) C My UM U---U My}, ke {1,2,...,n}.

Powyzsze wyniki wygladaja podobnie jak ich jednowarto$ciowe odpowiedniki, jednak dowody sg in-
ne. Nie mozemy powtarzaé tych samych rozumowan, gtéwnie dlatego ze w dynamice wielowartosciowej
istnieje wiele rozwiazan w przod.

4.2.4.2. Trojki indeksowe. W calym paragrafie zakladamy, ze X jest lokalnie zwarta przestrzenia me-
tryczng, a F': X — X jest gornie polciggla funkcja wielowartosciows okredlong przez morfizm.
Definiujemy ogdélniejsza wersje stabej pary indeksowej, ktéra nazywamy F—para.
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Definition 20. [H5, Definition 4.3] Powiemy, ze para R = (R1, Rg) zbioréw zwartych w X jest F—parg,
jesli istnieje zbiér zwarty M taki, ze Ro C Ry C M i

(Fpl) Ri, Rs sa dodatnio niezmiennicze wzgledem F' w M,
(Fp2) cl(R;1 \ R2) jest otoczeniem izolujacym,
(Fp3) Ry \ Ry C int M.

Stosujac podobne rozumowanie jak dla stabej pary indeksowej, mozemy zdefiniowa¢ odwzorowanie
indeksowe powigzane z F-para R, tzn. endomorfizm I := Fj 0 (i%)~! na H*(R) [H5, Lemma 4.4].
Zwiazek miedzy staba parg indeksowa a F'—para przedstawia nastepujace stwierdzenie.

Proposition 21. [H5, Proposition 4.5] Niech R bedzie F—parg z Ry \ Ry C int M i niech S :=
Inv(cl(R1 \ R2), F). Jesli N C M jest otoczeniem izolujgcym S takim, ze Ry \ Ro C int N, to

(i) P:= RN N jest stabg parg indeksowq dla F w N,
(ii) inkluzja ipg : P — R indukuje izomorfizm w kohomologiach Alexandera-Spaniera,
(iii) odwzorowania indeksowe I, i Ir sq sprzezone.

W konsekwencji C(S,F) = L(H*(R), IR).
Nastepne twierdzenie jest gléwnym wynikiem w tym paragrafie.

Theorem 22. [H5, Theorem 4.7] Niech S bedzie zbiorem niezmienniczym izolowanym wzgledem F' i
niech N bedzie jego otoczeniem izolujgcym. Zaldzmy, ze (A*, A) jest parg repeler-atraktor w S. Wtedy
istnieje trojka (Py, P, P2) zwartych podzbioréw Py C Py C Py zbioru N, taka ze

(i) (Po, ) jest stabg parg indeksowq dla F' i C(S, F) = L(H*(Po, P2), 1(py p,)),
(ii) (P, P2) jest F-parg i C(A, F) = L(H*(P1, P2),I(p, p,)),
(ili) (Po, 1) jest F-parq i C(A*, F) = L(H*(FPo, P1), I(py,p,)))-

[H5, Example 4.8] przedstawia przyklad stabej trojki indeksowej dla wiodacego przykladu pracy.

4.2.4.3. Rownanie Morse’a. Istnienie stabych trdjek indeksowych gwarantowanych przez twierdzenie
22 [H5, Theorem 4.7] prowadzi do nastepujacego stwierdzenia.

Proposition 23. [H5, Proposition 5.1] Zalézmy, ze (A*, A) jest parg repeler-atraktor w zbiorze niez-
mienniczym izolowanym S wzgledem gdrnie polcigglego odwzorowania F : X — X. Wowczas

(4) p(t, A%) +p(t, A) = p(t, ) + (1 + )Q(t),
dla pewnego szeregu potegowego ) z nieujemnymi wspotczynnikami catkowitymi.
Jestesmy gotowi, by przedstawi¢ gléwny wynik pracy.

Theorem 24. [H5, Theorem 5.2] Niech M := {My, Mo, ..., M,} bedzie rozkladem Morse’a zbioru
niezmienniczego izolowanego S wzgledem gornie pélcigglego F : X — X. Wowczas

(5) > _plt, Mi) = p(t, 8) + (1+6)Q(1),
i=1
gdzie Q jest formalnym szeregiem potegowym o nieujemnych wspdlczynnikach catkowitych. Ponadto
Q) =) _Qilt),
i=1

gdzie
(6) (1+)Qi(t) = p(t, M;) + p(t, Ai—1) — p(t, Ai).

Jesli Q; # 0, to istnieje rozwigzanie 0 : Z — S z (o) C M; i w(o) C Mj, dla pewnego j < i.
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Dla jego dowodu wykorzystujemy przytoczone wyniki. Na podstawie twierdzenia 17 [H5, Theorem
3.9] i stwierdzenia 18 [H5, Proposition 3.10] mozemy rozwazy¢ skojarzony ciag atraktoréw, taki ze
(M;, A;_1) jest para repeler—atraktor w A;. Nastepnie, stosujac stwierdzenie 23 [H5, Proposition 5.1]
do kazdej takiej pary, otrzymujemy formalny szereg potegowy (); z nieujemnymi wspdlczynnikami
catkowitymi, spelniajacy réwnosé (4). Wykorzystujac wszystkie te réwnosci dostajemy pierwsza teze.
Dla dowodu drugiej tezy kluczowe jest uzycie wlasnosci addytywnosci indeksu Conleya dla odwzorowan
wielowartosciowych (twierdzenie 10 [H2, Theorem 5.3]).

W [H5, Example 5.3] przedstawiamy réwnanie Morse’a dla przewodniego przykladu pracy.

Réwnanie Morse’a (twierdzenie 24 [H5, Theorem 5.2]) uogélnia klasyczne nieréwnosci Morse’a [H5,
Corollary 5.4].

4.2.5. Praca [H4]: Zastosowanie indeksu Conleya w dynamice prébkowanej. W pracy [H4]
skupiamy sie na teoretycznych wynikach potrzebnych dla rozwijanej metody badania dynamiki prob-
kowanej. [H4, Theorems 1.2 — 1.4] maja na celu jedynie jej zilustrowanie. Aby jednak przedstawié¢ nasze
cele, wygodnie jest zacza¢ od przedstawienia jednego z nich.

Theorem 25. [H4, Theorem 1.2] Rozwazmy szereg czasowy T = ()29 wygenerowany przez itero-
wante odwzorowania Hénona
H:R%> (z,y) — (1 —ax? + by,z) € R?,
z parametrami a = 1,65, b = 0,1 i warunkiem poczgtkowym (xo,yo) = (0,0). Niech
Az = { (2, 2i41) | i = 100, . ..,20688 }

i niech gz: Az — R? bedzie dane przez gz(xi, xit1) = (Tiy1, Tiro). Ustalmy siatke w R? o rozmiarze
6 1= 0,008127 i niech F':=F, ;: K5(Az) —o R? bedzie otoczkq stonecznikowq gz. Niech € = §/2.

Wowczas a-(F) # 0. Ponadto istnieje zbior zwarty N C R? (por. [H4, Rysunek 1.2]), taki ze dla
dowolnego f € a.(F),

(i) N jest otoczeniem izolujgcym wzgledem f,

(ii) istnieje semisprzezenie O : Inv(N, f) — Y4 2z dynamikq subhiftu na szesciu symbolach z

macierzq przejsc

0 00O0O0T1
0 00100
000010
A_IOOOOO’
010000
01 1000

takie zZe dla kazdego okresowego a € ¥ 4 istnieje punkt okresowy wzgledem f w Qfl(a).
W szczegdlnosci f ma dodatniq entropie topologiczng na Inv(N, f).

Nalezy przypomnieé, ze otoczka stonecznikowa jest pewna specyficzna funkcja kostkowa, bedaca
otoczka danej funkcji [H4, page 669].

Pozostale zastosowania naszej metody przedstawiaja [H4, Theorem 1.3] i [H4, Theorem 1.4]. Maja
podobna strukture i dotycza odpowiednio dynamiki chaotycznej dla odwzorowania Hénona w przes-
trzeni tréjwymiarowej i istnienia 2-okresowej orbity dla odwzorowania Hénona na ptaszczyznie.

4.2.5.1. e-Aproksymacje. [H4, Section 3] zawiera wyniki dotyczace otoczen izolujacych w kontekscie
gérnie polciaglych odwzorowan wielowartosciowych. [H4, Section 4] wykorzystuje wyniki [H4, Sec-
tion 3] do okreslenia warunkéw, przy ktorych funkcje ciaglte z wykresami lezacymi w sasiedztwie wyk-
resu gornie pélciagltego odwzorowania wielowartosciowego F' o wypuklych i zwartych wartosciach,
dziela z nim otoczenia izolujace i odpowiadajace im indeksy Conleya.

Theorem 26. [H4, Theorem 4.1] Niech Y bedzie przestrzenig unormowang i niech X C 'Y bedzie
zwarty. Zatoimy, ze F' @ X — X jest odwzorowaniem gornie polciggtym o wartoSciach wypukiych 1
zwartych, a N jest otoczeniem izolujgcym wzgledem F. Wowczas:
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(i) istnieje g9 > 0, takie Ze dla kazdego 0 < € < gq istnieje f € a.(F), taka zZe N jest otoczeniem
izolujacym wzgledem f oraz C(Inv(N, F), F) = C(Inv(N, f), f);

(i) jesli X jest ANRem, to istnieje e > 0, takie zZe dla dowolnej funkcji g € ac(F) mamy C(Inv(N, F), F) =
C(Inv(N,g9),9).

Dla jego dowodu kluczowa jest wlasciwos¢ homotopii indeksu Conleya dla odwzorowan wielowar-
tosciowych (twierdzenie 11 [H2, Theorem 6.1]).

Wiyniki tej postaci sa istotne, poniewaz obliczenia otoczen izolujacych i indekséw Conleya w [H4,
Theorems 1.2, 1.3, 1.4] sa wykonywane przy uzyciu otoczki slonecznikowej F', a jesteSmy zaintereso-
wani dynamika generowana przez funkcje ciagle nalezace do a.(F). Istotne réwniez jest to, ze [H4,
Theorems 1.2, 1.3, 1.4] precyzyjnie okreslaja zbiér funkcji, tzn. a.(F') z € = /2, a § to rozmiar kostki.

[H4, Section 5] dostarcza informacji o dziedziczeniu wlasciwosci topologicznych i dynamicznych przez
funkcje ciggle lezace w poblizu funkcji kostkowej F'. Nastepujace twierdzenie jest odpowiednikiem
twierdzenia 26 [H4, Theorem 4.1] dla funkcji kostkowych.

Theorem 27. [H4, Theorem 5.10] Zalézimy, ze F : X — X jest gdrnie pélcigglym odwzorowaniem
kostkowym o warto$ciach $ciggalnych do punktu i e < %5. Wéwezas a-(F) # 0. Ponadto, jezeli N jest
kostkowym otoczeniem izolujgcym dla F, to N jest otoczeniem izolujgcym dla dowolnego f € ac(F')
oraz C(Inv(N, f), f) = C(Inv(N, F), F).

Szczegdly dotyczace stabych par indeksowych i odwzorowan indeksowych sa nastepujace.

Theorem 28. [H4, Theorem 5.13] Niech F': X —o X bedzie odwzorowaniem wielowarto$ciowym kost-
kowym gornie polcigglym o wartosciach sciggalnych do punktu. Zatéimy, ze N C X jest kostkowym
otoczeniem izolujgcym dla F', P jest kostkowq stabg parg indeksowg w N 1 0 < € < %5. Wowczas
ac(F) # 0 oraz dla kazdej e-aproksymacji F, N jest otoczeniem izolujgcym, a R := B:(P) N N jest
stabg parq indeksowq. Ponadto odwzorowania indeksowe Ip, @ Iy, sq sprzezone.

4.2.5.2. Semisprzezenia z dynamikq shiftu. Tezy [H4, Theorems 1.2 and 1.3] méwia o istnieniu semi-
sprzezenia z dynamika shiftu. Jak wspomnielismy, uzyskujemy to za pomoca indeksu Conleya. Po-
niewaz uzywamy odwzorowan wielowartoSciowych goérnie pélcigglych, ktére nie muszg mieé ciaglych
selektoréw, musimy pracowaé ze stabymi parami indeksowymi. Klasyczny wynik Szymczaka [99, 100],
ktory dowodzi istnienia semisprzezenia z dynamikg symboliczng, opiera sie na silniejszej definicji pary
indeksowej, dlatego nie mozemy go zastosowaé bezposrednio. [H4, Section 9] przedstawia twierdzenia
bedace rozwinieciem wynikéow Szymczaka dla stabych par indeksowych.

Niech ¥, :={s:Z — I, } bedzie przestrzenia dwustronnie nieskoniczonych ciagéw o wyrazach z I,,,
z topologia produktowa. Dla macierzy A € {0,1}/»*I» niech ¥4 oznacza podprzestrzeh ciagéw A-
dopuszczalnych. Latwo zauwazy¢, ze odwzorowanie shiftu o : ¥, — ¥, dane przez o(s); := sijt+1, jest
homeomorfizmem i (3 4) C ¥ 4. Dlatego o jest generatorem uktadu dynamicznego na ¥ 4.

Theorem 29. [H4, Theorem 9.1] Zalézmy, ze N jest otoczeniem izolujgcym wzgledem f : R — RY,
a P jest slabg parg indeksowq dla f w N. Ponadto zaléimy, ze N = \U;—, N;, gdzie N; sq parami
roztgcznymi, zwartymi podzbiormi N, a odwzorowanie indeksowe Ig, : H*(P) — H*(P) jest zupetne w
sensie Lefschetza (por. [H4, Section 9]) wzgledem rozkladu N = JI'_; N;. Wtedy istnieje semisprzezenie
p funkcji f na podzbiorze S := Inv(J_; N;, f) z dynamikaq shiftu o na X 4, gdzie A jest macierzq przejsé
Iy, . Ponadto dla kazdego okresowego s € X4 istnieje punkt okresowy dla f w p~L(s).

[H4, Sections 6-8| stanowia przygotowanie niezbedne dla wynikéw zawartych w [H4, Section 9].

Niech X bedzie lokalnie zwarta przestrzenia metryzowalng i niech f : X — X bedzie dyskretnym
uktadem dynamicznym. Zatézmy, ze N, N; i P sa takie jak w twierdzeniu 29. Oznaczmy P’ := PN N;.

Niech p € N i niech ¢ := (0¢,...,0p-1) € InZ”. Rozwazmy endomorpfizm I, : Xf;ol H*(P%) —
Xf:_ol H*(P7) dany przez I, := x2—; (1, 0 I}, o Loy ) » gdzie m; : H*(P) — H*(P') sa rzutowaniami,
a t; : H*(P') — H*(P) inkluzjami. Definiujemy przestrzen X := X X Z,, z topologia produktowa i
uktad dynamiczny f : X — X wzorem f : X > (v,i) — (f(z),i+1) € X. Dla o € Ian polézmy
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N, = Ug;ol (No; x {i}). Okazuje sig, ze uzywajac endomorfizmu I,, z odwzorowania indeksowego dla
f jesteSmy w stanie wydoby¢ informacje, ktéra jest wystarczajaca, by dowies¢ istnienia orbity dla f
przychodzacej przez sktadowe N w zadanym porzadku.

Theorem 30. [H4, Theorem 7.5] Zaldzmy, ze N = |Ji N;, gdzie N; sq parami rozlagcznymi i zwartymi
podzbiorami N, N jest otoczeniem izolujgcym wzgledem f, a P jest stabg parg indeksowq dla f w N.

Niech p € N i niech 0 := (09,...,0p—1) € In". Jesli endomorpfizm I, nie jest nilpotentny, to istnieje
trajektoria T : Z — Inv( f:_g Ng,, ) wzgledem f, taka zZe 7(i + kp) € Ny, dkai € I, k € 7Z.

[H4, Theorem 7.6] jest odpowiednikiem twierdzenia 30 [H4, Theorem 7.5] dla zlozenia endomorfiz-
méw g; := If, o 0m na H*(P).

Naszym gléwnym narzedziem do znajdowania orbit okresowych jest nastepujace twierdzenie (por.
réwniez [H4, Theorem 8.6]).

Theorem 31. [H4, Theorem 8.5] Niech f : R? — RY bedzie dyskeretnym ukladem dynamicznym.
Zaloimy, ze N = Ui, N;, gdzie N; sq parami rozlgcznymi i zwartymi podzbiorami N, N jest oto-
czeniem izolujgcym wzgledem f, a P jest stabg parg indeksowq dla f w N. Niech p € N i niech

o :=(00,...,0p—1) € I,". Jesli

(7) A(I7) # 0,
to istnieje punkt p-okresowy x € Ny, dla f, taki Ze fi**(z) € N, dla k € Z.

W dowodzie wykorzystujemy uklad dynamiczny f i stosujemy twierdzenie Srzednickiego o punkcie
stalym typu Lefschetza [94, Theorem 9]. To wymaga szeregu wynikéw pomocniczych: skonstruowania
stabych par indeksowych bedacych ANRami [H4, Proposition 8.4], co uzyskujemy wykorzystujac [99,
Lemma 5.1]; pokazania, ze stala Lefschetza odwzorowania indeksowego jest niezalezna od wyboru stabej
pary indeksowej [H4, Proposition 8.1]; oraz pokazania, ze stala Lefschetza odwzorowania indeksowego
ptej iteraty f pokrywa sie ze staly Lefschetza ptej iteraty endomorfizmu I, [H4, Proposition 8.2].

4.2.5.3. Dowody gtownych twierdzen. [H4, Section 10| zawiera dowody [H4, Theorems 1.2-1.4]. Poka-
zuja one jak dziala nasza metoda, dlatego krétko oméwimy dowdd twierdzenia 25 [H4, Theorems 1.2].
Jest jasne, ze F jest odwzorowaniem kostkowym. Gérna pélciaglosé F wynika z [41, Proposition 14.5].
Uzywajac redukeji elementarnych [49] sprawdzamy, ze F' ma wartosci Sciagalne do punktu. Uzywajac
algorytméw z [100], formuly z twierdzenia 8 [H2, Theorem 4.4] i technik jak w [82], znajdujemy kostko-
wy blok izolujacy N dla F sktadajacy sie z pieciu parami roztacznych sktadowych zwartych Ny, ..., N5,
kostkowa stabg par¢ indeksowa P w N i odwzorowanie indeksowe Ir, [H4, Figure 1]. Bezposrednie
obliczenia pokazuja, ze H'(Py, Py) = 7Z° i H1(Py, Py) = 0 dla q # 1. Dokladniej, niech &', ..., €° beda
generatorami grup kohomologii H!(P) takie, ze H' (P}, Pi) = (¢%), gdzie P* := PN N;, i = 1,...,5.
7 generatorami &, ..., €5 jako baza, obliczenia z algorytmami [60] daja macierz A odwzorowania in-
deksowego. Na podstawie twierdzenia 28 [H4, Theorem 5.13] istnieje f € a.(F) oraz kazda f € a.(F)
dzieli z F' otoczenie izolujace i odwzorowanie indeksowe, z doktadnoscia do sprzezenia. Wlasnosé (ii)
jest natychmiastowa konsekwencja twierdzenia 31 [H4, Theorem 8.5] (lub [H4, Theorem 8.6]), jesli
macierz przej$¢ A jest nieredukowalna [49, Definition 10.22, Proposition 10.25] i dla dowolnego A-
dopuszczalnego ciagu okresowego o zachodzi warunek (7) (lub [H4, (37)]). Weryfikujemy to wykonujac
obliczenia algorytmiczne, ktére opisane sa w [81].
W koncu uzywajac macierzy A pokazujemy, ze entropia topologiczna f jest wieksza niz In 1.2599.

4.2.6. Praca [H3]: Zwigzki miedzy dynamika kombinatoryczna a klasyczna: indeks Conleya
i rozklady Morse’a.

4.2.6.1. Gilowny wynik. Niech X oznacza rodzine symplekséw skoniczonego abstrakcyjnego kompleksu
symplicjalnego. Relacja bycia $ciana na X definiuje na X topologie Ty Alexandrova [1]. Podzbiér
A C X jest otwarty w tej topologii, gdy wszystkie kosciany dowolnego elementu A sg réwniez w
A. Domknigcie A, oznaczone jako Cl.A, jest rodzing wszystkich Scian wszystkich symplekséw w A
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[H3, Section 3.1]. Kombinatoryczne pole wektorowe ¥V na X jest podzialem X na niepuste podzbiory
licznosci co najwyzej dwa, takie ze kazdy podzbiér o licznosci dwa (dubleton) sklada sie z sympleksu
o 1 koéciany o o kowymiarze jeden. Sympleks nalezacy do singletona w V jest nazywany komdrkg
krytyczng. Dubleton w V), uporzadkowany w pare z nizej wymiarowym sympleksem na pierwszym
miejscu, jest okredlany jako wektor. W dalszej czesci, aby uproéci¢ jezyk, identyfikujemy singleton z
komorka krytyczna, ktora zawiera i dubleton z powiazanym wektorem [H3, Figure 1].

7 kombinatorycznym polem wektorowym )V wiazemy dynamike wielowartosciows dang jako iteracje
odwzorowania wielowartoéciowego Il : X — X, zwanego kombinatorycznym przeplywem wielowar-
tosciowym, posytajacego kazdy krytyczny sympleks we wszystkie jego $ciany, kazdy poczatek wektora w
jego koniec i kazdy koniec wektora we wszystkie Sciany konca inne niz jego poczatek i koniec. Odwzoro-
wanie wielowarto$ciowe Iy mozna traktowaé jako graf skierowany Gy, z wierzchotkami w X i strzatka
od sympleksu o do sympleksu 7, ilekro¢ 7 € Il (o). Graf skierowany Gy dla kombinatorycznego pola
wektorowego [H3, Figure 1] przedstawia [H3, Figure 2].

Podzbior A C X jest niezmienniczy wzgledem V), jesli kazdy element zbioru A jest zar6wno poczat-
kiem, jak i koncem strzatki w Gy, ktéra taczy wierzchotki w A. Element o € C1. A\ A jest stycznoscig
wewnetrzng A, jeSli dopuszceza obie strzalki: rozpoczynajaca sie w o, a konczaca w A 1 strzatke za-
koniczona w o z poczatkiem w A. Zbioru Ex A := Cl A\ A nazywamy zbiorem wyjscia zbioru A [52,
Definition 3.4] lub mouth A [75, Section 4.4]. Zbiér niezmienniczy S jest zbiorem niezmienniczym
izolowanym, jesli ExS jest domkniety i nie dopuszcza wewnetrznych stycznoséci [H3, Definition 3.3].
Chociaz pojecie wewnetrznej stycznosci moze na pierwszy rzut oka wydawadé si¢ dziwne, motywowane
jest klasyczna sytuacja, w ktérej zbiory niezmiennicze izolowane sg zawarte we wnetrzu blokéw izolu-
jacych, ktére nie moga mie¢ zadnych wewnetrznych stycznosci. W sytuacji kombinatorycznej nie ma
wystarczajaco duzo miejsca, by definicje te przenies¢ dostownie, ale cel tego pojecia jest taki sam.

Zauwazmy, ze sam X jest izolowanym zbiorem niezmienniczym wtedy i tylko wtedy, gdy jest niez-
mienniczy. (Ko)homologiczny indeks Conleya zbioru niezmienniczego izolowanego S definiujemy jako
singularne (ko)homologie relatywne pary (ClS, ExS) z topologia indukowana z topologii Alexandrova
w X. Zauwazmy, ze (ClS, ExS) to para podkomplekséw symplicjalnych kompleksu symplicjalnego X
Dlatego, zgodnie z twierdzeniem McCorda [58], (ko)homologie singularne pary (ClS,ExS) sa izomor-
ficzne z homologiami symplicjalnymi pary (Cl1S, ExS) (por. wiodacy przyklad pracy [H3, Figure 1, 2]).

Polgczeniem od zbioru niezmienniczego izolowanego S1 do zbioru niezmienniczego izolowanego
So jest ciagg wierzcholkéw na Sciezce Gy rozpoczynajacej sie w S1 i1 konczacej sie w So. Rodzina
M = {M, |p € P}, indeksowana przez poset P i skladajaca sie z parami roztacznych podzbioréw niez-
mienniczych izolowanych zbioru niezmienniczego izolowanego S, jest rozkiadem Morse’a zbioru S, jesli
dowolne polaczenie miedzy elementami w M, ktére nie jest zawarte w caloéci w zadnym z elementow
M, zaczyna sie w M, i konczy w M, dla ¢’ > ¢ [H3, Definition 3.9]. Zbiory niezmiennicze izolowa-
ne w M nazywamy zbiorami Morse’a. Powiazany z rozktadem graf Conleya-Morse’a jest porzadkiem
czesciowym indukowanym na M przez istnienie potaczen i reprezentowany jako graf skierowany etykie-
towany indeksami Conleya zbioréw niezmienniczych izolowanych w M. Zazwyczaj etykiety sg pisane
jako wielomiany Poincaré, czyli wielomiany, ktérych ity wspdtczynnik jest réwny itej liczbie Bettiego
indeksu Conleya.

Gléwnym wynikiem pracy jest nastepujace twierdzenie.

Theorem 32. [H3, Theorem 2.1] Dia kazdego kombinatorycznego pola wektorowego V na kompleksie
symplicjalnym X istnieje gornie polciggle acykliczne odwzorowanie wielowartosciowe F : |X| —o |X|
na geometrycznej realizacji |X| kompleksu X, ktore indukuje identyczno$é w homologiach, i takie Ze

(i) dla dowolnego rozkladu Morse’a M pola V istnieje rozklad Morse’a M ukladu dynamicznego
idukowanego przez F,
(i1) graf Conleya-Morse’a rozkladu M jest izomorficzny z grafem Conleya-Morse’a dla M,
(i) kazdy element rozkladu M jet zawarty w geometrycznej reprezentacji odpowiadajgcego elementu
rozktadu M.

Twierdzenie to jest konsekwencja bardziej szczegblowych twierdzen w [H3, Section 5.



20

4.2.6.2. Rozklad komdrkowy. Rozpoczynamy od zaprezentowania specjalnego kompleksu komérkowego
dla X = |X|, ktérego uzywamy podczas konstrukcji odwzorowania wielowartosciowego F'. Potrzebu-
jemy kilku pojeé. Niech d oznacza maksymalny wymiar symplekséw w X. Ustalmy A € R, takie ze
0< A< ﬁ oraz punkt z € X. A-sygnatura x jest funkcja

sign® z 1 Xo 3 v sgn (t,(x) — \) € {—1,0,1},
gdziesgn : R — {—1,0, 1} to funkcja signum. Sympleks o € X jest sympleksem A-charakterystycznym x,
jesli signAx](, > 01 (sign*2)"1({1}) C 0. Rodzine takich symplekséw oznaczamy X*(z). Dla A > 0
zbi6r (sign® :U)_ ({1}) jest sympleksem. Nazywamy go minimalnym sympleksem \-charakterystycznym x
i oznaczamy o\, (z). Jesli A > 0, to zbior (sign* z)~1({0, 1}) tez jest sympleksem, maksymalnym sym-
pleksem \-charakterystycznym x i oznaczamy o, (). W konstrukcji odwzorowania wielowartoscio-
wego ' = F) : X — X specjalna role odgrywaja \-komorki generowane przez o
(o) :={z € X | ty(x) > A dla wsystkich v € o it,(x) < A dla wszystkich v ¢ o} .

A-komorki sg otwarte w |X|, parami rozlaczne [H3, Proposition 4.3] i |X| = U,cx cl (o). Komorki
(o), dla réznych A, przedstawia [H3, Figure §].

4.2.6.3. Odwzorowania F, i F. Przypomnijmy za [52] konstrukcje silnie gérnie pélciagltego odwzoro-
wania F' zwigzanego z kombinatorycznym polem wektorowym. Ustalmy

1
0<d<d<y<e< —r.

d+1
Dla ¢ € X definiujemy zbiory domkniete
Ay = {x €o’ | ty(z) >~ dla wszystkich v € a_} Uo,
B, = {x € 0T | istnieje v € 0, takie ze t,(x) < 7} ,
odwzorowanie wielowartosciowe F,; : X —o X
0 ,gdy o ¢ X(2),
FU(SU) =4 B yedy o= U I(x) 7é O-max<m)7
AO’ N BG’ ’ gdy - I(x) 7& Uma$($)+ )
o ’ gdy - max(x) - Umam(x)+
oraz F' : X — X, wzorem
(8) F(z) = U F,(z) dla reX =|X|
oeEX

Odwzorowanie F' jest silnie gérnie pélciagle i dla x € X zbiér F'(z) jest niepusty i $ciagalny do punktu
[52, Theorem 4.12]. [H3, Figure 7| przedstawia wykres tak skonstruowanego odwzorowania F' dla pola
wektorowego [H3, Figure 1].

4. 2 6.4. Odpowiednio$é zbioréw niezmienniczych izolowanych. Dla A C X i stalej 3, takiej ze 0 < B <

d+1 , ktadziemy

9) N3(A) == | d (o).
occA

Niech § C X bedzie zbiorem niezmienniczym izolowanym kombinatorycznego pola wektorowego V w
sensie [H3, Definition 3.3]. Z S mozemy zwiaza¢ blok izolujacy N := Ns := Ny(S) wzgledem F. Jest
on otoczeniem izolujacym dla F' [52, Theorem 5.7], co pozwala nam zwiaza¢ z S zbiér niezmienniczy
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izolowany S(S) := Inv Ns, wzgledem F'. [H3, Figure 9] przedstawia blok izolujacy dla F' danego wzorem
(8), odpowiadajacy kombinatorycznemu zbiorowi niezmienniczemu izolowanemu [H3, Figure 4].

4.2.6.5. Indeks Conleya S(S). By poréwnaé indeksy Conleya zbioréw S i S(S) musimy skonstruowaé
staba pare indeksowa dla F' w Nj.
Theorem 33. [H3, Theorem 5.2] Para P = (P1, P»), gdzie P; := N5 N Ny i Py := Ny Nbd N, jest
stabg parg indeksowq dla F' i otoczenia izolujgcego N = Nj.

Dowdd znajduje sie w [H3, Section 6]. Staba pare indeksowa dla bloku izolujacego [H3, Figure 9]
przedstawia [H3, Figure 10].

Zauwazmy, ze F' dana przez (8) zasadniczo nie dopuszcza par indeksowych. Dlatego teoria indeksu
Conleya dla odwzorowan wielowartosciowych, zaproponowana w [H1, H2|, jest niezbedna dla [H3].

Przypomnijmy, ze indeks Conleya zbioru S(S) wzgledem F dany jest przez Con(S(S), F) := L(H*(P), Ip),
gdzie L jest redukcja Leray (ko)homologii relatywnych modutu z gradacja H*(P) = H*(Py, P,) pary P,
a Ip jest odwzorowaniem indeksowym na H*(P).

Theorem 34. [H3, Theorem 5.3] Mamy
Con(S(S), F') = (H*(P),idg+(p)),
gdzie idg«(p) jest odwzorowaniem identycznosciowym. Innymi stowy, podobnie jak dla potokéw, indeks

Conleya S(S) wzgledem F mozemy zdefiniowaé jako (ko)homologie relatywne H*(P).

Poniewaz redukcja Leray identycznodci jest identycznoscia, wystarczy pokazaé, ze odwzorowanie in-
deksowe Ip jest identycznoscia. Osiggamy to konstruujac gérnie poétciggte odwzorowanie G o wartosci-
ach acyklicznych, ktérego wykres zawiera zaréwno wykres F' jak i wykres identycznosci [H3, Section 7].

4.2.6.6. Odpowiednios¢ indeksow Conleya. Przypomnijmy, ze indeks Conleya S wzgledem Iy, to
Con(S) := H*(C1S,ExS) .

W [H3, Section 8] dowodzimy twierdzenia, ktore rozszerza odpowiednio$é zbioréw izolowanych niez-
mienniczych S i S(S) na indeksy Conleya.

Theorem 35. [H3, Theorem 5.4] Mamy
H*(P, P,) 2 H*(CIS,ExS) .
W konsekwencji

Con(S(S)) = Con(S) .

Dla jego dowodu konstruujemy pomocnicza pare (Q1, Q2) [H3, Figure 12] i pokazujemy, ze H*(Py, Py) &
H*(Q1,Q2). Nastepnie konstruujemy ciagla surjekcje ¢ : (Q1,Q2) — (|C1S|, | ExS|) [H3, Figure 13]
o wléknach $ciagalnych do punktu i stosujemy twierdzenie Vietorisa-Begle’a [93, Chapter 6.9)].

4.2.6.7. Odpowiednio$é rozkladéw Morse’a. Dla rozkladu Morse’a M = { M, |r € P} zbioru X’ wzgle-
dem potoku kombinatorycznego IIy, definiujemy zbiory

MT = NET ﬂ <Mr>,
gdzie N7 := Ne(M,) jest dany przez (9), tzn. N = U,epq, ¢l (0)e.
Theorem 36. [H3, Theorem 5.5 Rodzina M := {M, |r € P} jest rozkladem Morse’a X wzgledem F.
Ponadto dla kazdego r € P mamy

Con(M,) = C(M,)
i grafy Conleya-Morse’a rozktadow Morse’a M i M pokrywajg sie.

Latwo mozna zauwazy¢, ze twierdzenie 32 [H3, Theorem 2.1|, gtéwny wynik pracy [H3], jest konse-
kwencja twierdzenia 35 [H3, Theorem 5.4] i twierdzenia 36 [H3, Theorem 5.5].



22

5. Oméwienie pozostalych osiggnie¢ naukowo-badawczych

(a) Wykaz innych (nie wchodzacych w sklad osiagniecia wymienionego w pkt. 4.) opubliko-
wanych prac naukowych.
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B. BATKO Spectral representation theory and stability of the multiplicative Dhom-
bres functional equation in f-algebras, Aequationes Math., 89 (2015), 543-554.

B. BATKO. Superstability of the Cauchy equation with squares in finite-dimensional
normed algebras, Aequationes Math. 89 (2015), 785-789.

(b) Omoéwienie dorobku naukowego nie wchodzacego w sklad jednotematycznego cyklu publi-

kacji:

Powyzsza lista zawiera prace zwigzane z moimi obecnymi zainteresowaniami naukowymi, kto-
re opisane sa w paragrafach 4.5.7-4.5.8 oraz wczeéniejsze prace dotyczace gléwnie rozwigzan
przyblizonych rownan funkcyjnych, ktore krétko opisane sa w kolejnych paragrafach.
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4.5.7. Algorytm koredukcji obliczania homologii. W pracach [b12, bl1] prezentujemy nowy al-
gorytm redukcji do obliczania homologii dla duzych komplekséw kostkowych lub symplicjalnych.

Algorytm bazuje na teorii homologii jednej przestrzeni (one space homology theory), ktéra umoz-
liwia dualny proces koredukcji. Ztozonosé algorytmu jest liniowa, zaréwno wzgledem rozmiaru, jak i
wymiaru danych wejsciowych. Wyniki eksperymentéw oparte na implementacji dla zbioréw kostkowych
pokazuja, ze algorytm pracuje znacznie lepiej od innych dostepnych algorytméw homologicznych, Os-
zacowania zlozonosSci dotyczace przeskalowan ustalonego zbioru kostkowego pokazuja, ze algorytm jest
lepszy od innych algorytmoéw homologicznych, szczegdlnie dla zbioréw o niskim wymiarze, niezaleznie
od wymiaru przestrzeni.

Klasyczny algorytm obliczania homologii bazuje na diagonalizacji Smitha macierzy homomorfizmu
brzegu [79, Section 1.11]. Zlozono$¢ obliczeniowa najlepszego dostepnego algorytmu diagonalizacji
Smitha wynosi O(n3376) [97]. Liczni autorzy proponuja rézne warianty lub alternatywy dla tego
klasycznego podejécia [38, 8, 32, 29, 103]. Niestety, wyniki nie sa wystarczajaco satysfakcjonujace
do zastosowan w Scistych obliczeniach numerycznych w uktadach dynamicznych i analizie obrazow
metodami topologicznymi [49, 76]. Zastosowania takie wymagaly nowych idei.

Jednakze obliczanie homologii jest zagadnieniem topologii obliczeniowej, a nie ogdlnie algebry ob-
liczeniowej, dlatego mozna mie¢ nadzieje, ze owocne moga by¢ metody uwzgledniajace specyfike pro-
blemu. Metody redukcji komplekséw lancuchowych, zaproponowane w [51], a nastepnie rozwijane w
[53, 49, 60], stanowia takie podejscie.

W pracach [bll, b12] pokazujemy jak mozna wykorzysta¢ koredukcje elementarne w obliczaniu
homologii. Robimy to w oparciu o teori¢ homologii jednej przestrzeni, tzn. teorii homologii, ktora
nie wymaga homologii relatywnych do budowania dlugiego ciagu dokladnego dla pary przestrzeni
topologicznych [95, 57].

Poniewaz redukcja lub koredukcja elementarna zajmuje jedynie staly czas, ztozonosé algorytmu, kté-
ry przechodzac przez wszystkie generatory wykonuje redukcje i/lub koredukcje, jezeli sa mozliwe, jest
liniowa. Dlatego zlozono$¢ algorytmu obliczania homologii, poprzedzonego redukcjami lub koreduk-
cjami elementarnymi, zalezy od rozmiaru pozostalego po preprocesingu. Eksperymenty numeryczne
oraz czesciowe wyniki dotyczace ztozonosci obliczeniowej pokazuja, ze inaczej niz w przypadku redukcji
elementarnych, koredukcje elementarne moga by¢ prowadzone bardzo gleboko, co skutkuje szybkim
algorytmem obliczania homologii.

Pierwsze, czysto topologiczne podejscie do kombinatorycznej idei koredukcji dla zbioréw kostko-
wych, bazujace na kryterium lokalnej zwartosci dla zbioréw reprezentowalnych, zaprezentowane zost-
alo w pracy [b12]. Podejscie bardziej ogélne, dla regularnych podzbioréw S-complekséw oraz szczegdly
dotyczace algorytmu i eksperymenty numeryczne, zawarte sa w pracy [bl1].

Zacznijmy od przypomnienia pojecia S-kompleksu Niech S bedzie zbiorem skonczonym z gradacja
Sg, 12e Sg = 0 dla ¢ < 0. Wtedy ciag R(S,) jest gradacja modulu R(S) w kategorii moduléw nad
pierscieniem z jednoscia R. Jedyna liczbe ¢, taka ze s € S, nazywamy wymiarem s i oznaczamy dim s.
Z S powiazany jest indeks koincydencji k : S xS — R, taki ze dims = dimt+1, gdy (s, t) # 0. Indeks
koincydencji koduje relacje bycia $ciana w S. Jesli k(s,t) # 0, to méwimy ze ¢ jest Sciang s i s jest
kosciang t. Méwimy, ze (S, k) jest S-kompleksem, jesli (R(S),0") z 0% : R(S) — R(S) zdefiniowanym
na generatorach s € S przez

0" (s) := Z K(s,t)t

tesS

jest wolnym kompleksem lancuchowym z baza S. Przez homologie S-kompleksu (.5, k) rozumiemy ho-
mologie kompleksu tancuchowego (R(.S), 97). Dwoma najwazniejszymi przykladami takich S-komplekséw
sa kompleksy symplicjalne i kompleksy kostkowe.

Dla A C S ktadziemy

bds A = {te€ S| k(s,t) # 0 dla pewnego s € A}
chds A = {se S| k(s,t)# 0 dla pewnego t € A}.
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By uproéci¢ dany S-kompleks, w kroku redukcyjnym chcemy zastapié¢ zbiér generatoréw S przez podz-
biér S’ C S, ktéry wraz z indeksem koincydencji k' := k|g/x g stanowi inny S-kompleks o tych samych
homologiach i nie potrzeba obliczaé¢ k, by skonstruowaé¢ S’. W [b11] specyfikujemy te wymagania.
Przypomnijmy, ze S’ C S nazywamy domknietym w S, gdy bdg S’ € S'. S’ C S jest otwarty w S,
jezeli S\ S’ jest domkniety S. Jedli S’ C S jest taki, ze dla dowolnych s,u € S"it € S, ¢t € bdgs
iu € bdgt pocigga t € S, to S' nazywamy regularnym podzbiorem S. Podzbiér regularny 7' C S
nazywamy zbiorem zerowym (nullset) w S, pod warunkiem ze T jest domkniety lub otwarty w S oraz
H(T) =0.Z [bll, Theorem 3.4, Theorem 3.5] wynika, ze H(R(S)) 1 H(R(S\T)) sa izomorficzne, jesli
tylko T' jest zbiorem zerowym w S [bll, Corollary 3.6]. Dlatego jesli umiemy znalezé zbiér zerowy w
S, to mozemy usunaé go nie zmieniajac homologii S.

Podobnie jak w [51], méwimy ze para (a,b) of elementéw S jest para redukcji, gdy x(b,a) jest
odwracalne w R. Para redukcji (a,b) nazywana jest parg redukcji elementarnej, gdy cbdga = {b}. W
takim przypadku bedziemy réwniez méwili, ze a jest wolng Sciang w S. Podobnie definiujemy pare
koredukcji elementarnej, jako pare redukcji (a,b), taka ze bdgb = {a} i wtedy b nazywamy wolng
kosciang w S. [bll, Theorem 4.1] méwi, ze jesli (a,b) jest para redukcji elementarnej, to {a,b} jest
otwarty S; jesli (a,b) jest para koredukeji elementarnej, to {a,b} jest domkniety w S. Ponadto, w obu
przypadkach, {a, b} jest zbiorem zerowym. Stad wniosek, ze H(R(S)) i H(R(S\{a,b})) sa izomorficzne,
pod warunkiem ze (a, b) jest para redukeji lub koredukeji elementarnej w S [b11, Corollary 4.2].

Algorytm koredukeji [b11, Algorithm 6.1] wykorzystuje te fakty. Wywolany z S-kompleksem S
zwraca podzbiér S’ zbioru S, taki ze H(S) = H(S’) [bll, Theorem 6.2]. Algorytm wykonuje si¢ w
czasie O(2M?n), jedli S jest zaimplementowany jako tablica bitowa (bitmapa) i w czasie O(2M?n logn),
gdy S jest zaimplementowany jako drzewo wyszukiwania binarnego (BST); M jest wspdlnym gérnym
ograniczeniem mocy bdg s i cbdg s, dla wszystkich s € S, a n oznacza moc S. W szczegdlnodci w
przypadku komplekséw kostkowych implementowanych jako bitmapa [b11, Algorithm 6.1] wykonuje sie
w czasie O(2d?n), gdzie d oznacza wymiar przestrzeni zawierajacej zbiér kostkowy [b11, Corollary 6.3].

W [bl11, Section 7] prezentujemy eksperymenty numeryczne. Wykonali$my poréwnania algorytmu ze
wszystkimi algorytmami dla homologii kostkowych dostepnymi na stronie internetowej Computational
Homology Project [104]. Eksperymenty pokazuja, ze algorytm koredukcji zachowuje sie znacznie lepiej
od konkurencji, szczegdlnie dla zbioréw niskiego wymiaru w przestrzeni wysoko wymiarowe;j.

4.5.8. Charakterystyka Eulera-Poincaré odwzorowan indeksowych. W pracy [b8] stosujemy
charakterystyke Eulera-Poincaré oraz liczbe okresowosci do odwzorowania indeksowego zbioru niez-
mienniczego izolowanego, celem uzyskania kryterium istnienia punktéw okresowych funkcji ciaglej w
danym zbiorze.

Jednym z fundamentalnych probleméw w teorii dyskretnych ukladéw dynamicznych jest
poszukiwanie punktow stalych i punktéw okresowych. Twierdzenie Lefschetza o punkcie stalym jest
klasycznym przyktadem tego, jak niezmiennik topologiczny, liczba Lefschetza, moze byé¢ uzyty do
zagwarantowania istnienia punktéw stalych. W roku 1953 Fuller [37] pokazal, ze kazdy homeomor-
fizm wielo$cianu spdjnego z niezerowa charakterystyka Eulera-Poincaré ma punkt okresowy. Powyzszy
wynik zostal uogdlniony w roku 1969 przez Bowszyca [17], ktéry wprowadzil liczbe Eulera i liczbe
okresowosci dla ciaglego przeksztalcenia zwartego wieloscianu i pokazal, ze jezeli jedna z tych liczb
jest niezerowa, wéwczas przeksztalcenie to ma punkt okresowy. Celem pracy [b8] jest uogdlnienie tych
rezultatow na przypadek izolowanego zbioru niezmienniczego.

Niech X bedzie zwarta przestrzenia metryczng i niech f : X — X bedzie funkcja ciagla. Przyp-
omnijmy, ze (ko)homologiczny indeks Conelya zbioru niezmienniczego izolowanego S ma postaé pary
(E,e), gdzie E jest modulem z gradacja, a e jest automorfizmem na FE. Jezeli X jest ANRem [12],
np. wielo$cianem, to E jest skonczonego typu, tzn. wszystkie Ej; maja skonczony wymiar i prawie
wszystkie sa zerowe [69]. Dla takiego E definiuje sie charakterystyke Eulera-Poincaré, jako

[e.o]

(10) X(E) :== > (-1)F dim Ej.
k=0
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W [b8] dowodzimy, ze jesli X jest zwartym ANRem i charakterystyka Eulera-Poincaré indeksu Conleya
zbioru S jest niezerowa, to f ma punkt okresowy w S [b8, Theorem 1].

W szczegdlnym przypadku, gdy X jest zwartym wieloScianem, a zbiér niezmienniczy izolowany S jest
calg przestrzenia X, charakterystyka Eulera-Poincaré indeksu Conleya sprowadza sie do liczby Eulera
funkcji. Jezeli dodatkowo zatozy sie, ze f jest homeomorfizmem, sprowadza sie do charakterystyki
Fulera-Poincaré wieloscianu.

Gléwng trudnoscia w przypadku indeksu Conleya jest koniecznos¢ pracy z ANRami, by charakte-
rystyka Eulera-Poincaré miata sens. Istnienie par indeksowych bedacych ANRami dowiedzione jest
dla izolowanych zbioréw niezmienniczych w przestrzeni Euklidesowej [100] oraz kostce Hilberta [88],
ale dla dowolnego ANRa odpowiedz nie jest znana. Ponadto mozna podaé przyktad zbioru niezmien-
niczego izolowanego w zwartym ANR, dla ktérego istniejg pary indeksowe skladajace sie ze zbiorow
nie bedacych ANRami. Homologie takich par indeksowych moga nie by¢ skonczonego typu, pomimo
tego ze indeks Conleya S jest skoniczonego typu [69]. By pokonaé te trudno$é uzywamy otwartych par
indeksowych wprowadzonych w [68], poniewaz otwarte podzbiory ANRéw zawsze sa ANRami. Ponie-
waz dotad nie pokazano, ze otwarte pary indeksowe moga by¢ wykorzystane do policzenia indeksu
Conleya, dowodzimy, ze w kazdym otoczeniu izolowanego zbioru niezmienniczego istnieje para par in-
deksowych, jedna otwarta, jedna domknieta, ktorych automorfizmy indeksowe sg sprzezone. Wystarcza
to do pokazania [b8, Theorem 1].

4.5.9. Rozwiazania przyblizone alternatywnego réwnania Cauchyego. Teoria stabilnosci Hyersa-
Ulama réwnan funkcyjnych zapoczatkowana zostala problemem Ulama [46, 102] i odpowiedzia Hyersa
[46], dotyczacymi réwnania Cauchy’ego

(11) flz+y) = flx)+ fy).
Prace [bl, b2, b3] poswiecone sa réwnaniu alternatywnemu
(12) [f(@+y)l = [f(x) + Fy)l

W [bl, b2] badamy jego stabilno$¢ w sensie Hyersa-Ulama, a w [b3] badamy funkcje spelniajace (12)
prawie wszedzie w sensie aksjomatycznie zdefiniowanej rodziny zbioréw matych.

W [bl] wprowadzamy pojecie zbioru stabo ograniczonego w pélgrupie przemiennej (S, +), uogdl-
niajace pojecie zbioru ograniczonego w przestrzeni liniowo topologicznej [bl, s. 222]. Niech V' bedzie
stabo ograniczony i niech f : S — R spelnia, dla pewnego § > 0 i wszystkich (z,y) € S x S\ V x V|,
nier6wno$¢ | |f(z+y)|—|f(z)+ f(y)|| < 6. Dowodzimy, ze istnieje dokladnie jedna funkcja addytywna
v: S — R, taka ze |f(z) — y(x)] < Ko dla x € S, gdzie K = 3. Ponadto je$li V = (), to mozemy
potozy¢ K =1 [bl, Theorem 1]. Stala 30 w [bl, Theorem 1] jest najlepsza [bl, Example 1].

Przypomnijmy, ze kazda funkcja z grupy w Scisle wypukta przestrzen unormowana FE, spelniajaca
réwnanie Fischera-Muszély’ego (réwnanie Cauchy’ego (11) z normami), jest addytywna [40]. Ponadto
[bl, Theorem 1] méwi, ze réwnanie to jest stabilne w przypadku, gdy E = R. Natomiast zaskaku-
jaco, nawet gdy E = R? z normg euklidesowa, réwnanie Fischera-Muszély’ego nie jest stabilne [bl,
Proposition 1].

W [b2] dowodzimy stabilnosci réwnania (12) w przestrzeniach Riesza [b2, Theorem 1].

Praca [b3] inspirowana jest problemem Erdésa [33]. W pélgrupie przemiennej S aksjomatycznie
definiujemy rodzine Z ”zbioréw malych”, zwana wlasciwym o-idealem w S [55]. Majac rodzine Z
podzbioréw S, méwimy ze pewien warunek spelniony jest Z-prawie wszedzie w S (Z-(p.w.)), jesli
istnieje zbiér A € Z, taki ze warunek ten zachodzi dla wszystkich z € S\ A. Majac ideal Z w S mozna
zdefiniowaé nastepujace wtasciwe o-ideaty w S x S:

UT)={McCSxS|{yeS|(x,y)e M} €T T~ (pw.) w S},

I(I)={ACSxS|AC(UxS8)U(SxU), UeT}.

[b3, Theorem 1] méwi, ze jesli f : S — R spelnia (12) Q(Z)-(p.w.) w S x S, to istnieje funkcja
addytywna réwna f Z-(p.w.) w S.
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Hartman [45] i de Bruijn [18] zauwazyli, Ze rozwiazanie uogélnionego problemu Erdésa moze by¢
wzmocnione, gdy odpowiednio ograniczymy rodzine zbioréw malych, tzn. kazda funkcja z grupy w
grupe, ktéra jest II(Z)-prawie addytywna jest homomorfizmem. Jak pokazuje [b3, Example 1], doktad-
ny odpowiednik tego twierdzenia dla réwnania (12) nie zachodzi. Jednak prawdziwa jest odpowiednia
modyfikacja tego twierdzenia [b3, Theorem 2].

4.5.10. Rozwigzania przyblizone warunkowych réwnan funkcyjnych. W cyklu prac [b7, b5,
b6, b20] taczymy dwa nurty badawcze. Jeden to stabilno$¢ Hyersa-Ulama, drugi to réwnania funkcyjne
postulowane warunkowo. Skupiamy si¢ na warunkowych réwnaniach Cauchy’ego, tzn. postulujemy
réwnanie Cauchy’ego (11) dla argumentéw spelniajacych pewien warunek, ktéry zalezy od funkcji f
bedacej niewiadoma w réwnaniu. Zgodnie z nasza wiedza stabilno$¢ takich rownan badana byla w
[b7, b5, b6] po raz pierwszy.

Pewne rozwazania geometryczne doprowadzily Mikusinskiego do réwnania funkcyjnego

(13) fla+y)(fl@+y) - f(z) - f(y) =0,
ktore rowniez czesto zapisywane jest warunkowo
(14) f@t+y) #0 = flz+y) = f(x)+ f(y)

Rozwiazania réwnania (14) opisuje [28, Theorem 1].
W pracy [b7] badamy stabilnoéé réwnania Mikusinskiego. Pokazujemy, ze kazda funkcja f z grupy
abelowej G w przestrzen Banacha, spelniajaca

(15) f@+yll >0 = [lfz+y) - fle) - Wl <e, z,y€C,

dla pewnych §,e > 0, jest jednostajnie przyblizana na G przez dokladne rozwigzanie rownania Miku-
sinskiego, z doktadnoscia 2 4+ 3§ w normie supremum [b7, Theorem 2]. Podwdjna (J,€)-perturbacja
w naszym podejsciu jest nowatorska i wydaje sie by¢ wtasciwa, poniewaz jako natychmiastowa konse-
kwencje [b7, Theorem 2| dostajemy stabilno$é réwnania Mikusinskiego (13) w postaci iloczynowej [b7,
Theorem 2]. To samo dotyczy pozostalych badanych réwnan. W [b13] wykorzystujemy [b7, Theorem
2], by pokazaé superstabilno$é réwnania (13) dla funkcji zespolonych, w sensie Bakera, tzn. ze jesli f
spelia |f(z +y)(f(z +y) — f(x) — f(y))] < &, to jest addytywna lub ograniczona [b13, Theorem 1].
Réwnanie Dhombres’a jest symetrycznym odpowiednikiem réwnania Mikusinskiego

(16) f@)+fy) #0 = flz+y) = f(z)+ fy).

W [b5] dowodzimy jego stabilnosci z podwdjna (0, €)-perturbacja [b5, Theorem 1] oraz superstabilnosci
jego wersji iloczynowej [b5, Theorem 1].
Praca [b6] poSwiecona jest stabilnosci réwnania alternatywnego

(17) f@+y)+f@)+fly) #0 = flz+y) = f(x)+ f(v)

Wywodzi si¢ ono od réwnania Cauchy’ego z kwadratami f(z + y)? = (f(z) + f(y))? dla funkcji
rzeczywistej f i jest réwniez zapisywane z wartoscia bezwzgledna (12). Jego postaé¢ warunkowa pozwala
na zastosowanie (0, ¢)-perturbacji w problemie stabilnosci, co ma miejsce w [b6, Theorem 1]. Jako
konsekwencje [b6, Theorem 1] dostajemy stabilno$é réwnania Cauchy’ego z kwadratami [b6, Theorem
2]. W [b20] dowodzimy superstabilnosci réwnania Cauchy’ego z kwadratami dla funkcji o wartosciach
w pewnej klasie algebr unormowanych [b20, Theorem 2].

4.5.11. Rozwigzania przyblizone réwnan funkcynych z funkcjami kontrolnymi. Aoki [2]
pokazal, ze jesli funkcja f : X — Y miedzy przestrzeniami Banacha spelnia

(18) f(z+y) = flx) = FWIl < @(z,y), x,y€X,

gdzie ®(z,y) = K(||z||P+]|y||P), (K > 0,0 < p < 1), to istnieje doktadnie jedna funkcja addytywna a :
X — Y, taka ze || f(z) —a(z)|| < 2K||z||P/(2—2P) dla x € X. Wynik ten mozna uwazaé za uogdlnienie
twierdzenia Hyersa, w tym sensie ze dopuszcza sie, by réznica Cauchy’ego byla nieograniczona. Pomimo
tego wezesnego wyniku, intensywny rozwdj badan w tym kierunku miat miejsce po publikacji Rassiasa,
[84], ktory w (18), w roli funkcji kontrolnych, tez (niezaleznie) rozwazal funkcje potegowe z 0 < p < 1.



27

Ten sam dowdd przechodzi réwniez dla p € (—oo, 1). Przypadek p € [1, 00) udowodniony zostal w [39],
przy czym stabilnoéé¢ nie zachodzi dla p = 1. W nastepstwie rozwazane byly rozmaite inne funkcje
kontrolne (por. np. [83, 85, 48]).

Celem prac [b9, bl0] jest rozwiazanie podobnego problem dla warunkowych réwnan funkcyjnych
z warunkiem zaleznym od funkcji niewiadomej. Uzywamy dwoch funkeji kontrolnych, w slad za pod-
wéjnym zaburzeniem wprowadzonym w [b5, b6, b7].

W [b9] badamy réwnanie Dhombres’a (16) i jego wersje iloczynowa. Niech (S, +) bedzie pélgrupa
abelowa, (X, || - ||) przestrzenia Banacha i niech f : S — X. Rozwazamy dwa warunki dla funkcji
kontrolnych:

(pl) szereg 372 Po(2Fx, 2F2) /2F jest zbiezny dla kazdego x € S i limg_,oo ®;(2Fz, 2Fy)/2F = 0 dla
z,y €5 (i€ {1,2}).
(p2) S jest jednoznacznie podzielna przez 2, szereg Y 7o, 28 @y (w J2F 2/ 2’“) jest zbiezny dla kazdego

z €S ilimy_., 25®, (a:/2k,y/2k) —0dlaz,yesS(ie{1,2}).

[b9, Theorem 1] méwi, ze jesli zachodzi implikacja ||f(x) + f(y)|| > ®1(z,y) = ||f(z +y) — f(z) —
F@W)|| < P2(z,y), dla z,y € S, z pewnymi &1, Py : S x S — R4 speliajacymi (pl) lub (p2), to f jest
jednostajnie przyblizana na S przez rozwiazanie a : S — X réwnania Dhombres’a || f(z)—a(z)|| < ¥(z)
dla z € S. Ponadto podajemy wzér na ¥, ktéra zalezy od ®; i ®o, i nie zalezy od funkcji f. Jesli (S, +)
jest grupa abelowa, to funkcja a jest jedynym rozwiazaniem (16) przyblizajacym f [b9, Remark 1].
Z [b9, Theorem 1] wyprowadzamy stabilno$é¢ réwnania Dhombres’a w postaci iloczynowej dla funkcji
zespolonych [b9, Theorem 2].

Funkcje kontrolne wystepujace w [b9, Theorem 1] sa na tyle ogdlne, ze pokrywaja jako szczegblne
przypadki funkcje kontrolne rozwazane do réwnania Cauchy’ego w [85, 48] [b9, Corollary 1, Corollary
2, Corollary 3]. W szczegdlnosci, w [b9, Corollary 3] zakladamy, ze f : X — Y, gdzie (X,|| - |[|)
jest przestrzenia unormowana, a (Y,|| - ||) jest przestrzenia Banacha, spelnia dla pewnych d,e > 0
i p,q > 11Iub p,g < 1, waranek [|f(z) + F@)I| > o(llal? + [[yll") = If (@ +9) — F@) — F)]| <
e(|x||9 + |y||?), z,y € X. Dowodzimy, ze istnieje rozwiazanie réwnania Dhombres’a a : X — Y oraz
state K, L > 0, takie ze ||f(z) — a(x)|| < K||z||P + L||y||? dla x € X. Ponadto pokazujemy, ze [b9,
Corollary 3] nie mozna rozszerzy¢ dla przypadku g = 1 [b9, Theorem 3].

W [b10] badamy réwnanie alternatywne (17). Gléwnym pozytywnym wynikiem jest [b10, Theorem
1], z ktorego dostajemy wnioski dla szeregu funkcji kontrolnych [b10, Corollaries 1 - 4]. Réwniez tu
mamy szczegdlne wartodci parametréw, przy ktérych brak stabilnosci [b10, Theorem 2, Theorem 3].
Gdy f jest funkcja rzeczywista, réwnanie (17) mozemy przedstawi¢ z wartoscia bezwzgledna (12) lub
z kwadratami. Wyniki dotyczace tych réwnan przedstawiaja [b10, Theorem 4, Theorem 5] uzyskane
jako wnioski z [b10, Theorem 1]. Tu rozwiazania przyblizone dane sa odpowiednio przez ||f(z + y)| —

[f(@) + fWI < 2(z,y) i |f (@ +y)? = (f(2) + F¥)*] < 2z, ).

4.5.12. Zbiory aproksymatywnie wypuktle i funkcje aproksymatywnie wypukle. W [b4] ba-
damy zbiory i funkcje aproksymatywnie wypukte. Uzyskujemy wyniki podobne do [19] i [55], ale dost-
ajemy lepsza stala aproksymacji. Uzywamy pojecia normy uogdlnionej (g-normy), tzn. takiej, ktora
moze przyjmowac wartosci nieskoniczone. Do jej definicji [b4, Definition 1] adaptujemy pojecie metryki
uogdlnionej [22]. Niech E bedzie przestrzenia z g-norma i niech D C E bedzie wypukly. Przypomnijmy
[55, p. 430], ze f: D — R jest e-wypukla, jesli dla dowolnych z,y € D i a € [0, 1],

flaz+ (1 —a)y) <af(z)+ (1 -a)f(y) +e

W gléwnym wyniku [b4] dotyczacym zbioréw aproksymatywnie wypuklych pokazujemy, ze jesli zbiér
V jest e-wypukly w n-wymiarowej g-unormowanej przestrzeni, tzn. ax + (1 — a)y € V + B(0,¢) dla
z,y € Via € [0,1] [b4, Definition 2], to conv(V) C V+K,,11B(0, <), gdzie conv(V') oznacza obwiednig

wypukla V', a ciag (K,) € RIE dany jest wzorem

Kn::l—ﬁ,
n
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z jedynymi nieujemnymi catkowitymi &, I, takimi ze k < 2!=1in = 2! —k [b4, Theorem 2]. Zaleta uzycia
g-norm jest mozliwo$¢ lepszego zrozumienia wlasnosci nadwykresu funkeji f, tzn. zbioru epi(f) :=
{(z,y) € DxR |y > f(z)}. W konsekwencji jesteSmy w stanie przenie$¢ stabilno$¢ zbioréw wypuktych
na stabilno$é funkcji wypuktych. Jest tak, bo w pewnej g-normie nadwykres funkcji jest e-wypukty
wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja jest e-wypukla [b4, Proposition 2] (dla zwyklych norm réwnowaznosé
ta nie zachodzi [b4, Example 1]). To geometryczne podejscie pozwala nam poprawié¢ wynik dotyczacy
stabilno$é¢ funkeji wypuklych uzyskany przez Hyersa i Ulama [47] oraz Cholewe [19]. Precyzyjniej,
dowodzimy ze jesli f : R™ D D — R jest e-wypukla, to istnieje funkcja wypukla g : D — R, taka ze

9(x) < f(z) < g(x) + Knyae,

dla z € D [b4, Theorem 3]. W [b4, Example 2] pokazujemy, ze stala Ko = 1 jest najlepsza. W [b4]
pokazujemy réwniez, ze stala aproksymacji w [b4, Theorem 3| jest niemal ostra i lepsza niz ta w [19].
W szczegblnosci dowodzimy, ze brak stabilnosci, gdy E jest nieskoficzenie wymiarowa [b4, Example 3].

Piszac prace nie wiedzieli$my, ze nasza stata K, 1 w [b4, Theorem 3] jest najlepsza. Podobny wynik,
z dowodem optymalnosci stalej, zawiera [27, Theorem 1.1]. Okazuje sie, ze stala w [27, Theorem 1.1]
pokrywa sie z nasza stala [65].

4.5.13. Rozwigzania przyblizone réwnan funkcyjnych w przestrzeniach Riesza. W cyklu
prac [b2, bl4, b17, b19, b16] rozwijamy metode badania przyblizonych rozwiazan réwnan funkcyjnych
w klasie funkcji o wartosciach w kratach wektorowych. Rozwigzania przyblizone definiujemy zgodnie
ze strukturg porzadkowa kraty wykorzystujac wartosé bezwzgledna, w ten sposéb pojecie to zgadza
sie z klasycznym w kracie liczb rzeczywistych. Przypomnijmy, ze warto$¢ bezwzgledna wektora dana
jest wzorem |z| := sup{z, —x} > 0.

Nasza metoda bazuje na teorii reprezentacji spektralnej dla przestrzeni Riesza, ktéra pozwala na
utozsamianie wektoréw w przestrzeni Riesza L, z doktadnoscia do izomorfizmu Riesza, z rozszerzonymi,
tzn. przyjmujacymi wartosci nieskonczone, ciagltymi funkcjami f z pewnej przestrzeni X w R>® :=
RU{—oo}U{+00} z topologia naturalna, takimi ze R(f) = {x € X | |f(z)| < oo} jest gesty w X. Zbior
wszystkich takich funkcji na X oznaczamy C°(X). Okazuje sie, ze C°°(X) nie musi by¢ zamkniety
na dodawanie. Dowolny podzbiér zbioru C*°(X) zamkniety na dodawanie, mnozenie przez skalary
(przyjmujemy 0 - oo = 0) i operacje infimum i supremum, jest przestrzenia Riesza wzgledem porzadku
indukowanego z przestrzeni wartodci. Kazdy taki podzbiér nazywamy przestrzenig Riesza cigglych
rozszerzonych funkcji rzeczywistych na X [56, p. 295]. Reprezentacja oznacza, ze dana przestrzen
Riesza L jest izomorficzna w sensie Riesza z pewna przestrzenia Riesza zawarta w C*°(X).

Twierdzenie Johnson-Kista o reprezentacji spektralnej [56, Theorem 44.4] zostalo uzyte w [b14]
dla réwnania Dhombres’a (16). Przed zaprezentowaniem gléwnego wyniku [b14] przypomnijmy, ze
przestrzen Riesza L nazywamy archimedesowq, jesli dla dowolnego x € L ograniczonosé¢ od gory zbioru
{nz | n € N} pociaga x < 0 [56, Definition 22.1]. Potrzebujemy réwniez pojecia relatywnej jednostajnej
zbieznosci. Niech u € Ly := {u € L | u > 0}. Méwimy, ze ciag (fn),cy W L 2biega u-jednostajnie do
f € L, gdy dla dowolnego ¢ > 0, istnieje liczba naturalna ng, taka ze |f — f,| < eu dla n > ng [56,
Definition 39.1]. Podobnie definiuje sie u-jednostajng zupelnosé wzgledem u € L [56, Definition 39.3].

Zaprezentujemy teraz gléwny wynik [b14]. Zalézmy, ze (G, +) jest grupa abelowa, L jest archime-
desowa sup{e, %d}—jednostajnie zupelng przestrzenig Riesza dla pewnych e,d € Ly oraz F : G — L
spelnia warunek

|F(x)+ F(y)|<d lub |Fx+y)—F(z)—-F(y)|<e, z,y€q.

Woweczas istnieje dokladnie jedna funkcja addytywna A : G — L, taka ze |F(z) — A(z)| < sup{e, 1/2d}
dla x € G [b14, Theorem 2|. Oszacowanie w tezie [b14, Theorem 2] jest ostre, a zalozenie, ze przestrzen
Riesza L jest archimedesowa jest konieczne dla jednoznacznosci aproksymacji [b14, Example 2].

W [b2] dowodzimy stabilnos$ci Hyersa-Ulama réwnania (12) w przestrzeniach Riesza [b2, Theorem
1]. Uzywamy twierdzenia Johnson-Kista oraz [bl, Theorem 1].
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W [b19] stosujemy teorie reprezentacji spektralnej do badania stabilnoci réwnan funkcyjnych dla
funkcji o warto$ciach w f-algebrach. Dla réwnania Dhombres’a w postaci iloczynowej uzywamy twierd-
zenia Ogasawary-Maedy [56, Theorem 50.1]. Przypomnijmy, ze jest ono superstabilne dla funkcji zespo-
lonych [b5, Theorem 2] oraz funkcji o wartosciach w skonczenie wymiarowych algebrach unormowanych
bez dzielnikéw zera [64, Theorem 2.5.2]. W [b19] pokazujemy, ze inaczej jest w f-algebrach. Natomiast
pokazujemy, ze réwnanie to jest stabilne [b19, Theorem 6]. Oszacowanie w tezie [b19, Theorem 6] jest
ostre [b19, Remark 3].

Celem [b16] jest zaproponowanie ogdlnej metody badania stabilnosci szerokiej klasy réwnan funk-
cyjnych w kratach wektorowych lub f-algebrach. Na poziomie intuicyjnym nasza metoda jest prosta i
mozna jg opisa¢ nastepujaco. Dla przyblizonego rozwigzania réwnania funkcyjnego w przestrzeni Ries-
za redukujemy problem jego stabilnoéci do przypadku jednowymiarowego. W tym celu wykorzystujemy
teorie reprezentacji spektralnej. Funkcje reprezentujace moga przyjmowacé¢ wartosci nieskonczone, dla-
tego formutujemy [b16, Lemma 6], ktéry pozwala pokonaé te trudnosé. Po zredukowaniu problemu sto-
sujemy standardowe techniki badania stabilnosci réwnan funkcyjnych, by rozwigzaé jednowymiarowy
odpowiednik problemu. Pozostata czes¢ procedury poswiecona jest drodze powrotnej, tzn. rozszerzamy
jednowymiarowe rozwiazanie do wyjsciowej przestrzeni Reisza. Idea taka lezy u podstaw dowodu [b16,
Theorem 7], gléwnego wyniku [b16]. Nasza metoda dziala dla klasy réwnan funkcyjnych, ktéra scha-
rakteryzowana jest w [b16]. Pokazujemy zastosowania naszej metody badajac trzy wybrane réwnania
funkcyjne. Pierwsze dwa z nich maja wspodlny rodowdd, ale przedstawiaja odmienne zachowania sta-
bilnosciowe (w klasie funkcji rzeczywistych). Pokazujemy, ze alternatywne réwnanie Cauchy’ego (17)
jest stabilne w przestrzeniach Riesza [b16, Section 4]. W [b16, Section 5| pokazujemy, ze réwnanie
Cauchy’ego z kwadratami jest stabilne w f-algebrach [b16, Theorem 19], jednak inaczej niz dla funkcji
o wartosciach rzeczywistych, nie jest ono superstabilne [b16, Example 21]. Trzecie, to réwnanie kwa-
dratowe f(x +y) + f(z —y) = 2f(x) + 2f(y). Jego stabilnoéé¢ w przestrzeniach Riesza pokazujemy w
[b16, Section 6].

Réwnanie funkcji wyktadniczej

flz+y) = f(z)f(y)

jest wazne w teorii stabilnosci Hyersa-Ulama, poniewaz pojecie superstabilnosci w sensie Bakera wy-
wodzi si¢ z zachowania jego rozwiazan przyblizonych [7, 6]. W [b17] zajmujemy sie rozwiazaniami
przyblizonymi réwnania wyktadniczego w algebrach Riesza. Stosujemy twierdzenie spektralne Yosidy
[56, Theorem 45.3] dla przestrzeni archimedesowych z silna jednoscia porzadkowa, ale potrzebujemy
innych technik niz opisane wyzej. W f-algebrach, inaczej niz w w przypadku rzeczywistym, fenomen
superstabilnosci nie wystepuje [b17, Example 13], ale zachodzi stabilnosé [b17, Theorem 10], cho¢ brak
jednoznaczno$ci aproksymacji [b17, Remark 14].

Metoda punktu stalego znalazta zastosowanie w teorii stabilnosci Hyersa-Ulama i wydaje sie, ze w
[5] uzyto jej po raz pierwszy w tej dziedzinie. W [b15] dowodzimy twierdzenia o punkcie stalym w
przestrzeniach Riesza [b15, Theorem 1], a nastepnie stosujemy je do badania stabilnosci kilku réwnan
funkcyjnych jednej zmiennej [b15, Section 4] i wielu zmiennych [b15, Section 5].

W [b18] badamy ciagle w punkcie funkcje o wartoéciach w przestrzeniach Riesza i spelniaja pewne
uktady réwnan funkcyjnych.
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(¢) Zagraniczne wyjazdy naukowe:
— Sierpien 2017, Département de mathématiques, Université de Sherbrooke, Sherbrooke, Qc,

Kanada (2 tygodnie).

— Wrzesien 2017, Hausdorff Research Institute for Mathematics, Bonn, Niemcy (1 tydzien).

Oba powyzsze pobyty po$wiecone byly badaniom, ktére zaowocowaly powstaniem [H3].

— 2020 — 2021, Associate Research Professor, Department of Mathematics, Rutgers Univer-

sity, USA (1 rok).

Owocem pobytu jest preprint [9], ktéry jest obecnie w recenzji oraz kolejna praca w przy-
gotowaniu. Preprint [9] opisany jest krétko w sekcji 4.1.4. Pracowalem zaréwno nad strona
teoretyczng jak i kodem w Python, ktéry konstruuje dyskretny wielowarto$ciowy uktad
dynamiczny. Podczas wizyty wyglositem dwa referaty na seminariach naukowych: w Ins-
tytucie Matematyki oraz Tripods Institut w Uniwersytecie Rutgers. Oba dotyczyly teorii
Conleya dla dyskretnych wielowartosciowych uktadéw dynamicznych i badan, ktére osta-
tecznie zaowocowaly powstaniem pracy [9].

Wyniki te przedstawilem réwniez na konferencji ICMC Summer Meeting on Differential
Equations - 2023 Chapter w Sao Carlos w Brazylii.

Ponadto podczas wizyty w Uniwersytecie Rutgers finalizowatem prace [H5].

(d) Wystapienia na konferencjach:

Wyglositem 26 referatéw na konferencjach miedzynarodowych, miedzy innymi w: USA, Ka-
nadzie, Brazylii, Francji, na Wegrzech, w Czechach, Chorwacji i w Polsce. Lista referatéw
znajduje sie w osobnym dokumencie. Ponadto wyglaszalem liczne referaty na seminariach
naukowych, miedzy innymi w Institute of Mathematics w Rutgers University (USA), Tripods
Institute w Rutgers University, Instytucie Matematyki w Uniwersytecie w Poznaniu, Instytu-
cie Matematyki Uniwersytetu Slaskiego, Instytucie Informatyki i Matematyki Komputerowej
w Uniwersytecie Jagielloniskim, Instytucie Matematyki Uniwersytetu Pedagogicznego w Kra-
kowie, na Wydziale Informatyki w WSB-NLU, na Wydziale Zarzadzania WSB-NLU.

(e) Recenzje dla czasopism naukowych:
— SIAM Journal on Applied Dynamical Systems
— Physica D: Nonlinear Phenomena
— Journal of Applied and Computational Topology
— Journal of Mathematical Analysis and Applications
— Aequationes Mathematicae
— Publicationes Mathematicae
— Mathematical Inequalities and Applications

i

— Mathematical Reviews.

6. Dydaktyka, osiagniecia organizacyjne i w popularyzacji nauki

(a) Prowadzone zajecia dydaktyczne
1) Uniwersytet Jagiellonski: Analiza matematyczna la (éwiczenia dla programu Matematyka

Komputerowa), Analiza matematyczna 1b (wyklad, éwiczenia i laboratoria dla programu
Matematyka Komputerowa), Algebra obliczeniowa (wyklad dla programu Matematyka
Komputerowa), Algebra liniowa z geometria (¢wiczenia), Algebra liniowa z geometrig 2
(éwiczenia), Analiza matematyczna 1 (éwiczenia), Analiza matematyczna 2 (éwiczenia),
Seminarium dyplomowe.

2) Wezesniej, w Uniwersytecie Pedagogicznym, WSB-NLU, PWSZ, liczne wyklady, ¢wicze-

nia i laboratoria, np.: Wstep do logiki i teorii mnogosci, Algebra, Algebra liniowa, Analiza
matematyczna, Topologia, Analiza funkcjonalna, Technologie informacyjne, Programowa-
nie w MatLab, Oprogramowanie uzytkowe, Zarzadzanie produkcja, Modelowanie mate-
matyczne i symulacje komputerowe, Matematyka (dla studentéw Biologii, Fizyki), Wstep
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do informatyki, Réwnania rézniczkowe, Matematyka dyskretna, Matematyka w ekono-
mii, Bezpieczenstwo systeméw komputerowych, Badania operacyjne, Statystyka, Rachu-
nek prawdopodobienstwa i statystyka, Ekonometria, Algebra z geometrig, Statystyka w
biznesie, Kryptologia, Systemy komputerowe w zarzadzaniu produkcja.

Opieka nad studentami studiéw doktoranckich

1. Dr Mateusz Przybylski, obrona w 2021 roku, tytut rozprawy doktorskiej: Metody teorii
indeksu Conleya w dynamice prébkowanej; promotor pomocniczy

2. Mgr Damian Sadowski; obecny student

Promotorstwo prac magisterskich, licencjackich lub inzynierskich - ponad 100, z matematyki,
informatyki, zarzadzania. W ostatnim czasie w Uniwersytecie Jagiellonskim 10ciu dyplomantéw
studiéw I stopnia z Matematyki Komputerowej.

Skrypty

1. B. Batko, J. Malczak, Matematyka w ekonomii, WSB-NLU, Nowy Sacz 2002.

2. B. Batko, Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka, WSB-NLU, Nowy Sacz 2005.

3. B. Batko, M. Mrozek, Badania operacyjne, WSB-NLU, Nowy Sacz 2006.

Europejski Fundusz Spoteczny (ESF)

1. Pozyskanie érodkéw i kierowanie projektem profIT - studia podyplomowe z zakresu IT
finansowanym przez Polska Agencje Rozwoju Przedsiebiorczosci (PARP) w ramach Pro-
gramu Operacyjnego Kapital Ludzki (POKL) 01.09.2009-31.08.2012.

2. Kierowanie projektem Uczelnia dla biznesu - wsparcie informatyki w Malopolsce jako kluc-
zowego kierunku studiow dla budowy gospodarki opartej na wiedzy, finansowanym przez
Ministra Nauki i Szkolnictwa Wyzszego oraz Narodowe Centrum Badan i Rozwoju (NC-
BiR) w ramach Programu Operacyjnego Kapital Ludzki (POKL), 01.08.2008-30.06.2013.

Inna aktywnos¢ organizacyjna:

1. Wspétautorstwo programu studiéow inzynierskich dla kierunku Informatyka, Wydzial In-
formatyki WSB-NLU 2008.

2. Wspotautorstwo programu trzech specjalnosci studiow podyplomowych z Informatyki,
Wydziat Informatyki WSB-NLU 2008. Program prowadzony w ramach projektu ”proflT”
w latach 2009-2012 dla okolo 180 studentéw.

3. Wspodtautorstwo programu licencjackiego Matematyka ekonomiczna, Instytut Matematyki,
Uniwersytet Pedagogiczny, 2012.

4. Wspétautorstwo raportu samooceny kierunku studiow dla Polskiej Komisji Akredytacyjnej
(PKA), Wydzial Informatyki WSB-NLU.

Lider bloku tematycznego w programie ” Przyjaciele Sukcesu—Biznes Nabiera Dynamiki”. Ogél-
nopolski program szkoleniowo konsultingowy zorganizowany pod patronatem Polskiej Konfe-
deracji Pracodawcéw Prywatnych Lewiatan (PKPP Lewiatan) oraz Microsoft Dynamics: Wars-
zawa, 1.6dz, Krakéw, Sosnowiec, Wroctaw, Poznan, Szczecin, Gdansk, Olsztyn; 2006.
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