
Recenzja Osi¡gni¦cia Naukowego i caªo±ci dorobku naukowego
w ramach post¦powania habilitacyjnego o nadanie stopnia doktora habilitowanego

doktorowi Bogdanowi Batko.

W skªad Osi¡gni¦cia Naukowego �Teoria indeksu Conleya dla wielowarto±ciowych ukªa-
dów dynamicznych z czasem dyskretnym�(zwanym pó¹niej tak»e dorobkiem habilitacyj-
nym lub rozpraw¡ habilitacyjn¡) przedstawionego we wniosku doktora Bogdana Batko
wchodzi pi¦¢ [H1-H5] prac wymienionych w autoreferacie. Z tych prac dwie s¡ samodziel-
ne [H2] i [H5], a pozostaªe trzy wspóªautorskie. S¡ one opublikowane w czasopismach,
które w ±rodowisku matematyki stosowanej i obliczeniowej uznawane s¡ za dobre lub bar-
dzo dobre. Pozostaªy opublikowany dorobek naukowy habilitanta skªada si¦ z 20 prac,
z których tylko trzy dotycz¡ zagadnie« b¦d¡cych przedmiotem rozprawy habilitacyjnej,
a pozostaªe drugiego jego nurtu badawczego mianowicie równo±ci i nierówno±ci funkcyj-
nych. Prace wchodz¡ce w skªad dorobku habilitacyjnego spotkaªy si¦ ju» z odd¹wi¦kiem
w ±rodowisku matematycznym pomimo faktu, »e pierwsza z nich opublikowana zostaªa
w roku 2016. Maj¡ one wedªug MathScinet 17 cytowa«, w tym 9 bez auto-cytowa«, a
razem wszystkich cytowani 126. Wynika to z wspomnianego faktu, »e opublikowane one
byªy w latach 2016-2023 i konstrukcji bazy MathScinet, któr¡ si¦ posªuguj¦. Ró»nica ta
jest szczególnie istotna w odniesieniu do prac z pogranicza matematyki i informatyki. Dla
przykªadu pozycja [b11] z pozostaªego dorobku doktora Batko ma wedªug MahtScinet
31 cytowa«, wedªug Web of Science 52, a wedªug Google Scholar 129 cytowa«. Podsu-
mowuj¡c, postrzeganie dorobku habilitanta mierzone liczb¡ cytowa« jego prac speªnia z
nadwy»k¡ zwyczajowe normy stawiane kandydatom do tego etapu promocji naukowej.

Tematyka rozprawy habilitacyjnej dotyczy teorii indeksu Conleya dla wielowarto±cio-
wych ukªadów dynamicznych, na co skªada si¦ de�nicja, czyli konstrukcja, tej teorii w
badanym przypadku, opis jej podstawowych wªasno±ci i metod obliczania tego niezmien-
nika, a» do podania najprostszych zastosowa«. Z perspektywy dwóch ostatnich punktów
rozprawa mo»e by¢ uznana jako wchodz¡ca w skªad matematycznych podstaw informatyki
i zastosowa« matematyki i informatyki. Jest to w tej chwili wyodr¦bniona i bardzo mocno
rozwijaj¡ca si¦ w 21 wieku specjalno±¢ � topologia obliczeniowa i stosowana. Elementy
tego co dzisiaj okre±la si¦ jako indeks Conleya, takie jak twierdzenie o indeksie lokalnym
H. Hopfa czy lemat M. Morse'a, pojawiaªy si¦ w analizie w pierwszej poªowie dwudzieste-
go wieku. Jednak za geometryczn¡ inspiracj¦ do wprowadzenia tego niezmiennika uwa»a
si¦ bezdyskusyjnie metod¦ retraktow¡ T. Wa»ewskiego. Intensywne badania wªasno±ci in-
deksu Conleya, metod jego efektywnego wyznaczenia, w tym przy pomocy implementacji
i oblicze« komputerowych zostaªy zapocz¡tkowane w ko«cu lat osiemdziesi¡tych i pocz¡t-
ku dziewi¦¢dziesi¡tych dwudziestego wieku przez M. Mrozka i jego wspóªpracowników, w
tym K. Mischaikowa i H. Edelsbrunera, oraz liczn¡ grup¦ uczniów profesora Mrozka. Do
tej ostatniej nale»y doktor Bogdan Batko, przynajmniej je±li chodzi o badania dotycz¡ce
tematyki rozprawy habilitacyjnej.

Mo»emy przej±¢ do omówienia merytorycznej tre±ci i oceny warto±ci prac skªadaj¡cych
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si¦ na przedstawione osi¡gni¦cie naukowe.
[H1]: W pracy [H1] autorzy proponuj¡ nowa de�nicj¦ indeksu Conleya dla wielowar-

to±ciowych ukªadów dynamicznych. Gªówn¡ ide¡ tej pracy jest wprowadzenie poj¦cia sªa-
bych par indeksowych dla takich ukªadów. Jednym z powodów konieczno±ci ich u»ywania
jest fakt, »e dla odwzorowa« wielowarto±ciowych otoczenie izoluj¡ce nie musi okre±la¢
pary indeksowej. Wymaga to te» mody�kacji u»ywanej de�nicji otoczenia izoluj¡cego dla
tych ukªadów, które jest mniej restryktywne ni» u»ywane w pracy T. Kaczy«skiego i
M. Mrozka z 1995 narzucaj¡cego warunek metryczny odseparowania od brzegu otoczenia
izoluj¡cego. Jest ono zgodne z warunkiem Inv(N) ⊂ Int(N) wyst¦puj¡cym w de�nicji
klasycznej w przypadku zwykªych ukªadów dynamicznych. Przy pomocy sªabych par in-
deksowych okre±la si¦ indeks Conleya, wykazuj¡c najpierw istnienie otocze« izoluj¡cych,
sªabych potem par indeksowych i ostatecznie niezale»no±ci indeksu Conleya od wyboru
takiej pary. Okre±lony tak indeks posiada wszystkie oczekiwane wªasno±ci i jest okre±lo-
ny w dla szerszej klasy ukªadów wielowarto±ciowych ni» poprzednio skonstruowany we
wspomnianej pracy z 1995 roku, a w przypadku gdy oba niezmienniki s¡ okre±lone s¡
one sobie równe. Konstrukcja wymaga przezwyci¦»enia wielu kªopotów technicznych. Jak
zaznaczaj¡ autorzy B. Batko i M. Mrozek jedn¡ z ich motywacji byªo zastosowanie tej
teorii do odtworzenia dynamiki na podstawie sko«czonej liczby próbek. Próbkowanie da-
je generator F dyskretnego wielowarto±ciowego ukªadu dynamicznego, a zwi¡zany z nim
ukªad jednowarto±ciowy nie jest musi by¢ jego selektorem. Autorzy zastosowali teori¦ in-
deksu Conleya bezpo±rednio do wielowarto±ciowego ukªadu dynamicznego, a nast¦pnie
wnioskowali wyniki dla zwi¡zanego z nim klasycznego ukªadu dynamicznego:

[H2]: Niniejsza praca stanowi kontynuacj¦ artykuªu [H1]. Bogdan Batko dowodzi kilku
klasycznych wªa±ciwo±ci nowej wersji indeksu Conleya. Pokazuje jak bloki izoluj¡ce pro-
wadz¡ do konstrukcji sªabych par indeksowych. Nast¦pnie wykazana jest wªasno±¢ Wa-
»ewskiego (nietrywialny indeks Conleya oznacza, »e zbiór niezmienniczy jest niepusty).
Kolejno pokazuje si¦ addytywno±¢, wªa±ciwo±¢ kontynuacji homotopii indeksu Conleya,
a na ko«cu jego przemienno±ci. Zachodzenie wymienionych wªasno±ci wymaga przyj¦cia
dodatkowych zaªo»e« na wyst¦puj¡ce w niej odwzorowanie(a) wielowarto±ciowe, które to
zaªo»enia nie wyst¦puj¡ (nie maj¡ sensu) w klasycznej teorii indeksu Conleya. W artykule
przedstawiono kilka przykªadów wykazuj¡cych, »e wyników nie da si¦ wzmocni¢ tj. osªabi¢
zaªo»e«.

[H3]: W kolejnym artykule [H3] skªadaj¡cym si¦ na osi¡gniecie naukowe omawianego
przewodu habilitacyjnego autorzy badaj¡ dynamik¦ wielowarto±ciowego ukªadu dynamicz-
nego generowanego na kompleksie symplicjalnym K przez kombinatoryczne pola gradien-
towe poprzez dyskretny ukªad dynamiczny na realizacji geometrycznej |K| generowany
przez pewne odwzorowanie F : X ⊸ X. Poj¦cie kombinatorycznego pola gradientowego
zostaªo zde�niowane w 1998 przez R. Formana przy okazji tworzenia dyskretnej teorii
Morse'a i jak nazwa wskazuje jest analogonem pola gradientowego funkcji. W poprzed-
niej pracy T. Kaczy«ski, M. Mro»ek i T. Wanner, w J. Comput. Dyn. 3 (2016), podali
konstrukcj¦ takiego wielowarto±ciowego odwzorowania F , które jest póªci¡gªe z góry i
o warto±ciach acyklicznych. Co wi¦cej pokazali odpowiednio±¢ podstawowych wªasno±ci
dynamicznych np. rodziny zbiorów niezmienniczych wyj±ciowego ukªadu dyskretnego na
K i tego generowanego na realizacji geometrycznej |K|. W [H3] pokazuje si¦, »e zgod-
no±¢ ta rozci¡ga si¦ na indeksy Conleya, rozkªady Morse'a, i grafy Conleya-Morse'a. Jak
i poprzednie praca [H3] zaopatrzona jest w przykªady.

[H4]: W kolejnej pracy [H4] wchodz¡cej w skªad dorobku habilitacyjnego pokazuj¡, »e
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wyniki metody prac [H1] i [H2] mog¡ by¢ wykorzystane do polepszenia metody topologicz-
nej rekonstrukcji dynamiki z szeregów czasowych wprowadzonej przez K. Mischaikowa, M.
Mrozka , J. Reissa, A. Szymczaka, w pracy z 1999 roku. To nowe podej±cie wykorzystuj¡ce
reprezentacje danych poprzez wielowarto±ciowy generator jest szczególnie efektywne gdy
dane próbkowania s¡ rozproszone. Jak wiemy w metodzie przedstawionej w [H1] i [H2] nie
ma potrzeby znajdowania = wykazywania istnienia selektora dla u»ywanego odwzorowa-
nia wielowarto±ciowego F . Tutaj istnienie generatora jednowarto±ciowego odwzorowania
b¦d¡cego generatorem ukªadu dynamicznego odpowiadaj¡cej szeregowi jest zagwaranto-
wane w pewnym otoczeniu wykresu wspomnianego odwzorowania wielowarto±ciowego,
które tu jest odwzorowaniem kostkowym. Bardziej dokªadnie, autorzy nie musz¡ znajdo-
wa¢ ci¡gªych selektorów odwzorowania wielowarto±ciowego, ale bada¢ ϵ przybli»enia jego
wykresu. W przypadku wystarczaj¡co bliskich ϵ-przybli»e« (zwykle je±li ϵ jest mniejsze
ni» δ2 , gdzie δ jest skal¡ grupowania danych �data binning� ), informacja o indeksie Con-
leya obliczona dla kostkowego, wi¦c acyklicznego, odwzorowania wielowarto±ciowego (zwa-
nej osªon¡ sªonecznikow¡ odwzorowania) jest wystarczaj¡ca dla zastosowania tej metody.
Konkretnym celem pracy jest wykorzystanie tej metody do wykazania trzech twierdze«
o punktach okresowych dyskretnych ukªadów dynamicznych generowanych przez odwzo-
rowanie Hènona. Praca zawiera te» obszerne omówienie wªasno±ci topologicznych kostko-
wych odwzorowa« wielowarto±ciowych, par indeksowych, i liczb Lefschetza odwzorowa«
indeksowych

[H5]: Artykuª stanowi kontynuacj¦ prac maj¡cych na celu wykazanie kolejnych wªa-
sno±ci dla wersji indeksu Conleya dyskretnych wielowarto±ciowych ukªadów dynamicznych
generowanych przez odwzorowania wielowarto±ciowe wprowadzonej przez autora wraz z
M. Mrozkiem w omówionych pracy [H1] i samodzielnej [H2]. Gªównym celem tej pracy jest
podanie rozkªadu Morse'a M := {Mi|i ∈ {1, 2, . . . . ., n}} izolowanego zbioru niezmien-
niczego S i powi¡zanej z takim rozkª¡dem formuªy Morse'a dla wielomianów Poincare
p(t,Mi) i p(t, S). Wykazuje si¦, »e

n∑
i=1

p(t,Mi) = p(t, S) + (1 + t)Q(t),

gdzie G(t) jest szeregiem formalnym z nieujemnymi wspóªczynnikami caªkowitymi, czyli
ma formuªa ma tak¡ sam¡ posta¢ jak klasyczna równo±¢ Morse'a. Tym samym wypeªnia
si¦ luk¦ w stanie wiedzy dotycz¡cej tego niezmiennika, co b¦dzie pozwalaªo na u»ywanie
formuªy Morse'a w przyszªych badaniach.

Dokªadniejszy i wyczerpuj¡cy opis szczegóªów omawianych prac mo»na znale¹¢ w au-
toreferacie habilitanta, cho¢ sam autoreferat, w cz¦±ci dotycz¡cej opisu merytorycznego
wyników, nie jest najmocniejsz¡ stron¡ dokumentacji przewodu. By¢ mo»e dlatego, »e jego
autor chciaª zawrze¢ w nim zbyt wiele informacji. Niemniej warto zaznaczy¢, »e pokonanie
trudno±ci technicznych w wielu miejscach rozumowa« jest jedn¡ z warto±ci badawczych
tego cyklu prac.

Podsumowuj¡c, cykl pi¦ciu publikacji przestawionych jako osi¡gniecie naukowe w prze-
wodzie habilitacyjnym tworzy zwart¡, spójn¡ i powi¡zan¡ bezpo±rednio ze sob¡ caªo±¢
prac, gdy»:

a) W pierwszych dwóch pracach tworzy si¦ podwaliny teoretyczne nowej de�nicji in-
deksu Conleya dla odwzorowa« wielowarto±ciowych i podaje podstawowe wªasno±ci
tego poj¦cia.
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b) W trzeciej pracy pokazuje si¦, »e si¦, »e nowy niezmiennik, podobnie jak znane wcze-
±niej inne wersje mo»e by¢ obliczany kombinatorycznie poprzez formalizm sympli-
cjanych pól wektorowych Formana � i na odwrót.

c) W czwartej pracy przedstawione jest istotne zastosowanie do opisu dynamiki od-
wzorowania Henona poprzez wykorzystanie tej metody do odtworzenia dynamiki
procesu zadanej szeregiem czasowym próbek.

d) Na koniec, w pi¡tej pracy uzupeªnia si¦ informacj¦ o globalnych wªasno±ciach tej
nowej wersji indeksu Conleya wykazuj¡c dla niej zachodzenie równo±ci Morse'a.

Jest to wi¦c w jakim± sensie modelowy przykªad zestawu prac stanowi¡cych rozpraw¦ habi-
litacyjn¡. Oczywi±cie, nie trudno zauwa»y¢, »e przedstawiona idea nowej de�nicji indeksu
Conleya dla odwzorowa« wielowarto±ciowych jest oparta i rozwija wcze±niejsze pomysªy
i konstrukcje wspóªautorów tych prac (+ A. Szymczaka). Ale to w sumie jest to pozy-
tywne, bo w tym wypadku jest to krok w stron¦ jako±ci, tj. znaczenia wyników, kosztem
�oryginalno±ci�. Dla osób troch¦ mniej obeznanych z t¡ cz¦±ci¡ matematyki i informatyki,
dodam, »e ci wspóªautorzy s¡ jednymi z pionierów i liderów w teorii indeksu Conleya
zwªaszcza metod komputerowych jego obliczania, metod wspomagania komputerowego
dowodów, i topologii obliczeniowej w ogóle, a te» w szczególno±ci autorami twierdzenia
potwierdzaj¡cego hipotez¦ o chaosie w sªynnym atraktorze Lorenza.

Przejd¹my teraz do oceny pozostaªego dorobku naukowego doktora Bogdana Batko.
W±ród nich trzy [b8], [b11], i [b12], wszystkie wspólne z Marianem Mrozkiem s¡ po-
±wi¦cone tej samej tematyce co cykl prac wchodz¡cych w skªad rozprawy habilitacyjnej.
Pierwsza ma charakter topologiczny , dwie pozostaªe po±wi¦cone s¡ zwi¦kszenia efektyw-
no±ci obliczania algorytmicznego przy pomocy implementacji komputerowych. Pierwsza
upraszcza stron¦ topologiczn¡ druga algebraiczn¡ tego procesu. Pozostaªe z prac [b1=b20]
po±wi¦cone s¡ równaniom i nierówno±ciom funkcyjnym. Przypomn¦, »e klasyczne twier-
dzenie Cauchy'ego mówi, »e je±li funkcja f : R → R jest addytywna i jest ci¡gªa to jest
liniowa. Mo»na zaªo»enie ci¡gªo±ci osªabi¢ zakªadaj¡c mierzalno±¢ f , a tak»e rozpatrywa¢
odwzorowania z (R,+) do (R+, ·) i na odwrót uzyskuj¡c charakteryzacj¦ exp i log poprzez
równanie funkcyjne i dalej uogólnia¢ rozpatruj¡c grupy topologiczne (metryczne) jako
dziedzin¦ i przeciwdziedzin¦. W roku 1940 St. Ulam postawiª pytanie: czy je±li dla zada-
nego odwzorowania pomi¦dzy grupami metrycznymi G1 i G2 (z zapisem addytywnym) dla
ka»dego ϵ istnieje takie δ , »e je±li ρ(f(x+ y), f(x) + f(y)) < δ, to istnieje homomor�zm
φ : G1 → G2 taki, »e ρ(φ(x), f(x)) < ϵ - w oryginale �Give conditions in order for a linear
mapping near an approximately linear mapping to exist�. Pierwsz¡ pozytywn¡ odpowied¹
na to pytanie podaª Hyers dla odwzorowa« pomi¦dzy przestrzeniami Banacha i δ mo»e
by¢ wtedy równe ϵ. To pytanie mo»na mody�kowa¢, specy�kowa¢, uogólnia¢ rozwa»aj¡c
nie tylko ró»ne dziedziny i przeciwdziedziny, dziaªania, ale te» mody�kowa¢ zakªadany
warunek �blisko±ci�. Co wi¦cej mo»na ten warunek uzale»ni¢ od norm x i y uzale»niaj¡c
wielko±¢ odchylenia od pewnej funkcji zale»nej od tych norm i o okre±lonej asymptotyce
wzrostu w∞. Doprowadziªo to do powstania wielu prac, z których ka»da jest po±wi¦cona
okre±lonemu, zwykle innemu, zadaniu. I w takiej grupie mieszcz¡ si¦ wspomniane powy»ej
prace doktora Batko, st¡d opisanie ich zawarto±ci merytorycznej przekraczaªo by ramy
tej recenzji. Tre±¢ tych publikacji opisana jest szczegóªowo w autoreferacie habilitanta.

W podsumowaniu oceniam dorobek naukowy doktora Bogdana Batko jako solidny,
konkretny i rzetelny, oraz wnosz¡cy w jego cz¦±ci zwanej �osi¡gni¦ciem naukowym� istotny
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wkªad w rozwój teorii b¦d¡cej przedmiotem bada«.
Na koniec mo»emy przej±¢ do omówienia niepublikacyjnej cz¦±ci dorobku doktora Bat-

ko, czyli jego aktywno±ci organizacyjnej, popularyzatorskiej, i dydaktycznej. Ten dorobek
wygl¡da caªkiem nie¹le, je±li si¦ we¹mie pod uwag¦, »e Bogdan Batko, przez wiele lat pra-
cowaª równolegle na dwóch uczelniach co jak nie trudno si¦ domy±le¢ byªo spowodowane
uwarunkowaniami ekonomicznymi. Jednak w swej pracy staraª si¦ nie tylko przekazywa¢
wiedz¦ bezpo±rednio jako opiekun ponad 100 prac licencjackich, magisterskich i in»ynier-
skich z matematyki, informatyki i zarz¡dzania [!], ale te» miaª udziaª w tworzeniu planów i
programów studiów. Tym samym �transferowaª� swoje do±wiadczenie nabyte w Krakowie
do WSB-NLU i PWSZ w Nowym S¡czu, co samo w sobie jest warto±ci¡. Popularyza-
cja jego wyników na konferencjach, czy te» intensywno±¢ kontaktów naukowych z innymi
o±rodkami (w tym z spoza Polski) mie±ci si¦ w normie, zwªaszcza gdy we¹mie si¦ pod
uwag¦ powy»ej opisane uwarunkowania. Doktor Batko nie unikaª te» podejmowania funk-
cji kierowniczych (wicedyrektor, prodziekan), co w dzisiejszych realiach akademickich w
Polsce jest raczej dodatkowym obci¡»eniem ni» wyró»nieniem. W konsekwencji, w tej cz¦-
±ci aktywno±ci naukowej dorobek doktora Bogdana Batko jest dobry i zauwa»alny, a w
kontek±cie spoªecznym przynosz¡cy korzy±¢ ±rodowisku.

W konkluzji �nalnej, uwa»am, »e przedstawiony jako osi¡gniecie naukowe zbiór prac,
pozostaªy dorobek publikacyjny doktora Bogdana Batko, oraz jego dorobek w popularyza-
cji i matematyki i informatyki, oraz aktywno±¢ organizacyjna speªniaj¡ warunki wymaga«
art. 221 ust. 14 ustawy z dnia 20 lipca 2018 r. Prawo o szkolnictwie wy»szym i nauce, a
tak»e innych wcze±niejszych ustaw o stopniach naukowych, i co wa»niejsze zwyczajowych
wymaga« ±rodowiskowych wobec kandydatów do tej promocji naukowej. W zwi¡zku z
tym wnioskuje, o dopuszczenie doktora Bogdana Batko do dalszych etapów post¦powania
habilitacyjnego.

Pozna«, 12.03.2024

5


