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Ocena osiaggnie¢ dr Bogdana Batko
w zwigzku z ubieganiem sie o nadanie stopnia naukowego
doktora habilitowanego w dziedzinie nauk Scistych i przyrodniczych,
w dyscyplinie matematyka

Dr Bogdan Batko jest adiunktem na Wydziale Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Jagiel-
lotiskiego. Stopieri naukowy doktora nauk matematycznych w zakresie matematyki uzyskat w 2000
roku w na podstawie rozprawy pt. Stabilnosé alternatywnych réwnan funkcyjnych. Promotorem w
jego przewodzie doktorskim byt prof. dr hab. Jozef Tabor.

W kwietniu 2023 r. dr Batko zlozyt za posrednictwem Rady Doskonato$ci Naukowej wnio-
sek do Rady Dyscypliny Matematyka Uniwersytetu Jagielloniskiego o przeprowadzenie postepowa-
nia w sprawie nadania stopnia naukowego doktora habilitowanego, w dziedzinie nauk $cistych i
przyrodniczych w dyscyplinie matematyka na podstawie osiggniecia naukowego obejmujacego cykl
powiazanych tematycznie artykuléw naukowych pod tytutem Teoria indeksu Conleya dla wielo-

wartosciowych uktadow dynamicznych z czasem dyskretnym sktadajacego sie z nastepujacych pieciu
publikacji (1):

[H1] B. Batko, M. Mrozek, Weak index pairs and the Conley index for discrete multivalued dyna-
mical systems, SIAM J. Appl. Dyn. Syst. 15 (2016), 1143-1162; DOI: 10.1137/15M1046691.

[H2] B. Batko, Weak index pairs and the Conley index for discrete multivalued dynamical systems.
Part II: properties of the Index, SIAM J. Appl. Dyn. Syst. 16 (2017), 1587-1617; DOI:
10.1137/16M1097584.

[H3] B. Batko, T. Kaczynski, M. Mrozek i Th. Wanner, Linking combinatorial and classical dyna-
mics: Conley index and Morse decompositions, Found. Comput. Math. 20 (2020), 967-1012;
DOI: 10.1007/s10208-020-09444-1.

[H4] B. Batko, K. Mischaikow, M. Mrozek i M. Przybylski, Conley index approach to sampled
dynamics, STAM J. Appl. Dyn. Syst. 19 (2020), 665-704; DOI: 10.1137/19M1254404.

[H5] B. Batko, The Morse equation in the Conley index theory for discrete multivalued dynamical
systems, J. Dyn. Diff. Equat. (2022); DOI: 10.1007/s10884-022-10136-3.

"W recenzji wykorzystuje numeracje przedstawiona w autoreferacie habilitanta oraz wykazie jego osiagnieé.



Whioskowi towarzyszy dokumentacja zawierajaca m.in. autoreferat, wykaz osiggnie¢ naukowych
oraz stosowne oswiadczenie wspotautorow potwierdzajace istotny wiekszosciowy udzial dra Batko
w powstaniu trzech artykutow [H1|, [H3| i [H4| wchodzacych w sktad osiagniecia habilitacyjnego.

Ponizsza recenzja sktada sie z czterech czesci. W pierwszej czesci omowie skrotowo zawartosé
merytoryczng i wyniki uzyskane przez habilitanta w publikacjach sktadajacych sie na osiggniecie
naukowe. W drugiej czesci dokonam oceny osiggniecia habilitacyjnego, a w trzeciej — oceny jego
pozostatych wynikéw badawczych oraz aktywnosci naukowej zgodnie z art. 219 ust. 2 Ustawy
wPrawo o szkolnictwie wyzszym” z dn. 20 lipca 2018 r. (tekst jednolity: Dz. U. z 2023 r. poz. 742
z pozn. zm.). W czwartej czesci przedstawie konkluzje recenzji.

Omoéwienie wynikéw osiggniecia habilitacyjnego: Dorobek habilitacyjny p. dra. Bog-
dana Batko dotyczy zagadnienni zwigzanych z zachowaniem uktadéw dynamicznych z czasem dys-
kretnym, z uwzglednieniem, jako adekwatnego modelu, tzw. wielowartosciowych ukladéw dy-
namicznych postaci F' : X X Z — X, gdzie X jest przestrzenig topologiczng standw uktadu,
F, := F(,n) : X — X, n € Z, jest gornie polciaglym (USC) odwzorowaniem wielowartoscio-
wym takim, ze Fy, o Fj, = Fy 1,y dlam € Z, o ile nm > 0, Fy(z) = {z} dlaxz € X oraz F_; = Ffl.
W szezegdlnosci dlan € Z, F, = F', gdy n > 01 F,, = [F~1]™ dlan < 0. Z tego wzgledu ma sens
pisa¢ I’ := F} i m6wi¢ o uktadzie generowanym przez F'.

W tym miejscy nalezy zwrécié uwage na geneze rozwazanych uktadéw wielowartosciowych. Nie
biorg sie one bowiem deus ex machina, jak czasem bywa w pracach, ktore podejscie wielowarto-
Sciowe uzasadniaja jedynie np. niedeterministycznym charakterem ewolucji lub w sposéb stricte
akademicki, lecz pojawiaja sie w dos$¢ naturalny sposéb jako wygodne narzedzie do badania dy-
namiki tzw. ukladéw probkowania. (DomysSlnym) punktem wyjscia habilitanta jest zwykly uktad
dynamiczny generowany przez odwzorowanie ciagte f : X — X, ktoérego rygorystyczny opis anali-
tyczny lub numeryczny nie jest znany, a ktérego zachowanie odzwierciedla jedynie sygnat dyskretny
otrzymany w wyniku préobkowania trajektorii; przez probkowanie nalezy rozumieé skoticzony zbidr
A C X punktéow oraz ich przyblizonych wartosci, przy czym probki te moga byé dostepne nie
bezposrednio, lecz tylko poprzez odpowiedni pomiar. Taka sytuacja moze mieé¢ miejsce z wielu po-
wodow, ktore habilitant wlasciwie identyfikuje. Problem, czy taka skoriczona préobka wystarcza do
otrzymania wystarczajacej wiedzy na temat uktadu jest trudny, zwtaszcza w przypadku dynamiki
chaotycznej, gdy ma sie do czynienia z szumem, dryfem parametrow, a wyniki sg obarczone btedem
cksperymentalnym. Zakladamy, ze X C R? i niech g := f|4 : A — X bedzie odwzorowaniem
probkujacym f. Rekonstrukcje f (idaca w $lad pomystow z pracy [61]) otrzymuje sie nastepujaco
(metoda ta wyjasniona jest szkicowo w autoreferacie, a doktadnie i ze szczegotami w pracy [H4|
— patrz tez np. rys. 1.1). Dokonuje sie rozbicia przestrzeni R? na sie¢ d-wymiarowych kostek o
odpowiednio malej srednicy; dla x € X bierze sie gwiazde K (x) punktu = wzgledem rozwazanego
pokrycia kostkowego; a F'(x) jest gwiazda uwypuklenia zbioru g(K(x) N A) wzgledem tego pokry-
cia. Okazuje sie, ze tak skonstruowane odwzorowanie F', tzw. slonecznikowa otoczka odwzorowania
g, jest USC i jezeli dodatkowo ma wartosci acykliczne, to dopuszcza stosowanie metod topologii
algebraicznej, bowiem F' indukuje homomorfizm na kohomologiach Alexandera-Spaniera H*(X)
przestrzeni X. Jednoczes$nie, co godne podkreslenia, odwzorowanie F' nie musi posiadaé ciagltego
selektora.

Sam pomyst opisanego podejscia uwazam za ciekawy i potencjalnie nosny. Znajduje on istotne
zastosowania np. w kontekscie $cistej analizy numerycznej rownan rézniczkowych zapoczatkowanej
przez M. Mrozka.

Badania habilitanta mozna wiec ulokowaé¢ w specyficznie rozumianej teorii dynamiki sygnalow
dyskretnych lub topologicznej analizie danych, bowiem zadaniem badawczym, ktoére autor stawia
jest stworzenie okreslonych narzedzi topologicznych, za pomoca ktoérych analiza prébki pozwoli na
odczytanie adekwatnej informacji o wyjsciowym uktadzie ciagtym. Przy tym zasadniczym tematem



badawczym dra Batko sa zagadnienia zwigzane z niezmiennikiem topologicznym zwanym indeksem
Conleya, rozkladami i relacjami Morse’a dla wielowarto$ciowych i dyskretnych uktadéw dynamicz-
nych z wykorzystaniem technik kombinatorycznych. Z wielu wczesniejszych Zrédel wiadomo, ze
sa to narzedzia skuteczne w badaniu réznych zjawisk dynamicznych. Trzeba zaznaczyé, ze teoria
indeksu Conleya (w wersji homotopijnej i kohomologicznej) dla wielowartosciowych uktadow dyna-
micznych, a takze uktadéw dyskretnych byla przedmiotem zainteresowania wielu matematykow i
ma swoja historie (w tym kontekscie nalezy wymienié¢ przede wszystkim M. Mrozka, lecz rowniez A.
Szymczaka, T. Kaczyriskiego 1 K. Stolot); bogata literatura problemu przytoczona jest w autorefe-
racie. Starsze konstrukcje (przeprowadzane przy okreslonych zalozeniach) nie sa jednak z pewnych
wzgledow, o ktéorych mowa ponizej, zadowalajace. Stad wyniklta potrzeba stworzenia nowej teorii.
To wtasnie jest gtownym przedmiotem badan habilitanta. Cel ten jest zrealizowany w serii pieciu
wymienionych powyzej publikacji powstatych na przestrzeni ostatnich 8 lat.

Prace |[H1| i [H2] poswiecone sa konstrukeji i wlasnosciom indeksu typu Conleya dla uktadu
dynamicznego generowanego przez USC odwzorowanie wielowartosciowe o okreslonej strukturze
wartosci (moéwiac w uproszczeniu: wartosci F' sa ciaglymi obrazami zbioréw acyklicznych) okreslo-
nego na lokalnie zwartej przestrzeni X. Jak wiadomo indeks Conleya stuzy do wykrywania zbioréw
niezmienniczych uktadu i jego konstrukcja opiera sie na pojeciu otoczenia izolujacego oraz tzw. pary
indeksowej. O ile w przypadku ciagltym (nawet wielowartosciowym), pojecia te nie budza wiekszych
kontrowersji, o tyle w przypadku dyskretnym funkcjonuja rézne podejscia. W [H1| zaproponowano
pojecie tzw. stabej pary indeksowej (jako pary pewnych zwartych podzbioréw otoczenia izoluja-
cego), w odpowiedni sposob adaptujac podejscie Mrozka, 1 przeciwstawiajac je pojeciom otoczenie
silnie izolujacego i pary indeksowej (z wezesniejszych prac Mrozka i Kaczyniskiego, Szymczaka i
Stolot). W serii przyktadow widac, ze takie podejscie jest z paru wzgledow lepsze: pozwala rozwa-
za¢ szersze klasy odwzorowan i wykrywa zbiory niezmiennicze, ktoérych ,stara” teoria nie wykrywa.
Glownymi rezultatami pracy [H1| sa: twierdzenie o istnieniu stabych par indeksowych (Theorem
4.12), konstrukcja (kohomologicznego) indeksu Conleya, jako obrazu w podkategorii graduowanych
moduléw nad Z z monomorfizmem funktora Leraya modutu kohomologii H*(P) stabej pary indek-
sowej P i tzw. odwzorowania indeksowego, czyli pewnego endomorfizmu H*(P) (Definition 6.3),
oraz dowod poprawnosci tej konstrukeji (Theorem 6.4) (?). Definicja stabej pary indeksowej i kon-
strukcja indeksu Conleya jest technicznie ztozona i raczej trudno by byto ja tutaj zwiezle opisac.
Powiem jedynie, ze aparat algebraiczny i 6golno-topologiczny", ktérym habilitant dysponuje jest
niebanalny i wskazuje na jego spore obycie w tej materii. Warto moze powiedzie¢, ze indeks Conleya
w wersji ciagtej nie wymaga uzycia redukcji Leraya. W przypadku dyskretnym jest to potrzebne z
podobnych powodéw jak potrzebna jest redukcja Leraya w teorii Lefschetza dla odwzorowari zwar-
tych absolutnych retraktow otoczeniowych. Prace [H1] koriczy interesujaca obserwacja dotyczaca
moznosci modyfikacji wyjsciowego uktadu w celu uzyskania uktadu dopuszczajacego silne otoczenia
izolujace i pary indeksowe. Tu raz jeszcze warto powiedzie¢, ze o ile w przypadku jednowarto-
Sciowym stabe pary indeksowe nie sa potrzebne, to — jak wskazuja przyktady — ogélny przypadek
wielowartosciowy wymaga ich uzycia. To nie jedyna zaleta tego podejscia.

Praca [H2| jest kontynuacja [H1| i jest poswiecona badaniom wtlasnosci indeksu Conleya: wta-
snodci istnienia (wlasnos¢ Wazewskiego), tj. kryterium lokalizacji niepustych zbioréw niezmien-
niczych, wtasnosci addytywno$ci, kontynuacji i przemiennosci. 7 racji na brak miejsca nie bede
formutowal tych wlasnosci ufajac, ze wiadomo o co chodzi. Nalezy powiedzieé¢, ze uzyskawszy wy-
mienione wlasnoéci skonstruowany indeks stanowi pelnowartosciowe narzedzie do badania dynamiki
potokéw dyskretnych z punktu widzenia zbioréw niezmienniczych. Podobata mi sie tu réwniez kon-
strukcja stabej pary indeksowej w bloku izolujacym [H2, Theorem 4.4], co jest nieco prostsze niz
konstrukcja w przypadku otoczenia izolujacego i moze mieé¢ znaczenie z obliczeniowego punktu wi-
dzenia.

Kolejna praca, $cisle tematycznie zwiazana z poprzednio omoéwionymi jest praca [H5|, w kto-

2W autoreferacie wkradt sie btad: twierdzenie 6 z autoreferatu to Th. 6.4 z pracy [H1], a nie 5.5



rej habilitant przedstawia pojecie rozktadu Morse’a [H1, Def. 3.9] i jego wlasnosci, ktore sa w
duzej mierze analogiczne do wlasnosci zwykltych jednowarto$ciowych uktadéw, lecz pewne istotne
roznice w dowodach wynikaja z niejednoznacznosci rozwigzan. W dalszej czesci przedstawia analo-
gony twierdzen o relacjach Morse’a dla jednowartosciowych potokéw dyskretnych. W tym podejsciu
wazng role odgrywa pojecie F-pary i odpowiednio dobranych trojek zbiorow, dzieki ktérym poja-
wia sie twierdzenie [H5, 4.7] wiazace indeksy Conleya dla elementow pary repeler-atraktor zbioru
niezmienniczego.

W pracy [H4| znajdujemy zastosowanie przedstawionej w pracach [H1, H2| teorii indeksu
Conleya w zagadnieniach dynamiki probkowej uktady generowanego przez ciagle odwzorowanie
f:R?T = RY o ktorym juz wspominalem we wstepie do recenzji. Ta ciekawa praca przyniosta mi,
jako osobie, ktéra sporg czesé¢ dorobku poswiecita réoznym aspektom teorii i zastosowan odwzorowan
wielowartosciowych, wiele satysfakcji. We wstepie autorzy przedstawiaja 3 wyniki dotyczace kon-
kretnych probek iteracji odwzorowania Hénona i rekonstrukcji ich dynamiki. Nastepnie formutuja
na poziomie ogdlnym kilka rezultatow aproksymacyjnych, ktére orzekaja, ze jesli wyjsciowy genera-
tor uktadu F' jest odwzorowaniem USC o warto$ciach wypuklych lub F' jest odwzorowaniem USC
kostkowym (to pojecie jest zdefiniowane w [H4| i przypomina odwzorowania rozwazane przez Szym-
czaka w [98]) oraz na wartosci Sciagalne, to dla dostatecznie matego € > 0 i otoczenia izolujacego N
(wzgledem F') znajdzie sie e-aproksymacje wykresowa f odwzorowania F', ktora ,dziedziczy” od F
,dane conleyowskie", a wiec otoczenie izolujace i stabg pare indeksowa i, w konsekwencji, indeksy
Conleya czesci niezmienniczej otoczenia N wzgledem F'i f sa rowne, a stowarzyszone odwzorowania
indeksowe sa sprzezone. Mowia o tym twierdzenia [H4, Theorem 5.10, 5.13]. To ciekawe wyniki o
ztozonych i nietrywialnych dowodach. Twierdzenie [H1, Th. 5.13] dotyczace odwzorowan kostko-
wych o wartosciach $ciagalnych jest ,dobrze skrojone” dla dynamiki probkowej i odwzorowan, ktére
sie tam pojawiaja. W dalszej czesSci omawianej pracy habilitant uogélnia na przypadek stabych par
indeksowych dynamiki probkowej rezultatow z [99] mowiacych o tym, w jaki sposob indeks Conleya
dostarcza informacji o dynamice nieliniowej. Rzecz w tym, ze informacja o indeksie Conleya dla
rekonstruowanego potoku f pochodzi z konstrukcji otrzymanej w oparciu o stabe pary indeksowe.
Zatem wyniki z [99] nie znajduja tu bezposredniego zastosowania. Autorzy postugujac sie stabymi
parami indeksowymi rozwazaja sytuacje, w ktoérej otoczenie izolujace N dla f rozkltada si¢ na roz-
taczna sume n zbiorow zwartych N;, ¢ = 1,...,n. W twierdzeniu [H4, Th. 9.1], dla danej stabej pary
indeksowej P w NN pokazuja istnienie semisprzezenia funkeji f na czeSci niezmienniczej S otoczenia
N z dynamika shiftu na n-symbolach ¥4, gdzie A jest (n X n) macierza przejscia odwzorowania
indeksowego indukowanego przez P. Zwiazek ten wykorzystany jest réwniez do badania istnienia
punktow okresowych.

Podejscie i aparat pojeciowy potrzebny do dowodu twierdzenie [H4, Th, 9.1] wykorzystany jest
takze w dowodzie twierdzenia [H4, Th. 7.5 o istnieniu orbity (rozwiazania) dla potoku dyskretnego
wyznaczonego przez [ przechodzacej przez sktadowe N; w zadanym porzadku, a takze do znaj-
dowania punktéow okresowych f pod warunkiem nietrywialnosci liczby Lefschetza odwzorowania
indeksowego — twierdzenie [H4, Th. 7.6].

Ostatnia praca, ktora omowie (co jest, zreszta, zgodne z porzadkiem prezentacji w autorefera-
cie) jest [H3|. Lektura tej pracy sprawita mi wiele trudnosci z racji na nieznana mi problematyke
tzw. kombinatorycznych pot wektorowych, pojecia pochodzacego od Formana z pracy [35], oraz
kombinatorycznego potoku wielowartosciowego wyznaczonego przez iteracje pola. Sa to pewne od-
wzorowania X —o X, gdzie X jest abstrakcyjnym kompleksem symplicjalnym, a raczej jego rodzing
symplekséw. Obiekty te pozwalaja na budowe teorii Conleya i Morse’a, w tym pojeé zbioru nie-
zmienniczego, indeksu Conleya, atraktoréw, repeleréw, rozktadu Morse’a zbioru niezmienniczego
itp. Po wprowadzeniu niezbednych pojeé¢, autorzy rozwazaja kombinatoryczne pole wektorowe V
na X i przedstawiaja bardzo zlozona konstrukcje pewnego odwzorowania wielowarto$ciowego F
okreslonego na bryle |X'| kompleksu X, ktorego dynamika (a w zasadzie dynamika dyskretnego
uktadu wielowartosciowego generowanego przez F') odzwierciedla (w odpowiednio zdefiniowanym



znaczeniu tego stowa) dynamike kombinatorycznego potoku Il wyznaczonego przez V (twierdzenie
[H3, Th. 2.1]). Uklad generowany przez F jest stosunkowo prosty, gdyz skonstruowane odwzo-
rowanie F' indukuje identyczno$é na kohomologiach bryly |X| i — co za tym idzie — jego indeks
Conleya to modut kohomologii stabej pary indeksowej. Ponadto autorzy dowodza [H3, Th. 5.4], ze
indeksy Conleya zbioru niezmienniczego uktadu Ily i odpowiadajacego mu zbiory niezmienniczego
dla uktadu generowanego przez F' sg izomorficzne, a ich grafy Conleya-Morse’a pokrywaja sie. Sa
to — jak sadze — wazne wyniki, lecz trudno mi ocenié¢ ich wartosé¢ uzytkowa.

To koriczy moj pobiezny przeglad merytorycznej zawartosci osiggniecia naukowego dra Batko.

Ocena osiagniecia naukowego: Uwazam, ze cykl publikacji przedstawionych jako osiagniecie
naukowe dra B. Batko stanowi wartosciowy i znaczacy wkiad do matematyki. Problematyka ba-
dawcza, ktorej ten dorobek dotyczy jest wazna z punktu widzenia teorii uktadéw dynamicznych, w
tym dyskretnych ukladéw dynamicznych, topologicznej analizy danych i dynamiki kombinatorycz-
nej. Tematyka ta, w zakresie pojeciowym dotyczy do$é¢ waskiej specjalizacji obejmujacej topologie
0g6lna, topologie algebraiczna i geometryczna, topologie dyskretna i teori¢ uktadéw dynamicznych,
ze szczegblnym uwzglednieniem teorii Conleya zbioréw niezmienniczych. Jest to, jak stwierdzilem,
dziedzina dos¢ waska, lecz zapewne wazna z punktu widzenia zastosowan i przyciagajaca uwage nie
matej grupy badaczy, w tym — co godne podkreslenia — badaczy z pogranicza matematyki, a wiec
np. fizykéw teoretykow i inzynierdw.

Wsrod 5 artykutéw zamieszezonych w cyklu publikacyjnym 3 prace sa wspoédtautorskie, a ich
wspoélautorami sa matematycy o ustalonej renomie: M. Mrozek, K. Mischaikow, T. Kaczyriski i Th.
Wanner, co dobrze §wiadczy o habilitancie i jego roli w srodowisku. Prace wchodzace w sktad cyklu
opublikowane sg w bardzo dobrych, miedzynarodowych i cenionych przez srodowisko czasopismach.
Warto poinformowacé, ze prace dra Batko, mimo ze dos¢ Swieze (ukazaly sie w ostatnich 7 latach)
byly cytowane 19 razy (w tym 9 razy przez matematykow obcych) — zrodlem tych danych jest baza
Web of Science na dzieni 21 marca 2024 r. Czes¢ z tych cytowan ma charakter tylko enumeratywny,
lecz czesé — jak najbardziej merytoryczny. Nalezy sadzié¢, ze osoba autora i jego badania sa znane
w Srodowisku.

Artykuly zawarte w cyklu habilitacyjnym sa na ogot dtugie, co jest uzasadnione zwazywszy na
ich zawartosé i ciezar gatunkowy, ztozone pod wzgledem merytorycznym i technicznym, lecz sg sta-
rannie przygotowane, réwniez pod wzgledem redakcyjnym i jezykowym. Autor dba o wszechstronne
przedstawienie problematyki i literatury przedmiotu swoich badan. Przedstawione rozumowania sa
skomplikowane i niekiedy bardzo zmudne. Wskazuja na znakomita orientacje autora (autoréw) w
materii poruszanej tematyki badawczej. Doktor Batko udowodnil, Ze jest bez watpienia dobrym
specjalista, matematykiem o duzym potencjale badawczym, wiedzy i kulturze matematyczne;j.

O wynikach dra Batko wypowiadalem si¢ juz pozytywnie wyzej. Jestem zdania, ze konstrukcja
indeksu Conleya dla otoczen izolujacych (a nie silnych otoczeni izolujacych) przy pomocy stabych
par indeksowych, szczegblnie z punktu widzenia odwzorowan kostkowych i ich roli w rekonstrukcji
probkowej dynamiki zwyklych (tj. jednowartosciowych) uktadéw dynamicznych jest waznym osia-
gnieciem — na razie przede wszystkim w warstwie abstrakcyjne;j.

Moje delikatne zastrzezenie ma zwiazek z zastosowaniami zaprezentowanego podejscia. Wpraw-
dzie autor ilustruje wyniki teoretyczne pewnymi przyktadami zastosowan (sa to 2 przyklady z pracy
[H1], kilka bardzo teoretycznych przykladow w [H2| oraz twierdzenia 1.2, 1.3 i 1.4 dotyczace od-
wzorowania Hénona na odcinku z pracy [H4|). Sadze, ze spektrum zastosowan metody autorstwa
dra Batko (wraz ze wspolpracownikami) w praktycznych zagadnieniach uktadéw dynamicznych jest
szersze. Te opinie zweryfikuje zapewne przysztosé. Troche szkoda, ze brak ogélnych przekonujacych
przyktadéw w osiagnieciu naukowym habilitanta.

Mam takze pewne uwagi na temat uzycia metod topologii algebraicznej, ktora dr Batko sto-
suje, jak sadze, nieco zbyt syntetycznie. Nie jest np. jasne, jaki pierscienn wspélczynnikéw teorii
kohomologii jest uzywany (mozna sie domysli¢, ze chodzi o pierscien Z liczb calkowitych, a wiec



w konsekwencji pozniej jest mowa o Z-modutach i Z-modutach z gradacja); dlaczego autor uparcie
uzywa funktora Alexandera-Spaniera, gdy w pracy rozwazane sg przede wszystkim pary zwarte, dla
ktorych teoria A.-S. jest kanonicznie izomorficzna z prostsza i lepiej znana teoria Cecha. Moéwiac o
morfizmach (w kontekscie odwzorowan wielowartosciowych) autor odwotuje sie do monografii [41],
gdzie uzywany jest formalizm teorii homologii Cecha o zwartych nosnikach i wspotczynnikach w ciele.
To, oczywiscie, nie ma wiekszego znaczenia z racji na twierdzenie Vietorisa i Begle’a-Vietorisa, lecz
o sytuacji rozwazanej przez habilitanta pisza raczej inni autorzy; dotyczy to rowniez samego pojecia
morfizmu. Kolejna kwestia odnosi sie do funktora redukeji Leraya endomorfizmu Z-modultéw z gra-
dacja do monomorfizmu i jego wykorzystania w rozwazaniach na temat relacji Conleya-Morse’a. By¢
moze nie zauwazylem (lub nie umiem dostrzec, ze sie gdzie$ kryja) zalozen implikujacych skonczony
typ redukcji Leraya modutu kohomologii stabej pray indeksowej (czyli tego, ze odwzorowanie indek-
sowe jest endomorfizmem Leraya) bez czego pojecie wielomianu Hilberta-Poincaré (ktorego autor
zreszta nigdzie nie definiuje) nie ma raczej sensu. Sadze, ze okolicznosci pozwalajace na otrzyma-
nie takich warunkéw mozna uzyska¢ w wickszosci przypadkéow poprzez odpowiednio zastosowane
wlozenie Arensa-Eellsa i faktoryzacje par indeksowych przez zwarte ANR-y, ale jednak nalezaloby
o tym (szczegolnie w pracy |H5|) dokladniej napisa¢. Nie jest tez jasne, czemu w paru miejscach
autor pisze o tzw. funktorze Szymczaka, podczas gdy nie robi z niego zadnego uzytku.

Nie sadze réwniez, ze autoreferat towarzyszacy osiagnieciu jest bardzo dobrze napisany. Z jednej
strony habilitant stara sie przedstawi¢ sw6j dorobek w dosé szerokiej perspektywie, i to jest dobre,
lecz w wielu miejscach lektura autoreferatu jest utrudniona przez brak sprecyzowania omawianych
pojeé, co zmusza czytelnika do siegania do praé¢ zréodlowych. Nie jest to, samo w sobie, zte, bo to
sg ciekawe prace, ale nieco komplikuje zycie.

Tych kilka krytycznych uwag nie zmienia jednak mojej ogdlnej bardzo pozytywnej oceny osia-
gniecia p. dra Batko. Jestem zdania, ze jego osiagniecie habilitacyjne stoi na wysokim poziomie
i jest cennym wkladem do teorii dyskretnych uktadéw dynamicznych. Ponadto dowodzi, ze dr
Batko jest juz catkiem samodzielnym badaczem, gotowym do podjecia indywidualnej opieki nad
mtodszymi ludzmi (co, zreszta, juz z powodzeniem czyni).

Ocena innych osiggnieé naukowo-badawczych, dorobku dydaktycznego, populary-
zatorskiego i w zakresie wspolpracy miedzynarodowej: Uwazam, ze pozostaly dorobek
naukowy dra Batko nie budzi zastrzezen. Jest to dorobek dosé¢ bogaty i zréznicowany. Poza omoé-
wionym cyklem prac w ramach osiagniecia habilitacyjnego, dr Bogdan Batko jest autorem (lub
wspotautorem) 20 prac opublikowanych w dobrych czasopismach. Jest wérod nich 11 prac autor-
skich, pozostale to prace wspoétautorskie, a jego wspotpracownikami byli J. Tabor, Z. Kominek, M.
Mrozek i J. Brzdek. Prace (wlacznie z pracami z cyklu habilitacyjnego) cytowane byly ok. 150 razy,
a H-index p. Batko wynosi 7. Warto odnotowaé przyrost tych liczb na przestrzeni kilku ostatnich
miesiecy. Mysle, ze podane wspoétczynniki bibliometryczne mieszcza sie¢ w $redniej dla dobrych kan-
dydatow do stopnia doktora habilitowanego, $§wiadcza na korzy$é dra Batko i przekonuja, ze jego
dokonania sa widoczne.

Chcac dochowaé porzadku chronologicznego jako pierwsza z dziedzin zainteresowan badawczych
dra Batko lezacych poza nurtem badan zwiazanych z habilitacje wymienie dziedzing zwiazana z te-
matyka jego doktoratu, tj. teorie réwnan funkcyjnych i kilku jej, raczej abstrakcyjnych aspektow.
Dotycza one stabilnosci Hyersa-Ulama (ktorej poswieca sie bardzo wiele prac, nie wszystkich nie-
stety interesujacych) niekiedy w mocno abstrakcyjnych przestrzeniach (np. przestrzeniach Riesza,
czyli kratach wektorowych), rozwiazan przyblizonych rownan funkcyjnych, a takze tzw. funkeji
aproksymatywnie wypuktych. Jest to tematyka chyba raczej niszowa. Nie ma w recenzji miejsca na
poglebiong analize zawarto$ci merytorycznej tej czesci dorobku dra Batko. Sadze, ze jest to dorobek
wartosciowy i rowniez wskazuje na dobrag wiedze autora o tej gatezi matematyki. Jednakze jestem
zdania, ze dobrze iz na swej drodze naukowej dr Batko spotkal profesora Mrozka, zainteresowal
sie problematyka, ktéora M. Mrozek uprawia, i zdotal do$é radykalnie zmienié¢ swo6j podstawowy



kierunek naukowy. Byto to z pewnoscig nietatwe i wymagajace zadanie.

Tym nowym kierunkiem badawczym jest topologiczna teoria uktadéow dynamicznych (w tym
teoria indeksu Conleya), o czym byla mowa powyzej, a takze kombinatoryczne i konstruktywne
podejscie do topologii algebraicznej, czyli waznego nurtu w ramach tzw. topologii stosowanej, dzie-
dziny waznej i dzi$§ modnej, bo bliskiej wielu nietrywialnych zastosowari. W pracach |[b11, b12] dr
Batko wraz M. Mrozkiem podejmuja zagadnienie konstrukcji pewnego, jak nalezy sadzi¢ efektyw-
nego algorytmu redukcji do obliczania homologii duzych wielo$cianéw symplicjalnych lub kostko-
wych. Jest to problematyka dla mnie raczej obca, wiec ogranicze sie tylko do wyrazenia nadziei, ze
sa to badania wazne i skuteczne, a 54 cytowania pracy [bl1] najwyrazZniej te opinie potwierdzaja.
Podobata mi si¢ praca [b8] dotyczaca charakterystyki Eulera indeksu Conleya zbioru niezmieniczego
cigglego uktadu dynamicznego, ktérej nietrywialnoéé prowadzi do istnienia punktéw okresowych w
tym zbiorze (nalezy zauwazy¢, ze tutaj i w autoreferacie autor zadbatl juz o dyskusje skonczonego
typu (ko)homologicznego indeksu Conleya).

Osiagniecia dra Batko w dziatalnosci okoto-naukowej sg bogate i bardzo zadowalajaca. Odbyt
kilka stazy naukowych, w szczegélnosci spedzit rok w znakomitym Rutgers University, gdzie nawiazal
z sukcesem wspolprace z autorytetem w dziedzinie topologii stosowanej, profesorem K. Mischaiko-
wem. Uczestniczyl z referatami na wielu konferencjach, mityngach naukowych i seminariach. Datl
sie poznaé jako dobry méwca i aktywny uczestnik zycia naukowego, a takze wspotpracownik licznych
czasopism. Bral takze udzial jako wykonawca w realizacji projektéw naukowych finansowanych ze
srodkéow KBN, MNiSzW, NCN i Zrodet zagranicznych.

Dr Batko ma spore do$wiadczenie i osiagniecia dydaktyczne; sa one wymienione w wykazie
osiggnie¢ i w autoreferacie. Na uwage zastuguje rozpoczeta wspotpraca i opieka nad uczestnikami
studiéw doktoranckich na UJ. To bez watpienia dobry zadatek na przyszty opieke nad rozwojem
mtodych kadr, szczegblnie, ze wspolpraca dotyczy matematyki komputerowej, dziedziny istotnej i
nie reprezentowanej przez wielu matematykow.

Podsumowanie: Biorac pod uwage powyzsza recenzje oraz sformutowane juz oceny stwier-
dzam, ze osiagniecie habilitacyjne pt. Teoria indeksu Conleya dla wielowarto$ciowych uktadow
dynamicznych z czasem dyskretnym, a takze calos¢ dorobku naukowego i organizacyjnego pana dra
Bogdana Batko spelnia z pewnym naddatkiem wymagania ustawowe i zwyczajowe stawiane przed
osobami ubiegajacymi sie o stopienn doktora habilitowanego w dziedzinie nauk $cistych i przyrodni-
czych, w dyscyplinie matematyka. Tym samym z przekonaniem rekomenduje Komisji Habilita-
cyjnej nadanie doktorowi Bogdanowi Batko stopnia doktora habilitowanego.
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