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4.1 Wstep

Niech H bedzie zespolong osrodkowa przestrzenia Hilberta z iloczynem skalarnym
(-,-). Oznaczmy przez B(H) algebrg¢ wszystkich ograniczonych operatorow lino-
wych na H. Operatorem sprzegzenia nazywamy antyliniowy operator C': H — H
taki, ze C? = idyy oraz

(Ch,Cg) = (g, )

dla h, g € 'H, innymi stowy C jest antyliniowg izometryczng inwolucja.

Moéwimy, ze operator A € B(H) jest C—symetryczny, jesli CAC = A*. Jest to
rownowazne symetrii A ze wzgledu na forme dwuliniowa [f, g] = (f, Cg). Opera-
tor A jest nazywany zespolono symetrycznym, jesli istnieje operator sprzgzenia C'
taki, ze A jest C—symetryczny.

Prowadzone od wielu lat badania operatoréw sprzezenia w przestrzeniach Hil-
berta i ich relacji z operatorami liniowymi maja silng motywacj¢ w tematce opera-
toréw zespolono symetrycznych. Wiele istotnych klas operatoréw takich jak opera-
tory normalne, operatory Hankela, macierze Toeplitza i obcigte operatory Toeplit-
za, jak i dobrze znane operatory calkowe i te powigzane z problemem spektralnym
w nie-hermitowskiej mechanice kwantowej, nalezy do tej klasy.

Jedna z najwazniejszych klas operatoréw zespolono symetrycznych jest klasa
obcigtych operatoréw Toeplitza. Jest ona obiektem intensywnych badai zapoczat-
kowanych praca Sarasona [15]. Jest ona szczegblnym przypadkiem asymetrycz-
nych operatoréw Toeplitza [6], [O1], ktére sa naturalnym uogdlnieniem prostokat-
nych macierzy Toeplitza.

Oznaczmy przez T okrag jednostkowy oraz przez D koto jednostkowe. Niech
m bedzie unormowang miara Lebesgue’a na T. Bedziemy pisaé¢ L? = L2 (T, m)
oraz L™ = L*(T,m). Klasyczna przestrzeii Hardy’ego H? na kole D moze by¢
identyfikowana z podprzestrzenia L?, natomiast H°, jako przestrzefi wszystkich
analitycznych i1 ograniczonych funkcji na D, moze by¢ traktowana jako podprze-
strzenn L°°. Oznaczmy przez M, operator mnoZenia z symbolem o € L™,

My: L? — L*, Myf = of.

Niech 6 bedzie niestata funkcja wewnetrzna, czyli 6 € H™, || = 1 pra-
wie wszedzie na T. Przestrzeniq modelowq nazywamy zbiér K3 = H? © 0H?.
Twierdzenie Buerlinga czyni te przestrzenie interesujacymi jako te, ktére sa nie-
zmiennicze dla sprzgzenia operatora przesunigcia. Przestrzenie modelowe odgry-
waja wazna rolg w teorii modelowania. Z przestrzeniami tymi $ciSle zwiazany jest
operator sprzezenia Cy okreslony na L? wzorem

Cof = HZf.



Ma on t¢ warta zaznaczenia ceche, ze zachowuje przestrzed K7 jako niezmienni-
cza, czyli Cy K, 3 =K, 92. Z tej przyczyny Cp moze by¢ rozwazany jako sprzezenie
na K. Takie sprzezenia odgrywaja wazna role w kontekscie obcigtych operatoréw
Toeplitza ([10]). W istocie obcigte operatory Toeplitza sa Cyp—symetryczne, ktéry
to fakt jest czesto istotnym narzedziem w dowodach twierdzei. Ponadto wykaza-
no, ze takie operatory sprzgzenia moga by¢ wykorzystane, aby scharakteryzowac
operatory Toeplitza ([P11], [4]).

4.2 Charakteryzacja asymetrycznych obcigtych operatorow Toeplit-
za

W pracy [O1] definiujemy i badamy asymetryczne obcigte operatory Toeplitza (AT-
TO) okreslone migdzy dwiema przestrzeniami modelowymi. Publikacja ta zain-
spirowana byta z jednej strony praca Sarasona [16], lecz réwniez [6], gdzie asy-
metryczne obcigte operatory Toeplitza byty wprowadzone, ale w kontekScie prze-
strzeni Hardy’ego HP? na gbrnej pétplaszczyZnie dla 1 < p < co. Operatory te sa
naturalnym uogdlnieniem prostokatnych macierzy Toeplitza.

W pracy [O1] rozwazamy ograniczone asymetryczne obcigte operatory To-
eplitza z symbolem w L2, zdefiniowane miedzy K 92 i K2, przy zatozeniu, ze o, 0
sa niestatymi funkcjami wewnetrznymi. Badamy rézne wtasnosci tych operato-
réw 1 ich relacje z odpowiadajacymi im symbolami. Uzyskujemy charakteryzacje
tych operatoréw za pomoca operatoréw rzgdu dwa. Rezultat ten jest uogélnieniem
wyniku Sarasona dla przypadku o = 6. Jednakze w przypadku asymetrycznym
zwiazek migdzy operatorem a jego symbolem jest bardziej skomplikowany.

Rozwazmy dwie niestate funkcje wewngtrzne « i 6. Niech P, : L? — K2
bedzie projekcja ortogonalna. Dla ¢ € L? definiujemy operator Afp’o‘: DCK 62 —
K2, przez Az;‘"f = P,(pf) na dziedzinie D = D(A%O‘) ={f € K}: of €
L?}. Zauwazmy, ze operator Aﬁ;a jest domkniety i gesto okreSlony w K, 3 oraz
K = K;NL® C D(A%a). Operator A%a nazywamy asymetrycznym obcig-
tym operatorem Toeplitza. Jesli operator ten jest ograniczony, to dopuszcza jedyne
ograniczone rozszerzenie do K, 92, A%a ' K 92 — K2. Przestrzef wszystkich ograni-
czonych asymetrycznych obcigtych operatoréw Toeplitza oznaczamy 7 (K 92, K2).
W przypadku o« = 6 piszemy Ai zamiast Ai;e (takie operatory nazywane sa ob-
cietymi operatorami Toeplitza i byty badane przez Sarasona w [16]) oraz 7 (K3)
zamiast 7 (K2, K3). W pracy [O1] czesto zakladamy, ze o dzieli 6 (o < 6).

Ponizsze twierdzenie daje warunek zerowania si¢ ATTO. Wnioskiem z niego
jest w szczegdlnosci fakt, ze symbol asymetrycznego obcigtego operatora Toeplitza
nie jest dany jednoznacznie.



Twierdzenie 4.1 ([O1]). Niech «, 0 bedq niestatymi funkcjami wewnetrznymi ta-
kimi, ze o < 0 oraz niech A?D’O‘: K 92 — K2 bedzie ograniczonym asymetrycznym
obcietym operatorem Toeplitza 7 p € L?. Wowczas Aﬁ;o‘ = 0 wtedy i tylko wtedy,
gdy p € aH? 4+ 0H?2.

Whiosek 4.2 ([O1]). Niech o, 0, o < 0, bedq niestatymi funkcjami wewnetrznymi

oraz niech AGO‘ € T(KQ,K2) Dla ¢ € L? istniejq funkcje p € K2 ix € K}
takie, ze AZ;O‘ Ae a_ Ponadto Ad; 5= Aw1 ", Wiedy i tylko wtedy, gdy 1 =
Y+ ki, x1 =X — cko, gdzie c jest dowolnq statq.

W analogiczny spos6b mozna udowodni¢, ze dla a < 6, operator A2 =0
wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ € 0H? + oH?2, gdzie A2 K2 — K}, Aae €
T(K2,K3).

Obcigte operatory Toeplitza w 7 (K, 92) moga by¢ scharakteryzowane przez od-
powiednie operatory rzgdu dwa przy wykorzystaniu jadra reprodukujacego k§ =
Pyl ([16, Twierdzenie 4.1]). W [O1] uzyskali§my analogiczny wynik dla asyme-
trycznych obcigtych operatoréw Toeplitza 7 (Kg, K2) uzywajac funkcji k§ =
P,1,k§ = Pyl.

Twierdzenie 4.3 ([O1]). Niech «, 0, o < 0, bedq niestatymi funkcjami wewngtrz-

nymi i niech A : K 2 — K2 bedzie operatorem ograniczonym. Wowczas A €
T(K3, K2) wtedy i tylko wtedy, gdy ismiejq ) € K2, x € K} takie, Ze

A— S AS; = @ k) + kS @ x. (4.1)

Whiosek 4.4 ([O1]). Niech «, 0, bedq niestatymi funkcjami wewngtrznymi takimi,
ze a < O iniech A: K2 — K} bedzie operatorem ograniczonym. Wowczas A €
T(Kg, Kg) wtedy i tylko wtedy, gdy istniejq 1\ € Kg X € Kg takie, Ze

A— SpAS: =Kd @1 + x @ k.

Podobna charakteryzacje mozna uzyskac wykorzystujac wtasnosci operatoréw
sprzezenia i funkcje k:o = Cukg, ko Cgko W przypadku symetrycznym formu-
ty na funkcje p i v sa proste, jednak przypadek asymetryczny znacznie te formuty
komplikuje.

Twierdzenie 4.5 ([O1]). Niech «, 6 bedq niestatymi funkcjami wewnetrznymi ta-
kimi, ze o < 0 i niech A: Kg — K2 bedzie ograniczony. Wtedy A € T(Kg, K2)
wtedy i tylko wtedy, gdy istniejq n € K2 iv € K, 92 takie, zZe

A—SiASy = p@ kb +k§ @ v. (4.2)

Ponadto, jesli A = Al YpeK2iye Kg, to A spetnia (4.2) 7

Y+X

p=CoPo(lx), v=_Coth+ S (aPy x). (4.3)



Whiosek 4.6 ([O1]). Niech o, 0 bedq niestatymi funkcjami wewnetrznymi takimi,
ze a < 0 oraz niech operator A: K2 — Kg bedzie ograniczony. Wowczas A €
T(K2, Kg) wtedy i tylko wtedy, gdy istniejq i € K2, v € K92 takie, Ze

A—SjASy =k @ u+veks.

Zauwazmy, ze jesli asymetryczny obcigty operator Toeplitza A spetnia réwna-
nie (4.2) z pewnymi funkcjami p, v, to réwnanie (4.2) zachodzi réwniez z funkcja-
mi u, ¥ Zamienionymi na

W=p+bkS, vV =v—bkf 4.4)

dla dowolnej statej b € C. Ponadto symbol operatora A = AZ)’iX € T(K? K2)
nie jest dany jednoznacznie i z Wniosku 4.2 wynika, ze mozemy zamieni¢ 1) € K2
ix € K92 na

V=Y +ckie K2, X' =x—ck) e K? (4.5)

dla dowolnej stalej ¢ € C. Ponizszy wniosek opisuje relacje migdzy funkcjami g,
v oraz i, x.

Whiosek 4.7 ([O1]). Niech i € Kg iv e K92 bedq okreslone rownaniami (4.3),
dla danych ¢ € K2, x € K3, oraz niech i/ € K2 iv' € K} bedq analogicznie
okreslone dla v’ € K2, X' € Kg. Jesli zachodzi (4.5), to

Wo=p—cl(0)k, v =v+ecl(0)k.

W [O1] podano réwniez warunki, kiedy asymetryczny obcigty operator To-
eplitza moze by¢ scharakteryzowany przez odpowiedni operator rzgdu jeden.

Ponadto rozwazano problem odzyskiwania symbolu operatora znajac jego war-
tosci na jadrach reprodukujacych. Wiadomo, ze symbol klasycznego operatora To-
eplitza T\, na H 2 mozna uzyskaé z warunku lim,, Z"T,z". W przypadku ob-
cigtego operatora Toeplitza Af; jego symbol nalezacy do zbioru H? + H2 moze
by¢ odzyskany z dziatania AZ, na k:g ina l;:g ([3]). Dla asymetrycznego obcigtego
operatora Toeplitza A € T (K}, K2) mozemy wyliczy¢ jego symbol rozwazajac
dziatanie A i A* najadrach reprodukujacych. W efekcie otrzymamy uktad réwnan:

{ 1(0) +0(0)a(0) Xa (0) +[[K§ 12 x(0) = (AK, k§)
8.(0)4(0) + Xa(0) = (Akf, k)

(4.6)

Wprowadzajac oznaczenia a = 1(0), b
uklad réwnan z niewiadomymi a, b, c:

Xa(0), ¢ = x(0) w (4.6) uzyskujemy



{ 0(0)a+0(0)a(0) bHKG(* ¢ = (ARG, KG) @7

a+ b = (Akg,k§),
ktéry ma jedyne rozwiazanie przy ustalonych wartosciach ¢/(0) lub x(0). Rozwaz-
my uktad réwnan:

X —80) Y = Ak — kS +b0(0) o,
—90)X+ Y =z Ak — £(0)aa, (4.8)
—a(0)E X+ Y +(a—a(0) Z=2CoAk — ad.

Twierdzenie 4.8 ([O1]). Niech o < 0 bedq niestatymi funkcjami wewngtrznymi
oraz niech A € T(KZ,K2). Przypusémy, ze znane sq wartosci 1(0) lub x(0),
oraz a, b, ¢ spetniajq uktad ro’wnafz’ (4.72. Jesli XY, Z spetniajq uktad (4.8), to
A= AJS . gdziety =X iy =27 +0Y.

Korzystajac z charakteryzacji danej w Twierdzeniach 4.3 i 4.5 mozemy réw-
niez uzyska¢ symbol operatora. W przypadku pierwszym, jesli A jest ograniczo-
ny i spetia (4.1), to A = Afﬁi' Jednakze w przypadku charakteryzacji danej
w Twierdzeniu 4.5 wyznaczenie symbolu z pomoca funkcji i i v dla operatora A

spetniajacego (4.2) jest bardziej skomplikowane.

Twierdzenie 4.9 ([O1]). Niech «, 0 beda niestatymi funkcjami wewnetrznymi taki-
mi, Ze o < 0 oraz niech A bedzie operatorem ograniczonym spetniajqcym réwnosé

A—SiASy = p@ ki +k§ v (4.9)

dla i € Kz, v e Kg. Wéwcezas A = Ai’iy gdzie

Y =CoPo(v — ckl) = CoPov — ¢ 2(0)k§ € K2,
X =SoPoa(v —ckf) + S Co(p+ ck$)

=(So Poaw +c2(0)kg ) + L(Cap + ck§) € K§ = K3 © LK

4.3 Asymetryczne obcigte operatory Toeplitza a operatory sprze¢zenia

Obcigte operatory Toeplitza sa C—symetryczne wzgledem naturalnego operatora
sprzezenia Cy. W pracy [O7] przedstawiliSmy wyniki dotyczace unikalnych wta-
snosci dwu naturalnych operator6w sprzezenia okreslonych na K 92 oraz ich relacji



z asymetrycznymi obcigtymi operatorami Toeplitza w kontek$cie C—symetrii. Wy-
kazaliSmy takze ich zwiazek z operatorami Hankela.

Niech H, K beda przestrzeniami Hilberta. Przypomnijmy, ze dla antyliniowego
operatora X € BA(H,K) istnieje jedyny antyliniowy operator X*, nazywany
antyliniowym sprzezeniem X, spetniajacy rownosé

(Xf,9) = (f,X*g) (4.10)

dla dowolnych f € H, g € K.
Dla X1: H — K1, Xo: H — Ko, Y1: K1 — H, Ya: Ko — H (liniowych
badZ antyliniowych) operatoréw okreslamy nastgpujace dziatania:

X10Xo: H—=K1®Ks, (X10Xo)f =X1f® Xaof

oraz
YiBYs: K1 @Ky — H, (Y1 BY2)(f ®g) = Yif + Yag.

Wiadomo, zZe obcigte operatory Toeplitza sa Cy—symetryczne, [12], czyli dla
A?D € T(K}?) zachodzi
Al Cy = CyAL. (4.11)

Ponizsze twierdzenie opisuje wtasnosci, ktére sa odpowiednikami wtasnosci C—
symetrii dla asymetrycznych obcigtych operatoréw Toeplitza.

Twierdzenie 4.10 ([O7]). Niech «, 0 bedq niestatymi funkcjami wewngtrznymi
takimi, ze o < 0 i niech p € L? bedzie takie, ze wszystkie asymetryczne obciete
operatory Toeplitza dane ponizej sq ograniczone. Rozwazimy operatory sprzezenia
Cy oraz C’mg =Cy®aCsaw Kg =K20 ozK%. Wowczas zachodzq rownosci:

o

A% 6 0 A"2)Cy = Cy(A% &8 A2

( p O Qhps )CG _CG( @ H P )a 4.12)
« ‘9’% a,0 gﬂ _
(A% oaAsog )Cpo =C, 0 (AZ" 8 Awg @), (4.13)
0 [
(A% a AZ)(Cy 0 0 Co) = (C, o BCo)(AF" @ Ag"a).  (414)
Rownowaznie, powyzsze operatory sq antyliniowo samosprzezone, czyli
6,0 0,0\~ \E (40,0 0,5

((Ag% 0 aA g )Cp)" = (AZ" 0 aA g )Co, (4.12a)

o 9,% o 9,%
((A% oaAsog)Ca%)ﬁ — (4% 0ad §)Cys, (4.13a)

0 0

(A% @ aAg™)(C, 0 0Co)) = (A% @ adg®)(C,o0Cp). (4.14)



Warto zaznaczy¢, ze w przypadku przstrzeni modelowych dla o« = 6 = 2"

operatory Cg—symetryczne sa w istocie macierzami symetrycznymi wzgledem dru-
giej przekatnej. W przypadku asymetrycznym szukamy analogicznej symetrii dla
macierzy prostokatnych. Ponizszy przyktad ilustruje ide¢ stojaca za powyzszym
twierdzeniem, czyli r6wnania (4.12a), (4.13a), (4.14a).

Przyklad 4.11. Niech o = 23 i § = 2°. Kazdy operator w 7 (z°, z3) ma sym-
2 __
bol p = apz® € K,s + K5 (zobacz [O1, Wniosek 4.5]). Zatem jego re-

n=—4
apg a1 a—2 a_3 a4

. . . 5.3 . .
prezentacja macierzowa jest Ai;”z = |a ap a-1a-2 a-3|.Aby zilustrowaé
as ay ap a—1 a—2

réwno$¢ (4.12a) w Twierdzeniu 4.10, zauwazmy, ze A(Z;;’ZZ = 8 %2 @1 a0 a-1
az ap ap
5.3 5,2 2

wige A7 * <>z3Azz’3z jest macierza Toeplitza w C5 z symbolem ¢ = nZ ) apz® €

Ks+K,s ;Cé K5+ K 5, izachodzi jej C,5—symetryczno$¢ lub symetria macierzy
Hankela (A;S*Z3 o z3A;iJ§2) Cis.

Aby zilustrowaé (4.13a), rozwazmy dwa operatory sprzezenia C,s oraz

C,s 2(20, 21, 22,23, 24) = (Z2,%1,%0,%4,23). W tym przypadku mamy

Az5,22 _|a-—2a-3 a4 0

2 = . Zatem
pz a_-1 a—92 a_3 a4 0

(AZS7Z3 ca 25722)CZ37Z2 (Z07 21, 22, 23, 24)

¥ pz2
a_o2 a—1 Qo }a,4 a_ 20
a1 ay a1 a-3 G_ Z1
= ago ai as ELCL72 a_1 Zo | . (4.15)
a_y a3 api 0 0 ||z
a_3 a—2 a_1§ 0 a_4 Z4
W przypadku réwnania (4.14a) A;S’ZQ @ a-1 -2 a- 4. Wige
ar ayg a_1 a_ _
5 .3 5.2
(AZ " @ AL 7 )(Cls .2 0 Cus) (20, 21, 22, 23, 24)
G_2 a-1 Qg :a—4 G-—3 20
1 ag  ai !a-3 a3 z1
= agp a1 ao EL(I_Q a_q Zo | . (4.16)
a_y a3 agia ay || 72
a-3 a_9 a_1 3 agp a1 Z4



. . . 5 .2
Réwnosci (4.13a), (4.14a) oznaczaja, ze operatory (Af;,s’z3 o aA;Z’QZ )C.s .2 oraz

(Aff’zs @Ajj’Z? )(C,3 ,20C5) sa antyliniowo samosprzezone. W obu przypadkach
Hyy | : . ,
mozemy zapisac te macierze jako bloki [ fffffff #o=ee ] , 1 wéwczas kazdy blok jest

macierza Hankela, a cata macierz jest symetryc'zna. Ponadto H;s jest symetryczna
do Ho;. Zauwazmy, ze w pierszym przypadku pewna cze$¢ Hoo znika.

W swietle Twierdzenia 4.10 naturalnym problemem jest opisanie réznic A%"C’g —
O579 9,0&
CoAz" P, oraz A@ Ca% -C

Wl Ag’gPa, ktére sa réwne zero w przypadku o = 6.

Réznice te moga by¢ przedstawione za pomocg pewnych operatoréw Hankela.
Niech P oznacza projekcje ortogonalng z L? na H? i niech P; bedzie projek-
cja ortogonalna z L? na H? = L? © H?. Dla ¢ € L? definiujemy:

H,: H> — H2, H,f =Py (¢f)
dla f € H? takiego, ze ¢ f € L?. Podobnie, dla § € L>°,
Hy: H2 — H?, Hyf = P(0f)dla f € H2.
Twierdzenie 4.12 ([O7]). Niech «, 0 bedq niestatymi funkcjami wewngtrznymi
takimi, ze o < 0. Jesli AZ;‘" € T(KZ,K2) dla ¢ € L? to poniisze réwnosci
zachodzq:

(ALCy — CoAL P f = (ﬁanch%a — Ocj:v’gHg@CgPa) i 417

(Agaca% - CQ%A%’QPQ) f=(HaH,Cy — HyH,CoPy)f; (4.18)
(LA%Cy — CoAL P L) f = (HyH,Co Po — Ho HyCo) f (4.19)
dla f € K3.

4.4 Zespolono symetryczne uzupelnienia czeSciowych macierzy ope-
ratorowych

Problem uzupetniania macierzy czgSciowych pojawia si¢ w wielu dziedzinach. Wa-
ga tych badafi jest uzasadniona nie tylko liczbg ich zastosowan, lecz réwniez fak-
tem, ze dostarczaja one Srodkéw, aby lepiej rozumieé rézne wlasnosci i strukture
macierzy.

Macierz czgSciowa n X m to tablica n X m, w ktérej niektore elementy sa liczba-
mi zespolonymi (te nazywamy okreslonymi), a pozostate sa nieznane (te nazywa-
my nieokreslonymi i oznaczamy przez ?). Przyktadem takiej macierzy czgsciowej
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jest macierz n X m, gdzie wszystkie okreS§lone elementy pojawiaja si¢ w postaci
macierzy prostokatnej dla pierwszych k rzedéw (K < n) badz kolumn (k < m).
Mowimy wtedy o czesciowej macierzy prostokqtne;.

Uzupetnieniem macierzy czesciowej A = (a;;) jest macierz B = (b;;) tych
samych wymiaréw co A, ktérej wyrazami sa liczby zespolone takie, ze jesli a;;
jest okreSlony w A, to b;; = a;;. Problem uzupelniania macierzy polega na tym,
by znalez¢ takie jej uzupelnienie, aby miato pozadang wiasnosé. Taki uzupetienie
najczgsciej nie jest jedyne.

Gtéwnym tematem pracy [OS8] jest uzupelnianie czg§ciowych macierzy pro-
stokatnych i ich operatorowych odpowiednikéw pod katem wiasnosci C—symetrii
dla danego operatora sprzg¢zenia C'. Badamy nastgpujace problemy. Przypusémy,
ze przestrzen Hilberta H ma rozkltad H = H; @ H» oraz, ze C jest operatorem
sprzezenia na H. Kiedy operator A; : H — H; ma C—symetryczne uzupetnienie
w B(H)? Jak opisa¢ wszystkie mozliwe uzupelnienia z ta wiasnoscia i opisaé ich
niezmienniczo$¢? W szczegdlnosci rozwazamy uzupetnienia prostokatnych macie-
rzy Toeplitza oraz asymetrycznych obcigtych operatoréw Toeplitza, jak rowniez
blokowych operatoréw Toeplitza i uogélnionych operatoréw Wienera-Hopfa, kt6-
re moga by¢ przedstawione jako operatory catkowe.

W wyniku tych badan otrzymaliSmy rowniez nowe klasy operatoréw zespolo-
no symetrycznych oraz glebsze rozumienie zalezno$ci migdzy operatorami sprze-
zenia a rozktadem na sumg¢ ortogonalna, dziatania sprzgzenia na macierze i opera-
tory oraz istotna role réznych projekcji.

Rozwazmy uogdélniony operator Wienera-Hopfa postaci

W=Pgpy, ¢€DBH), (4.20)
gdzie P jest projekcja ortogonalng. Wéwczas mamy nastgpujace

Twierdzenie 4.13 ([08)). Jesti C' jest operatorem sprzezenia na 'H takim, ze PH
Jjest niezmiennicza dla C, to operator W jest C—symetryczny wtedy i tylko wtedy,
gdy

¢C — C¢* przeksztalca PH w (PH) . (4.21)

Podajemy konieczny i wystarczajacy warunek na to, by dowolny operator To-
eplitza byt C—symetryczny korzystajac z Twierdzenia 4.13.

Twierdzenie 4.14 ([O8]). Niech p € L™ i niech C bedzie operatorem sprzeZe-
nia w L? zachowujqcym H? jako podprzestrzeri niezmienniczq. Wowczas operator
Toeplitza T, jest C—symetryczny wtedy i tylko wtedy, gdy operator M ,C — C Mg
przeksztatca H? w (H?)* = H3.
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Niech C' bedzie operatorem sprze¢zenia w przestrzeni Hilberta H = H; @ Ho.
Zatézmy, ze N N
Hi =C(H1), Ha= C(Ha). (4.22)

Woéwczas H = H; & Ho. Oznaczmy przez P;, P» projekcje ortogonalne z H
odpowiednio na H; i Hz. Niech Py i P, beda projekcjami ortogonalnymi z H
odpowiednio na ﬁl i ﬁg.

Dowolne uzupetnienie A;: H — H; w B(H) moze by¢ przedstawione jako
A = A; o Ao, gdzie Ay: H — Ho i moze by¢ traktowane jako uzupelnienie
czeSciowej macierzy operatorowej

A: Hy ® Hy — Hi @® Hao, (4.23)
postaci A = [A;;], 1 < 4,5 < 2,
A1t Hy — Hi, Ara i Ha — Hi, Ast i Hi — Ha, Ass i Ho — Ha,  (4.24)
gdzie A1y 1 A1s sa okreSlone przez
Ay = A H Aps. (4.25)
Mamy woéwczas:

Twierdzenie 4.15 ([08]). Operator A1: H — Hy moze by¢ uzupetniony do C—
symetrycznego operatora w B(H), przy H = H1 @ Ha, wtedy i tylko wtedy, gdy

An = Clg AN Cly (4.26)

W tym przypadku A = [A;j] jest C—symetrycznym uzupetnieniem A; w B(H)
wtedy i tylko wtedy, gdy
Ay = Cly, A3Cly 4.27)

oraz Ags: Ha — Ho spetnia warunek
Agy = Clg ALCly . (4.28)

Twierdzenie 4.15 moze by¢ wykorzystane, aby scharakteryzowac te uzupetnie-
nia danego asymetrycznego obcigtego operatora Toeplitza, ktére sa C—symetryczne
wzgledem konkretnych operatoréw sprze¢zenia powazanych $cisle z odpowiednia
przestrzenia modelowa.

Twierdzenie 4.16 ([O8]). Niech «, 0 bedq takimi funkcjami wewnetrznymi, Ze
a < 0. Zatoimy, ze Aff‘ € T(K3,K2) przy p € L% Wowczas Ag’a moze byé
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uzupetniony do Cy—symetrycznego operatora w B (Kg) Zbior wszystkich Cg—sy-
metrycznych uzupetnieri A?D’O‘ w B(K, 92) sktada si¢ 7 operatorow

A=A%oaB: Kj — Kj = K. ®aK3, (4.29)
gdzie -
B=DB2 8B, (4.30)
0
By = Ay eT(Kg,K%), 4.31)
(12 @

natomiast By jest dowolnym C'o —symetrycznym operatorem w K 2@

@

Jesli p € L°°, to AZ;O‘ zawsze moze by¢ uzupetniony do obcigtego operatora
Toeplitza, mianowicie do AZ. Jednak ciekawym problemem jest, co jest tym uzu-
petnieniem w przypadku, gdy ¢ € L2\ L. Ponizej opisujemy wszystkie mozliwe
uzupetnienia A%O‘, ktére sa obcigtymi operatorami Toeplitza w K, 92.

Twierdzenie 4.17 ([O8)]). Niech a, 0 bedq funkcjami wewngtrznymi takimi, ze o <
0. Zbior wszystkich ograniczonych obcigtych operatorow Toeplitza na K, 92, ktore sq
uzupetnieniami asymetrycznego obcigtego operatora Toeplitza A%O‘ e T(K, 92, K2)
sktada sie 7 operatorow

9
AY przy g— @€ aH? +0H?, takich ze Ajz € T(K3).  (4.32)

Rozwazajac teraz inny naturalny operator soprzezenia na K7 uzyskujemy na-
stepujace:
Twierdzenie 4.18 ([08]). Niech A% € T(Kj, K2) przy ¢ € L*. Wowczas A%~
moZze by¢ uzupetniony do C, o —symetrycznego operatora w B(K g) Zbior wszyst-
kich takich uzupetnieri sktada si¢ 7 operatorow

A=A%"oaB: Kj — K :Kﬁ@a}(%,
przy
B=B BBa: K =K2®aK3 — K3,
gdzie
B = A% € T(a, )

oraz By jest dowolnym C' o —symetrycznym ograniczonym operatorem w K 2@

@
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Rozwazmy teraz operatory Toeplitza z symbolami macierzowymi:

G = [gl 92 ] € Myy(L™), (4.33)
g3 94

gdzie Moo(L) jest zbiorem wszystkich macierzy 2 x 2, ktérych wyrazy naleza
do L. Biorac pod uwage przedstawienie T;: H? @ H? — H? @ H? w postaci
macierzy

T, T
To= |, % |, (4.34)
[ T93 Tg4 ]

mozemy utozsami¢ H? @ H? z (H?)? i wzia¢ (H?)? = H1 ® Ho z H1 =
(H?,{0}), Ha = ({0}, H?).

Niech C bedzie operatorem sprzgzenia na H 2@ H?. Ponizej podajemy warunek
konieczny i wystarczajacy na C—symetrycznos¢ operatora Toeplitza Ty na (H?)2.

Twierdzenie 4.19 ([O8]). Niech C bedzie operatorem sprzezenia na H?> & H?

postaci
~ Dy D
C = [ D; Di ] , (4.35)
2

gdzie D1, Do, Dy sq niezerowymi antyliniowymi operatorami na H 2,~i niech G €
Moo (L) bedzie postaci (4.33). Wowczas operator Toeplitza T jest C—symetryczny
wtedy i tylko wtedy, gdy (antyliniowe) operatory

(Ty BTy)(Dro DY), (Ty, BTy,)(Dy 0 Dy)
sq antyliniowo samo-sprzgzone oraz
(Tys B T,,) (D1 o D) = (D58 Dy) (T, o Ty,). (4.36)

Niech H bedzie przestrzenig Hilberta, P;, P, € B(H) beda projekcjami oraz
® € B(H). Operator

W = PQ(I)’le: PlH — PQH (437)

nazywany jest (asymetrycznym) uogolnionym operatorem Wienera-Hopfa. Zat6z-
my, ze P;, P» sa projekcjami ortogonalnymi takimi, ze

PP=PP =P (4.38)
1 oznaczmy

Ki=PH, Ky=PH, Ky=(P —P)H. (4.39)
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W [08] pokazujemy, ze dla uogélnionych operatoréw Wienera-Hopfa mozna uzy-
skaé naturalne uzupetnienie, przy zalozeniu, ze operator sprze¢zenia C' na K spet-
nia warunki:

istnieje operator sprzezenia C' na M taki, ze C|Ky = C|, (4.40)

oraz
P jest C— symetryczny, czyli CoC = d*. (4.41)

Twierdzenie 4.20 ([O8]). Niech W = Py®|g,: K1 — Ko oraz niech C bedzie
operatorem sprzeZenia na Ky takim, Ze zachodzq (4.40)—(4.41). Wtedy W ma uzu-
petnienie do C—symetrycznego operatora w B(K7) oraz

A=WoX: K, — K| = Ko ® Ko, (4.42)

gdzie N -
X = (CPlC - Pg)q)Pl: K1 — KQ (443)

jest C—symetrycznym uzupetnieniem W w B(K7).

4.5 Dualne (asymetryczne) obciete operatory Toeplitza

Dopetnienia ortogonalne przestrzeni modelowych w L?(T) pojawiaja si¢ w licz-
nych zastosowaniach. W réwnowaznym kontekscie prostej rzeczywistej, wykorzy-
stujac jako naturalne zmienne czas i czgstotliwos$¢ oraz biorac funkcje wewnetrzng
0 = 0, przy 0, = exp(iA§) dla £ € R pojawiaja si¢ one poprzez transformatg Fo-
uriera jako sygnaly wysokiej czestotliwosci, co odgrywa istotna role w elektronice.
Dualne i asymetryczne dualne obcigte operatory Toeplitza dziatajac na tych prze-
strzeniach maja realizacje np. w dalekosigznych laczach komunikacyjnych z kil-
koma regeneratorami na trasie, ktére eliminujg szumy o niskiej czestotliwosci za
pomocy filtrow gérnoprzepustowych lub w opisie propagacji fali w obecnosci fal
o skoniczonej dlugosci przeszkody.

Artykuty [02, OS5, O6] poswigcone sa dualnym (asymetrycznym) obcigtym
operatorom Toeplitza. Operatory te to zawezenia operatoréw mnozenia do dopet-
niefi ortogonalnych przestrzeni modelowych w L?(T). Okazuje sig, ze ich cechy
sa catkiem rézne od cech obcigtych operatoréw Toeplitza. Na przyktad, symbol
w przypadku dualnego obcigtego operatora Toeplitza jest jedyny i jedyny zwar-
ty taki operator to operator zerowy, co kontrastuje z analogicznymi wlasnosciami
obcigtych operatoréw Toeplitza na przestrzeniach modelowych.

Niech P, P~ beda ortogonalnymi projekcjami z L? na H2 i H? = ZH?, odpo-
wiednio. Zatem P~ = [— P. Dla funkcji wewnetrznej # rozwazmy (Jy ortogonalng
projekcje z L2 na (K3)t = L? © K} = H?> ® 0H>.
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Przypomnijmy, ze Kg° := K7 N L™ jest gestym podzbiorem K7 ([10]). Po-
niewaz ZH > jest gestym zbiorem w H? oraz § H™ jest zbiorem gestym w 0 H2, to
(K3)*+ N L™ jest gesty w (K3)*. Dla ¢ € L? mozemy rozwazy¢ gesto okreslony
operator mnozenia

My: (K§NL=) @ (K§)" N L) — K3 @ (K3)™. (4.44)
Definiujemy
R0
Bwva e PaMLPKKg)J_mLoo,
Biva = Pi_MSngmLoo,

0o _ pl
DLp - Pa M¢|(K92)lmLm.

Zauwazmy, ze Bg’o‘ = (Bg ’9)*. Zatem, w odniesieniu do rozktadu (4.44), dziatanie

operatora M, dla g € (K2)+ N L h € K2 N L, jest dane przez macierz

PQM@|K620LOO PQM¢|(K3)LQLOO‘| [g} _ A%O‘ (Bgﬁ)*

- 0, 0,
[B‘P D‘P ]

Przypomnijmy, ze A%O‘ oznacza asymetryczny obcigty operator Toeplitza (AT-

h h

g
. (4.45)
PaLMgp\KgﬁLoo PaLM@\(Kg)iﬁLOO ]

TO). Jesli Bg’a rozszerza si¢ do ograniczonego operatora z K3 do (K, 2)L to na-
zywamy go asymetrycznym wielkim obcigtym operatorem Hankela (ATHO), jesli
za$ Dg;a ma ograniczone rozszerzenie do (K 92){ to nazywany jest asymetrycznym
dualnym obcigtym operatorem Toeplitza (ADTTO).

WprowadZmy oznaczenia:

T(Kj, (K2)") = {Bg’a: e L? iBz’o‘ jest ograniczony },
T((KD*, (K?

«

1N 6, . 2. 0,« - .
)7) ={Dj%: ¢ € L7i D" jest ograniczony }.

Jesli & = a, to uzywamy odpowiednio oznaczeir BY, D?p oraz T (K2, (K2)™1),
T((K)Y).

W pracy [O2] badamy wtasnosci dualnych obcigtych operatoréw Toeplitza
T ((K2)*) oraz wielkich obcigtych operatoréw Hankela 7 (K3, (KZ)1). W szcze-
g6lnosci podajemy petna charakteryzacje elementéw rzedu jeden w 7 (K2, (K2)*)
z symbolem z L°°.

Twierdzenie 4.21 ([O2]). Niech 0 bedzie niestatq funkcjg wewnetrzng.

1. Jesli diim K2 = 1, to wszystkie operatory z T (K2, (K2)*) sa rzedu jeden.
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2. Zatéimy, ie dim K3 > 1. Jesli Bg € T(KZ, (K2)4), przy ¢ € L™, jest
rzedu jeden, to jest iloczynem statej i jednego 7 ponizszych operatoréw

B, =0k @k b BY =zk,©k,  gdzie weD.
(4.46)

Badamy réwniez problem przemiennosci zawezen operatoréw mnozenia z ope-
ratorem mnozenia przez zmienng niezalezna. Jako wniosek uzyskujemy konieczny
i wystarczajacy warunek na przemiennos¢é Df; iDY.

Twierdzenie 4.22 ([02]). Niech p € L?. Wéwczas
1. jesli DY € B((Kj)"h), to
D}D — DIDj = 6 @ Cy(Py (k()) — (Py (0k()) © %
2. jesli A € B(K}), to
ASAY — ADAY = Kf & (CoPy(0p)) — (Pa(0)) ® Cokf;
3. jesli BY € B(Kj,(K})*1), to
BYAY — DB = 6@ (CoPa(ok§)) — (P4 (98)) ® Cokf.

Whiosek 4.23. Niech DY € T ((K§)*). Wowczas DY, jest przemienny z DY, czyli
Dprg = DgDZ) wtedy i tylko wtedy, gdy gpkg =cO+ Pypdlac e C. Wszczegol-
nosci, jesli 6(0) = 0, to Df,Dg = Dng wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ € K7 + C6.

W publikacji [16] D. Sarason scharakteryzowal ograniczone obcigte operatory
Toeplitza wykorzystujac zawgzenia operatora M, do K, 92. Migdzy innymi, przed-
stawit on réznice A — A% AA? za pomoca specyficznych operatoréw rzedu dwa.
W [02] podajemy analogiczng zaleznos$¢ dla dualnych obcigtych operatoréw To-
eplitza. Dla dowolnego D € T ((K2)') przedstawiamy réznice D — DY D(D?)*
uzywajac operatoréw rzedu dwa. Jednakze, w tym przypadku taka zalezno$¢ nie
prowadzi do charakteryzacji DTTO. Uzyskujemy taka charakteryzacj¢ korzysta-
jac ze specyficznych zawezen dualnych obcigtych operatorow Toeplitza. Podaje-
my ponadto konieczny i wystarczajacy warunek na to, by dowolny operator D &€
B((K2)*) byl DTTO. Korzystajac z podanych formul mozna fatwo uzyskaé¢ sym-
bol tego operatora.

Twierdzenie 4.24 ([02]). Zatézimy, ze 0 jest funkcjq wewnetrzng, D € B((K g)l).
Wowczas D jest dualnym obcigtym operatorem Toeplitza, D € T ((K2)1), wtedy
i tylko wtedy, gdy zachodzq ponizsze warunki:

17



1. Py2Dygyz = T Pyyr2 D2 T

2. P™Dyp2 = CoPom2Dijyy2Co;

3. P D2 T8 =T.P~Digyy2 i (Popg2Dyy2 )T = To(Pypr2 Dypy2 )%
4. P=(D(9)) = P~(6°D*(9)) i P~(D*(9)) = P~(6°D(9)).

W przypadku, gdy D = DY p € L™ to
© = P(0D(0)) + P(0D*(0)) — (D(6),0). (4.47)

Naturalnym problemem zwiazanym z operatorami A? i DY jest ich przemien-
nos$é, czyli opis komutanta { A%} czy { D?}. W [05] rozwazamy réwniez bardziej
0gdlny kontekst i opisujemy zbiory

I(K3,K2) = {B € B(Kj,K?): A2B = BAY},
I((K§)*, (K3)*') = {B € B(Kj)*", (K3)*"): DB = BDZ}.
Niech
T0" = Po2Myjgp2, TS = Pop2M 2,
Fso =P M,pp> oraz TcP =P Mgz .
Gtéwnym wynikiem w pracy [O5] jest ponizsze:

Twierdzenie 4.25 ([O5]). Niech 0, o« bedq niestatymi funkcjami wewnetrznymi.
Operator D € B((K2)*, (K2)1) spetnia réwnanie

DD’ = DD (4.48)
10 o

wtedy i tylko wtedy, gdy D € T*((K2)*, (K2)1), czyli D = [fdél TW], gdzie
P3 a

funkcje 1; € L?, i = 1,2,3,4, spetniajq warunki:

(i) jesli 0(0) # 0, to

/-\
=

Y1 = S2abyy, P2 = a(0)aP(hy),
Y3 = % P~ (44), s € L%

>
,-\
\./

(4.49)
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(ii) jesli 6(0) = 0 oraz a(0) # 0, to

Y1 € L®, 4y =0, wgzﬁép‘(aewl), Yy = 0; (4.50)

(iii) jesli 6(0) = a(0) = 0, to
Y1 € BH™, =0, 13 L™, e H®. 4.51)

Wykorzystujac ten wynik opisujemy asymetryczne dualne obcigte operatory
Toeplitza nalezace do zbioru Z((KZ2)*, (K2)1). W konsekwencji otrzymujemy
opis komutanta D? w przypadku 6 = a.

Przypomnijmy, ze (K3)* = 0H? @ H?, (K2)* = aH? @ H?. Rozwazmy
zbidr

T@,oc T
T2(KD)S (KN =4 | 22 el™®dlai=1,2,3,4;. (4.52)
F<P3 T¥’4

Wnhiosek 4.26 ([O5]). Niech 0 bedzie niestatq funkcjq wewnetrzng. Operator D €
B((K2)1) jest przemienny z DY wtedy i tylko wtedy, gdy D € T?((K3)*), czy-
79 19

Y1 )

0 V2| gdzie funkcje v; € L? i = 1,2,3,4, spetniajq poniisze

liD:l

warunki:
(i) jesli 0(0) # 0, 10
Y1 = 1ha, P2 = 0(0)0P(a), Y3 = == 0 P~ (s), s € L,  (4.53)

6(0)
(ii) jesli 6(0) =0, to
Y1 € H™®, =0, vY3€ L™, e H™. (4.54)

Zainspirowani dobrze znanym klasycznym wynikiem Browna i Halmosa [5],
ktéry charakteryzuje operatory Toeplitza na przestrzeni Hardy’ego H? C L? jako
te, ktére spetniaja rownosc T AT, = A oraz podazajac za definicja niezmienni-
czosci wzgledem przesunigcia podang przez Sarasona [16], ktéra on wykorzystat
do charakteryzacji obcigtych operatoréw Toeplitza, formutujemy w [O6] uogdl-
nienie tej definicji oraz dowodzimy niezmienniczoSci wzgledem przesunigcia dla
konkretnych klas zawgzen operatora mnozenia.

Definicja 4.27. [06] Niech K1, Ky beda podprzestrzeniami L?. Operator A €
B(K1,K2) nazywany jest niezmienniczym wzgledem przesunigcia, jesli dla dowol-
nych f € K11g € Ko takich, ze zf € K1 oraz zg € Ko zachodzi

(A(zf), 29) = (Af, 9). (4.55)
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Podajemy charakteryzacj¢ asymetrycznych dualnych obcigtych operatoréw To-
eplitza (ADTTO) uog6lniajac wynik z [O2] sformulowany dla przypadku 6 = «.

Twierdzenie 4.28 ([O6]). Niech 0, « bedq funkcjami wewnetrznymi i niech D €
B((K2)*, (K2)1). Wowczas operator D jest asymetrycznym dualnym obcietym

operatorem Toeplitza, D € T ((K2)*, (K2)1), wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzq
ponizsze warunki:

L. Pypy2Digpre = T P2 Digp2 T,
2. P~ Dz = (P~ CoaMp) i (PQHZDWHQ) (MoCu) g2 ;

3. P Dyy2T? = T.P~ Dy oraz (P 2Dz ) TS = Ty (P2 D2 )*;
|[0H?+ 2 |0H aH?|H? aH?|H?

z

4. P~ (D(0)) = P~ (aD*(«)) oraz P~ (D*(«x)) = P~ (0aD(0)).

W tym przypadku, gdy D = D%a, funkcja o € L™ jest dana przez

¢ = 0P, 2(D(0)) + aPy2(D*()) — a(D*(a), 0)6. (4.56)

Interesujacym faktem jest, ze asymetryczne obcigte operatory Toeplitza moga
by¢ scharakteryzowane przez niezmienniczo$¢ wzglgdem przesunigcia, natomiast
zbiér wszystkich operatoréw niezmienniczych wzgledem przesunigcia migdzy do-
petnieniami ortogonalnymi przestrzeni modelowych jest wigkszy i opisany w [O6,
Theorem 4.3]. Ta nowa klasa operatoréw pojawia si¢ réwniez w [O5] w kontekScie
przemiennosci z operatorem mnozenia przez z. Ponizej podajemy charakteryzacjg
wszystkich operatoréw w B((K32)+1, (K2)*) niezmienniczych wzgledem przesu-
nigcia.

Twierdzenie 4.29 ([O6]). Niech «, 0 bedq niestatymi funkcjami wewnetrznymi.

Operator D € B((K2)*, (K2)™ ) jest niezmienniczy wzgledem przesunigcia wtedy
i tylko wtedy, gdy D € T2((K2)*, (K2)*).

Powyzsze twierdzenie jest nowe réwniez w przypadku 6§ = «. Wynika z niego
réwniez, ze (asymetryczne) dualne obcigte operatory Toeplitza sa niezmiennicze
wzgledem przesunigcia.

Wnhiosek 4.30 ([06]). Niech D € B((K2)*, (K2)1). Jesli D jest asymetrycznym
dualnym obcigtym operatorem Toeplitza, to D jest niezmienniczy wzgledem prze-
sunigcia, czyli

(Dzf,zg9) = (Df,9g) (4.57)

dla dowolnych f,g € Kj‘ takich, Ze f, g sq ortogonalne do Z.
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Inna konsekwencja Twierdzenia 4.29 jest to, ze w przeciwienstwie do ob-
cigtych operatoréw Toeplitza, wtasno$¢ niezmienniczoSci wzgledem przesunigcia
nie jest wystarczajaca by udowodnié, ze operator jest dualnym obcigtym operato-
rem Toeplitza. Niezmienniczo$¢ ta jest wykorzystana, aby wykazacd, ze przestrzen
wszystkich (asymetrycznych) obcigtych operatoréw Toeplitza jest 2—refleksywna.
Réwniez przestrzen (asymetrycznych) dualnych obcigtych operatoréw Toeplitza
jest 2-refleksywna. Nowym podej$ciem bylto przeformulowanie warunkéw z [O6,
Theorem 3.4] na jezyk operatoréw rzgdu dwa.

Twierdzenie 4.31 ([O6]). Niech 0, o bedq niestatymi funkcjami wewnegtrznymi.
Przestrzen T (K, 92, K2) wszystkich ograniczonych asymetrycznych obcigtych ope-
ratorow Toeplitza jest stabo*(WOT)-domknigta, tranzytywna i 2—refleksywna.

Stad wynika, ze przestrzen 7 (K, 92) wszystkich ograniczonych obcigtych ope-
rator6w Toeplitza jest stabo*(WOT)—domknigta, tranzytywna i 2-refleksywna.

Twierdzenie 4.32 ([06]). Niech 0, o bedq niestatymi funkcjami wewnegtrznymi.
Przestrzern T ((K2)*, (K2)1) asymetrycznych dualnych obcigtych operatoréw To-
eplitza jest stabo*(WOT)-domknigta i 2—refleksywna.

Jako natychmiastowy wniosek uzyskujemy, ze 7' ((K7)') ma takie same wia-
snosci.

Poniewaz wtasno$¢ 2-refleksywnosci nie jest dziedziczna, wykorzystujemy
twierdzenie Bourgaina oraz rachunek funkcyjny dla (asymetrycznych) dualnych
obcigtych operatoréw Toeplitza [O6, Theorem 6.3], aby udowodnié, ze posiada-
ja one wlasno$¢ A »(1), ktéra w konsekwencji daje 2-refleksywnos¢ wszystkich
podprzestrzeni ztozonych z (asymetrycznych) dualnych obcigtych operatoréw To-
eplitza.

Oznaczmy przez A((K2)*t, (K2)*) zbi6r wszystkich asymetrycznych dual-
nych obcigtych opertoréw Toeplitza z symbolem analitycznym, czyli

A((KZ)™, (K81 ={Dg*: p € H*}.
Twierdzenie 4.33 ([06]). Niech ®: L™ — T((K3)*,(K2)1), ¢ — Dg’o‘. Wtedy
1. ® jest liniowq izometrig na T ((K3)*, (K2)1),
D jest ciqgta w stabej* topologii w obu przestrzeniach,
D o0 jest bijekcja na A((K)*, (K21,
T((KHZ)J-, (K2)1) ma wiasnosé Aya(1),

S RN N

A((K2)*, (K2)1) jest stabo*~domknigta i 2-refleksywna.
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4.6 Operatory sprzezenia w >

Motywacja badar nad operatorami sprzgzenia ma swoje korzenie w fizyce ([11]),
a w szczeg6lnosci w nie-hermitowskiej mechanice kwantowej i analizie spektralne;j
operatorow zespolono-symetrycznych. Istnieje wiele waznych przyktadéw takich
jak: operatory normalne, operatory Hankela, obcigte operatory Toeplitza, ktére sa
zespolono-symetryczne, czyli C—symetryczne dla pewnego operatora sprzgzenia
C.

W pracach [O7, O3] podali§my petna charakteryzacj¢ wszystkich operatoréw
sprzezenia C' w przestrzeni L? na okregu jednostkowym przemiennych z M, badZ
spetniajacych réwnos¢ M,C' = C'M; (innymi stowych takich, dla ktérych ope-
rator M, jest C—symetryczny). BadaliSmy réwniez zachowanie takich operato-
réw sprzezenia w kontekscie analitycznej czesci L? oraz przestrzeni modelowych.
W szczegblnosci scharakteryzowano wszystkie operatory sprzgzenia pozostawia-
jace przestrzefi Hardy’ego oraz przestrzenie modelowe niezmienniczymi.

Najbardziej naturalnym operatorem sprzezeniana L? jest J: L? — L2, Jf(z) =
f(2). Ma on nastgpujace wlasnosci:

Stwierdzenie 4.34 ([O3]). 1. M,J = JMs5;

2. My,J = JMj dla dowolnego p € L™>;
3. JH? = H2.
Rozwazamy wszystkie operatory sprzezenia C na L? takie, ze
M,C = CM;. (4.58)

Takie operatory badamy w [O7] i nazywamy je M ,—sprzezeniami. Charakteryzacja
wszystkich M,—sprzezen w L? jest dana w twierdzeniu:

Twierdzenie 4.35 ([07]). Niech C bedzie operatorem sprzezenia w L. Nastepu-
jace warunki sq rownowazne:

1. M.C =CMs;,
2. M,C = CMg dla kazdego o € L,

3. istnieje Y € L,

Y| =1, takie, ze C' = My J,

4. istieje 1)’ € L,

Y'| = 1, takie, ze C = JMy.

Innym naturalnym operatorem sprzezenia w L? jest

Jf =, przy czym () L (7). (4.59)

Operator J* ma nastgpujace wlasnosci:
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Stwierdzenie 4.36. 1. M,J*=J"M,,
2. MEJ* = J*Mg,'
3. MyJ* = J*M % dla kazdego p € L™;
4. J*H? = H?.

Naturalnym pytaniem, ktére nasuwa si¢ w zwiazku z wtasnoscia (1) jest to:
jakie inne operatory sprzezenia C' w L? sa przemienne z M., czyli

M.C = CM,. (4.60)

Takie sprzezenia nazywamy M ,—przemiennymi. Ich charakteryzacja jest dana w po-
nizszym twierdzeniu:

Twierdzenie 4.37. [03] Niech C bedzie operatorem sprzezenia w L?. Nastepujqce
warunki sq rownowazne:

1. M.C=CM,,
2. M,C = C’Mw# dla dowolnego ¢ € L™,

3. istnieje funkcja i) € L spetniajgca (z) = ¥ (Z) oraz | (z)| = 1) taka, ze
C = MyJ*,

4. istnieje funkcja ' € L, ¢'(z) = ¢/(Z) oraz |/ (z)| = 1 taka, ze C =
J* My,

RozwazaliSmy réwniez problem, ktére spos§réd M,—sprzgzen badZ M ,—prze-
miennych sprzezei zachowuja przestrzen Hardy’ego H? jako niezmiennicza. Po-
nizszy rezultat pokazuje, ze J* jest w pewnym sensie jedynym o tej wiasnosci.

Stwierdzenie 4.38 ([03]). Niech C bedzie M,—przemiennym sprzezeniem w L.
Jesli C(H?) C H?, to C = \J* dla pewnego \ € T.

Stwierdzenie 4.39 ([03]). Nie istnieje M,—sprzezenie w L2, ktére zachowuje H?.

4.7 Operatory sprzezenia a przestrzenie modelowe

W [O7, O3] bdano relacje migdzy M.—sprz¢zeniami a przestrzeniami modelowy-
mi. Ponizsze twierdzenie udowodniono w [O7, Theorem 4.2] przy zatozeniu, ze
a < 6 natomiast w [O3] juz bez tego zalozenia.
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Twierdzenie 4.40 ([0O3]). Niech «, 7, 0 bedaq funkcjami wewnetrznymi (o, 0 niesta-
te). Niech C bedzie operatorem sprzezenia w L? takim, ze M,C = C M. Zatéimy,
ze C(yK2) C Kj. Wowczas istieje funkcja wewnetrzna (3 taka, ze C = Cg,
ya < B <yl oraz a < 6.

Konsekwencja tego jest fakt, ze operator sprzgzenia Cy jest jedynym M,—
sprzezeniem, ktéry zachowuje Ky.

Whiosek 4.41 ([O3]). Niech «, 0 bedq niestatymi funkcjami wewnetrznymi i niech
C bedzie operatorem sprzezenia w L? takim, ze M,C = CDM;. Przypusémy, ze
C(K2?) C Kg. Wéwczas o < 0 i istnieje funkcja wewnetrzna (3 taka, ze C = Cg
oraza < 3 < 6.

Operator J* ma réwniez ciekawa wtasno$¢ zwiazang z przestrzeniami mode-
lowymi, czyli J*(K, 92) =K 92#. Co wigcej, w pewnym sensie jest jedynym M ,—
przemiennym sprzezeniem z ta wlasnoscia.

Twierdzenie 4.42 ([O3]). Niech «,0 beda niestaltymi funkcjami wewngtrznymi
oraz niech C bedzie M,—przemiennym sprzeieniem w L2, czyli M,C = CM.,.
Zatozimy, ze C(K2) C Kg. Wéwcezas o < 0% oraz C = \J* przy A € T.

Whiosek 4.43 ((03]). Nieh C bedzie M,—przemiennym sprzeieniem w L?. Zatoz-
my, Ze istnieje niestata funkcja wewnetrzna 0 taka, ze C(K, 92) C K 92#. Wowczas
C=XN"przyAeT.

Twierdzenie Beurlinga opisuje wszystkie podprzestrzeie niezmiennicze dla ope-
ratora przesunigcia S. Sa one postaci #H? dla funkcji wewnetrznej . Rozwazali-
Smy M ,—przemienne sprzgzenia przeksztatcajace jedna S—niezmienniczg podprze-
strzefi w drugg.

Twierdzenie 4.44 ([O3]). Niech 0 i o bedq funkcjami wewnetrznymi i niech C
bedzie operatorem sprzeienia w L? takim, ze C M, = M,C. Wowczas C(aH?) C
OH? wtedy i tylko wtedy, gdy 00% < aa¥ oraz C = CpJ*Cy, gdzie [3 jest takq
funkcjq wewnetrzng, ze 0 < 8, B37 = aa. Ponadto w tym przypadku zachodzi
C(aH?) = BH?.

Whiosek 4.45 ([O3]). Niech 0 bedzie funkcjq wewnetrzng i niech C bedzie M ,—
przemiennym sprzezeniem w L2, Wowczas

1. C(0H?) C 0H? wtedy i tylko wtedy, gdy C = \CypJ*Cy przy A € T;
2. C(0H?) C 6% H? wtedy i tylko wtedy, gdy C = \J* przy X € T.
Stwierdzenie 4.46 ([O3]). Niech 0 i « bedq funkcjami wewngtrznymi. Nie istnieje

M —sprzezenie w L2, ktére przeksztatca a H? na O H?.
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Zatézmy, ze «, 6 sa funkcjami wewngtrznymi takimi, ze « dzieli . W tym
przypadku przestrzen modelowa K, 92 ma rozktad ortogonalny K, 92 =Ko %K 2@

Z takim rozkladem w naturalny sposéb zwiazany jest kolejny operator sprze;ienaia
na K7 okreslony wzorem:

C&Q =C, dally a,
T “ o o (4.61)
C,.0(91+ag2) =Cogi + aCogs = az gy + 0z g
dag € K2, 90 € K % Latwo zauwazy¢, ze M, nie jest C,, o —symetryczny.
Roéwniez C 2 nie jest Zamesmemem do Ke zadnego M, sprzgzema C na L2
Jednakze zac1esnlen1a C, e do przestrzeni K2 i K7 FOKS 2 sa réwne zaciesnieniom
pewnych (ré6znych) M, sprzezen Ponizsze twierdzenie pokazuje, ze C, o iCpsa
jedynymi operatorami sprzezenia w K7 ¢ z ta wlasnoScia.
Twierdzenie 4.47 ([O7]). Niech o, 0 bedq niestatymi funkcjami wewngtrznymi
takimi, ze o < 6 i niech C bedzie operatorem sprzezenia na Ke Zatoimy, ze
istniejq operatory sprzgzenia Cy, i = 1,2, na L? przy M, C; = C;M; takie, Ze
C’\Kz = Ci|gz oraz C|K29K2 = Cg\KQSKz Wtedy C = Cy lub C = Cpo =
Cy®alCoa.

4.8 Operatory sprzezenia a obcigte operatory Toeplitza

Twierdzenie 4.48 ([03]). Niech 0 bedzie niestatq funkcjq wewnetrzng i niech C
bedzie operatorem sprzezeniaw L? takim, ze O(K, 92) CK 92#. Nastepujqace warunki
sq rownowazne:

1 Ae LC = CA9 na Kj 2 dla wszystkich ¢ € H>,

2. A% C = CA? na K2,

3. istnieje funkcja yp € H taka, Ze C) K2 = J* A oraz A¢ Jest izometigq,

4. istnieje funkcja+)’ € H taka, 7e C K2 = Afﬁ J "}(3 oraz Afﬁ Jjest izometriq.
Stwierdzenie 4.49 ([03]). Niech 0 bedzie funkcjq wewnetrzng takq, ze 0% = 6

oraz niech C bedzie operatorem sprzezenia w K, 92. Wowczas ponizsze warunki sq
rownowazne:

1. AZ#C = C’AZ dla wszystkich p € H*,
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2. A%C = CAY,

3. C=MIsoprzyAeT.
|K3

Ponizsze twierdzenie opisuje operatory sprzezenia spetniajace réwnanie A’C' =
C A,
z

Twierdzenie 4.50 ([O3]). Niech 0 bedzie funkcjq wewnetrzng i niech C bedzie
operatorem sprzgzenia w K, 92. Woczas nastepujace warunki sq rownowazne:

0 _ 0 :
1. A@C = CA¢ dla wszystkich ¢ € H*,
2. A%C =CAY,
3. istnieje funkcja v € H* taka, ze C = AZ)C@ oraz Azj Jjest unitarny,
4. istnieje funkcja 1)’ € H taka, ze C = C@A% oraz Afﬁ, Jjest unitarny.
Stad mamy:

Whiosek 4.51 ([03]). Jesli C jest operatorem sprzezenia w K oraz kaidy A €
T(K2) jest C—symetryczny, to C' = Abe'g dla pewnego o) € H takiego, Ze AZ
jest unitarny.

4.9 Operatory sprzezeniaw L> @ L*

. [ D1 Dy
Niech C = [ Ds Dy
1,2,3,4. Woéwczas C jest operatorem sprzezenia na H @ H wtedy i tylko wtedy,
gdy zachodza ponizsze warunki:

}, gdzie D; sa antyliniowymi operatorami na H dla j =

Dy = D!, Dy = D}, D3 = D}, (4.62)
DyD§ + D3Dy =1, DDy + DyDi =1, (4.63)
DiD, + D4DY = 0. (4.64)

M, 0

Oznaczmy M, = { } . W publikacji [O4] badali$my, jakie warunki musi

0 M,
spetnia¢ C, aby by¢ M ,—sprzgzeniem, czyli spetniac

M. C = CM:, (4.65)

oraz kiedy C jest przemienny z M. Ponizej podajemy charakteryzacje M ,—prze-
miennych sprzezen w L? @ L2
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Twierdzenie 4.52 ([04]). Niech C bedzie antyliniowym operatorem w L*> & L.

D1 D
Wtedy C = [Dé D2 Jjest operatorem sprzezenia takim, ze M,C = CM, wtedy
2 4
i tylko wtedy, gdy istniejq funkcje 1; € L™, i = 1,2, 4, takie, ze D; = My, J* oraz
Wi =%, of =9, (4.66)
[91? = [al® =1 [y, (4.67)
Wi o + v s = 0. (4.68)

Podajemy réwniez charakteryzacje wszystkich M,—sprzezen w L% @ L2,
Twierdzenie 4.53 ([04]). Niech C bedzie antyliniowym operatorem na L?(C?).
Dy Dy
Di Dy
wtedy i tylko wtedy, gdy istniejq funkcje 1; € L™, i = 1,2, 4, takie, ze D; = My, J
oraz

Wowczas C = [ ] jest operatorem sprzezenia takim, Ze M,C = CMj

[1]? = |ha]> =1 — |ib]?, (4.69)
P11 + Porhg = 0. (4.70)

5 Operatory sprzezenia w L>('H)

Praca [O4] po§wigcona jest badaniu operatoréw sprzezenia w przestrzeniach L?
o warto$ciach w pewnej przestrzeni Hilberta H. Ten kierunek badai ma uzasad-
nienie w teorii B. Sz.-Nagy—C. Foiasa [20, Rozdzial 3], ktéra méwi, ze kazda catl-
kowicie nie-unitarna kontrakcja jest unitarnie rOwnowazna operatorowi mnozenia
przez zmienng niezalezng w pewnej przestrzeni modelowej zadanej przez funkcje
wewnetrzng o warto$ciach operatorowych. Innymi stowy, uzyskane wyniki w [O4]
moga by¢ przeniesione, przy odpowiednich zatozeniach, poprzez unitarng réwno-
waznos¢ na kontrakcje w przestrzeniach Hilberta. Na przyktad zatozenie, ze L?(H)
jest przestrzenia funkcji wektorowych w skoficzenie wymiarowej przestrzeni Hil-
berta H oznacza, ze wymiar przestrzeni defektu dla tych kontrakcji jest skoriczony.

Dla zespolonej osrodkowej przestrzeni Hilberta H oznaczmy przez L*(H)
przestrzen wszystkich funkcji mierzalnych f: T — H, ktdére spehniaja

/ 1£(2)[2dm(2) < oo. 5.1)
T

Niech H?('H) oznacza podprzestrzen L?(H) ztozona z tych funkcji z L?(H),
dla ktérych wspétczynniki Fouriera o ujemnych indeksach sg zerowe.

27



Oznaczmy przez H*°(B('H)) zbiér wszystkich ograniczonych funkcji anali-
tycznych o wartosciach w B(H), F: D — B(H) znorma ||F||s = sup{||F(\)]| :
|A| < 1}. Mozemy tez rozwazac funkcje na okregu jednostkowym. Funkcja F: T —
B(H) jest mierzalna, jesli dla kazdego « € H funkcja z — F(z)z jest mierzal-
na. Oznaczmy przez L°°(B(H)) przestrzeii wszystkich takich funkcji mierzalnych
F, ktore sa istotnie ograniczone. Kazda F € L*°(B(H)) dopuszcza rozwinigcie
Fouriera

oo
F= Y Fpuen, (5.2)
n=—oo
dane przez szereg formalny z F,, € B(H) dla n € Z, a wspdtczynniki F), sa
okreslone jako

Fnh:/zan(z)hdm(z) dla heH. (5.3)
T

Przestrzeii H*°(B(’H)) moze by¢ widziana jako podprzestrzei L>°(B(H)) ztozo-
na z tych funkcji F, ktérych wspétczynniki Fouriera F;, zeruja si¢ dlan < 0.
Niech F € L>°(B(H)). Okre$lmy ograniczony operator liniowy Mg na L?(H):
dlaf € L?(H),
(Mg f)(z) =F(2)f(2) pw.naT.

W szczegdlnosei dla f € L?(H) mamy p.w. na T
(M.f)(z) = 2f(2) oraz (M:f)(z) = zf(z2).

Oznaczmy przez BA(H) przestrzefi ograniczonych i antyliniowych operato-
réw na H. Podobnie definiujemy mierzalng funkcje F: T — BA(H) i oznacza-
my przez L>°(BA(H)) przestrzei wszystkich mierzalnych, istotnie ograniczonych
funkcji o wartosciach w BA(H). Dla kazdego C € L*>°(BA(H)) okreslmy ogra-
niczony, antyliniowy operator Ac na L?(H): dla f € L?(H),

(Acf)(z) =C(2)f(z) pw.naT.

Niech J bedzie operatorem sprzezenia w H. Wtedy mozemy okresli¢ dwa opera-
tory sprzezenia J oraz J* na L?('H) poprzez

(Jf)(2) = J(£(z)) pw.naT (5.4)

oraz
(Jf)(z) = J(f(2)) p.w.naT. (5.5)

Wszystkie M ,—przemienne sprzezenia na L?(H) sa scharakteryzowane w po-
nizszym twierdzeniu.
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Twierdzenie 5.1 ([O4]). Niech J bedzie operatorem sprzezenia na H. Nastepujqgce
warunki sq rownowazne:

1. C jest operatorem sprzezenia w L*(H) takim, ze CM, = M,,C,

2. istnieje U € L*™°(B(H)) taki, ze U(z) jest operatorem unitarnym dla prawie
wszystkich z € T, My jest J*—symetryczny oraz C = MyJ* = J*My-.

Charakteryzacja M ,—sprzezen w L?(H) jest dana ponizej.

Twierdzenie 5.2 ([04]). Niech C bedzie operatorem antyliniowym na L?(H).
Wowczas nastepujqace warunki sq rownowazne:

1. C jest operatorem sprzezenia na L?(H) takim, ze M,C = C M3,

2. istnieje Co € L>*°(BA(H)) taki, zZe C = Ac, oraz Cy(z) jest operatorem
sprzeZenia dla prawie wszystkich z € T,

3. dla dowolnego operatora sprzezenia J w 'H istnieje U € L*°(B(H)) taki,
ze U(z) jest J—symetrycznym, unitarnym operatorem dla prawie wszystkich
z € Toraz C = Myd = JMy-.

Niech .J bedzie dowolnym operatorem sprzezenia w H. Wtedy J*(H?(H)) C
H?(H). Ponizsze twierdzenie opisuje wszystkie M,—przemienne sprzezenia z ta
wlhasnoscia. Zauwazmy, ze jesli C jest operatorem sprzezenia w L?(H) spetniaja-
cym C(H?%(H)) C H?(H), to musi zachodzi¢ C(H?(H)) = H?(H).

Twierdzenie 5.3 ([0O4]). Niech J bedzie dowolnym operatorem sprzezenia w 'H
oraz niech C bedzie operatorem sprzezenia w L%(H) takim, ze CM, = M,C.
Jesli C(H%(H)) C H2(H), to istnieje unitarny, J—-symetryczny operator Uy €
B(H) taki, ze C = MyJ* = J*Muy-, gdzie U jest stalq funkcjq o wartosciach
operatorowych U(z) = Uy dla prawie wszystkich z € T.

Zauwazmy, ze J(H2(H)) ¢ H2(H).Ponadto J(H2(H)) = L2(H)ozH%(H).
W istocie mamy:

Stwierdzenie 5.4. Nie istnieje M —sprzezenie w L?(H), dla ktérego H*(H) jest
niezmiennicza.
5.1 Operatory sprzezenia a przestrzenie modelowe w L?(H)

W tym rozdziale zaktadamy, ze dim’H = d < oo. Funkcja © € H*(L(H))
nazywana jest wewnetrzng, jesli jej wartosci brzegowe sg unitarnymi operatorami
w B(H) prawie wszgdzie na T. Pzypusémy, ze ||©(0)| < 1, méwimy wtedy, ze
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© jest czystq funkcja wewnetrzna. Odpowiadajaca jej przestrzen modelowa jest
okreslona jako Ko = H?(H)© ©H?(H). Niech Pg bedzie projekcja ortogonalng
na Kg. Zauwazmy, ze podprzestrzein K& = Kg N L*°(H) wszystkich funkcji
ograniczonych na Kg jest ggsta w Kg.

Operator mmodelowy Sg € L(Kg) jest okreslony jako

(S@f) = P@(sz) dlaf € Kg. (5.6)

Z |7, Twierdzenie 3.1] wynika, ze Sg jest zespolono symetryczny wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy istnieje operator sprzgzenia J w H taki, ze © jest J—symetryczny.
W takim przypadku O(z)J jest operatorem sprzezenia w H dla prawie wszystkich
z € T i w konsekwencji MoJ jest operatorem sprzezenia w L%(H) dzigki Twier-
dzeniu 5.2. Od teraz bedziemy zaktadac, ze © jest J—symetryczny. Wéwczas Cg s
definiowany jako

Cof(2) = O(2)z(If)(2) = O(2)zJ(f(z)) pw.naT

(czyli, Co g = M@ng ) jest operatorem sprzezenia na L?(H), dla ktérego Ke
jest niezmiennicza.

Ponizsze twierdzenie charakteryzuje wszystkie M —sprzg¢zenia, dla ktérych
przestrzen modelowa jast niezmiennicza.

Twierdzenie 5.5 ([04]). Niech C bedzie M ,—sprzezeniem na L*(H) i niech © €
L>(B(H)) bedzie J—symetrycznq czystq funkcjq wewnegtrzenq, gdzie J jest ope-
ratorem sprzezenia na ‘H. Przypusémy, ze Kg jest niezmiennicza dla C. Wowczas
C = MvyCe,j, gdzie V jest funkcjq statq V (z) = Vy i V jest unitarny p.w. na T,
takq, Ze M~ jest Cg_j—symetryczny.

Niech A i © beda funkcjami wewngtrznymi o warto$ciach operatorowych. M6-
wimy, ze A dzieli © (A < ©), jesli A*© € H>*(B(H)).

Ponizej opisujemy wszystkie M, lub M ,—przemienne sprzg¢zenia przeksztat-
cajace jedna przestrzei modelowa w druga.

Twierdzenie 5.6 ([04]). Niech ©, A € H*(B(H)) bedq czystymi funkcjami we-
wnetrznymi oraz zatoimy, Ze istniejq operatory sprzeien Jo, Jn w 'H takie, Ze
O jest Jo—symetryczny i A jest Jy—symmetryczny. Ponadto niech C bedzie M ,—
sprzezeniemw L2 (H). Wowczas C(Kp) C Ko wtedy i tylko wtedy, gdy C = Cr
dla pewnej funkcji wewnetrznej I' € H®(B(H)) oraz dla pewnego operatora
sprzezenia J w 'H takiego, ze A < ' < © i [ jest J—symmetryczny. W szcze-
golnosci wtedy A < ©.

Twierdzenie 5.7 ([O4]). Niech ©,A € H*(B(H)) bedq czystymi fukcjami we-
wnetrznymi i zalozmy, Ze istniejq operatory sprzezenia Jo, Jy w 'H takie, Ze O jest
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Jo—symetryczny oraz A jest Jy—symetryczny. Zatoimy, ze C jest M ,—przemiennym
sprzezeniem w L?(H). Wowczas C(Ky) C Kg wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
unitarny, Jy—symetryczny operator Uy € B(H) taki, ze C = My, J}, gdzie Uy
Jest statq funkcjq o wartosciach operatorowych, Uy (z) = Uy dla prawie wszyst-
kich z € T oraz UpA# < O.

Zatézmy, ze ©, A € H*°(B(H)) sa funkcjami wewngtrznymi. Niech J bedzie
operatorem sprzgzenia w H. Okres§lmy

C/}’@ = M@J*MA*.

Wtedy C?’@ jest antyliniowa isometrig oraz C/}’@ przeksztatca przstrzen AH?(H)
na © H2(H).

Stwierdzenie 5.8 ([04]). Antyliniowy operator Cﬁ’e Jjest inwolucjq (a zatem ope-
ratorem sprzezenia w L?(H)) wtedy i tylko wtedy, gdy

O(2)JA*(2) = A(2)JO%(2) pw. naT. (5.7)

Twierdzenie 5.9. Niech ©, A € H*>(B(H)) bedq funkcjami wewngtrznymi oraz
niech J bedzie operatorem sprzeienia w 'H. Istnieje M ,—przemienne sprzeZenie C
w przestrzeni L*(H) takie, ze C(AH?(H)) C ©H?(H) wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje funkcja wewngtrzna W € H*°(B(H)) taka, ze

(TA*©); = (VA*O)*. (5.8)

W tym przypadku, C = C/}’F dla pewnej funkcji wewngtrznej T' € H*°(B(H))
takiej, ze © < T’ oraz
LAY = AT, (5.9)
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6.1 Refleksywnosé¢

Zagadnienie refleksywnosci jest zwiazane z dobrze znanym problemem istnienia
nietrywialnej podprzestrzeni niezmienniczej. Mianowicie operator nazywany jest
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refleksywnym, jesli ma te same podprzestrzenie niezmiennicze, co domknigta al-
gebra generowana przez ten operator i identyczno$¢. Refleksywnos¢ poczatkowo
zostata okres§lona dla algebr operatorowych i pojedynczych operatoréw (D. Sara-
son). Definicja refleksywnoSci zostata péZniej uogdélniona na podprzestrzenie ope-
rator6w [13], co z punktu widzenia topologii wydaje si¢ bardziej naturalnym spoj-
rzeniem na problem refleksywnosci.

Niech M C B(H) bgdzie domknigta podprzestrzenia. Domknigcie refleksywne
M definiujemy jako

Ref M ={T € B(H): Th € [Mh] dlakazdego h € H}.

(Tu [z] oznacza domknigta podprzestrzen generowang przez z.) Podprzestrzeii M
nazywamy refleksywnq, jesli M = Ref M. Jesli zas Ref M = B(H), to méwimy,
ze M jest tranzytywna. W przypadku, gdy podprzestrzen jest stabo*-domknigta, jej
refleksywnos$¢ jest rownowazna gestoSci operatoréw rzedu jeden w jej preanihila-
torze [14]. Z kolei tranzytywnosc oznacza, ze w preanihilatorze nie ma operatoréw
rzgdu jeden. Oznaczmy przez 7c przestrzen wszystkich operatoréw §ladowych na
'H i przez F}, zbi6r operatoréw, ktérych rzad jest nie wigkszy niz k. Preanihilator
podprzestrzeni M C B(H) jest okreslony jako

My ={t € rc:tr(Tt) = 0dlakazdego T € M}.

Dla stabo*-domknigtej podprzestrzeni M refleksywnos¢ jest rownowzna réwnosci
M, = [My N Fy], za$ tranzytywno$¢ M oznacza, ze M N F; = 0 ([14]).
To prowadzi w naturalny sposéb do definicji k-refleksywnosci ([2]). Méwimy, ze
podprzestrzen M jest k—refleksywna, jesli M| = [M | N Fy].

Niech C' begdzie operatorem sprzgzenia w przestrzeni Hilberta 7. Oznaczmy
zbidr wszystkich C—symetrycznych operatorow przez

C={T e B(H): CTC =T*}.

Operator A nazywany jest C—skosnie—symetrycznym, jesli CAC = —A*. Znanym
faktem jest, ze kazdy operator A € B('H) moze by¢ przedstawiony jako suma C—
symetrycznego i C'—skoS$nie-symetrycznego operatora, czyli A = X + Y, gdzie
X =1(A+CA*C),Y = L{(A— CA*O).

W pracy [P1] udowodniliSmy, ze podprzestrzen wszystkich C'—sko$nie—syme-
trycznych operatoréw w H jest refleksywna. Z kolei podprzestrzen C jest bardzo
daleka od bycia refleksywna. W istocie przestrzeni wszystkich C'—symetrycznych
operatoréw na H jest tranzytywna ([P13]), czego konsekwencja jest to, Ze nie ma
operatoréw rzedu jeden w preanihilatorze C. Jednakze mozemy opisaé wszystkie
operatory rzgdu dwa w C i to pozwolito nam udowodni¢ 2-refleksywnos¢ prze-
strzeni C ([P13]).
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Rozwazmy teraz klasyczna przestrzei Hardy’ego H? oraz {e;};en bazg ka-
noniczng w H?2. Oznaczmy przez 7 przestrzein wszystkich operatoréw Toeplit-
zana H?, czyli T = {T; : ¢ € L*}, oraz przez M, podprzestrzefi postaci
T + C(e; ® e,). W pracy [P7] dowodzimy, ze ta podprzestrzen M., nie jest
refleksywna ale jest 2-refleksywna.

Poniewaz wtasnos¢ refleksywnosci nie jest zazwyczaj dziedziczna, do uzyska-
nia dziedziczno$ci wymagane jest dodatkowe zatozenie, ktérym jest wlasnos¢ za-
zwyczaj nazywana A /.. W [P7] dowodzimy, ze podprzestrzefi M, = 7+C(e;®
em) ma wlasnos¢ A /4 i w konsekwencji uzyskujemy, ze kazda stabo*-domknigta
podprzestrzen zawarta w M;,,, = 7 +C(e; ® ey, ) jest 4-refleksywna. Uzyskujemy
réwniez silniejsza wtasnos$¢, czyli 2-hyperrefleksywnosé¢ M;,,, = 7 + C(e; ® e,)
ze stata ko (M) < 2.

Wyniki te zostaly uogdlnione w [P9], gdzie rozwazaliSmy

M =span{e;®e; : (i,5) € J}
oraz podprzestrzenie postaci
M=T+Mj=span{T, +g:p €L ge My},

tu J jest skonczonym podzbiorem N xN. PokazaliSmy, ze M jest stabo*-domknigta,
nie jest refleksywna, ale jest 2-refleksywna. Jest ona ponadto 2-hyperrefleksywna
ze stalg ko (M) < 2.

Pojecie bikraty zostalo wprowadzone przez V. Shulmana w [17] jako uogdl-
nienie krat podprzestrzeni. Badania te byty kontynuowane w [19]. Niech H, K
beda przestrzeniami Hilberta. Oznaczmy przez P(H) kratg wszystkich ortogonal-
nych projekcji na ‘H. Jesli M, N C 'H sa domknigtymi podprzestrzeniami mozemy
zdefiniowad dwa dziatania fqczenie MV N = cl{f+g: f € M,g € N} oraz prze-
cigcie M NN = M N N. Czesto identyfikujemy domknieta podprzestrzen liniowa
z projekcja ortogonalna na nia. Zatem P(H) z dziataniami taczenie i przecigcie
stanowi krat¢ zupelna. Kratq podprzestrzeni nazywamy SOT-domknigta podkra-
te L C P(H) taka, ze 0,1 € L. Krata podprzestrzeni L jest refleksywna, jesli
L = Lat Alg £ [15].

Bikratq nazywamy zbiér ¥ C P(H) x P(K) takich, ze (0, I), (1,0), (0,0) € &
oraz jesli (P, Q1), (P2, Q2) € X,t0 (PLA P, Q1VQ2),(P1V P2, Q1 NQ2) € X.

Niech ¥ C P(H) x P(K) bedzie bikrata. Mozemy wtedy zdefiniowa¢ pod-
przestrzen

opX ={T € B(H,K): QTP =0, V(P,Q) € ¥}.

Zauwazmy, ze op 2 jest refleksywna, a ponadto wszystkie refleksywne podprze-
srzenie sa takiej postaci. Z kazda podprzestrzenia S C B(H, K) mozemy powiazaé
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bikratg bil S dana jako

bilS = {(P,Q) : QSP = {0}}.

Bikrate ¥ C P(H) x P(K) nazywamy refleksywna, jesli bilop ¥ = X.
Dla danej kraty podprzestrzeni £ mozemy zdefiniowaé bikratg 3., jako

S ={(P,Q): istnieje L € Lprzy P < L < Q*}.

Fatwo zauwazy¢, ze dla dowolnych P,Q € P(H) pary (P,0), (0,Q) naleza do
Y.r. Z kolei dla danej bikraty > mozna skonstuowaé krate

Ly ={PoQ":(P,Q) €%}

W pracy [P8] opisano zaleznos$ci migdzy refleksywnoscia £ a refleksywnoscia
Y. Opisano réwniez zaleznos$¢ refleksywnosci ¥ a refleksywnosci Ly;. Udowod-
niono w szczeg6lnosci, ze jesli L jest krata podprzestrzeni, to op X, = alg £ oraz
bilop Yz = Yiatalg £. W konsekwencji otrzymano, ze refleksywnos¢ L jest réw-
nowazna refleksywnosci X .

Z kolei w [P8] pokazano, ze refleksywnoS$¢ bikraty 3. implikuje refleksywnos§é
Ly, ale przeciwna implikacja nie zachodzi, co zilustrowano przyktadem.

6.2 Hyperrefleksywnosc

Hyperrefleksywnosc jest wtasnoscia silniejsza niz refleksywnos¢. Badania nad nia
zapoczatkowat W. T. Arveson [1], ktéry udowodnit, ze odlegto§¢ dowolnego ope-
ratora T' € B(H) od refleksywnej algebry gniazdowej A jest dana przez réwnos¢:

dist(T, A) = sup{||(I — P)TP| : P € Lat A},

innymi stowy, algebra A jest hyperrefleksywna ze stata 1. Pojecie hyperrefleksyw-
no$ci wprowadzone bylo najpierw dla algebr operatorowych, a nastgpnie uogol-
nione na podprzestrzenie operatorowe przez J. Krausa i D. Larsona. Podprzestrzen
operatoréw M jest hyperrefleksywna, jesli istnieje stata ¢ > 0 taka, ze dla dowol-
nego 7' € B(H) zachodzi

dist(T, M) < ¢ sup{||QTP|| : P,Q projekcje takie, ze QMP = 0}.  (6.1)
Oznaczmy przez (7', M) supremum po prawej stronie (6.1). Wielkos¢ a(7', M)
moze by¢ réwniez obliczona przy wykorzystaniu operatorow rzedu jeden, miano-
wicie

a(T, M) = sup{[tr(Tt)| : t € ML OVFy [[El < 1} (6.2)
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W Swietle powyzszego naturalnym uogdlnieniem hyperrefleksywnosci jest pojecie
k-hyperrefleksywnosci (wprowadzone w [P6]). Podprzestrzeii M C B(H) nazy-
wamy k—hyperrefleksywnq, jesli istnieje stata ¢ > 0 taka, ze

dist(T, M) < e sup{|tr(Tt)| : t € My N Fy, ||t]|1 < 1}. (6.3)

Artykut [P6] jest po§wigcony k—hyperrefleksywnosci podprzestrzeni operato-
réw. Jego podstawa jest moja rozprawa doktorska. Podajemy tam wiele podsta-
wowoych wynikéw dotyczacych k-hyperrefleksywnosci, jak réwniez formutuje-
my warunki réwnowazne i dowodzimy, ze pod pewnymi warunkami wlasnos¢ ta
jest dziedziczna. Badamy takze problem, jak zachowuje si¢ k-hyperrefleksywnosé
wzgledem sumy ortogonalnej. To znajduje zastosowanie w konstuowaniu intere-
sujacych przyktadéw, przyktadowo pokazujemy, ze istnieje k—refleksywna ale nie
k-hyperrefleksywna podprzestrzen. Dowodzimy ponadto 2-hyperrefleksywnosci
przestrzeni wszystkich operatoréw Toeplitza. Badamy takze podprzestrzenie skoi-
czenie wymiarowe i dowodzimy w szczegdlnosci, ze kazda k—wymiarowa pod-
przestrzen (k > 2) jest k—hyperrefleksywna.

Davidson w [8] uzyskat rezultat, ze operator przesunigcia jednostronnego jest
hyperrefleksywny ze stalg co najwyzej 19. W [P5] pokazaliSmy, ze stala ta nie jest
wigksza niz 12, ponadto uzyskaliSmy hyperrefleksywno$¢ operatoréw quasinor-
malnych ze stala co najwyzej 259. Z tego twierdzenia wynika miedzy innymi, ze
kazda izometria jest hyperrefleksywna.

Problem hyperrefleksywnosci rozwazany byt réwniez w [P13, P1]. Udowod-
niliSmy w [P1], ze jesli C jest operatorem sprzgzenia w przestrzeni Hilberta 7,
to podprzestrzen wszystkich C—skos$nie—symetrycznych operatoréw na H jest hy-
perrefleksywna ze stalg co najwyzej 3 oraz 2-hyperrefleksywna ze stala 1. Dla
podprzestrzeni wszystkich C'—symetrycznych operatoréw nie mozna oczekiwac, ze
jest ona hyperrefleksywna (gdyz nie jest refleksywna), ale uzyskaliSmy w [P13], ze
jest 2-hyperrefleksywna ze statg 1.

Pojecie hyperrefleksywnosci dla bikrat zostato wprowadzone i badane w [P10].
Dla bikraty ¥ C P(H) x P(K) oraz pary projekcji (P, Q) € P(H) x P(K)
definiujemy

a((P,Q),%) = sup{[|QTP : |T| <1,T € op X}

oraz
d((P,Q),%) = inf{[|P — L1|| + |@ — La|| : (L1, L2) € Z}.

Zauwazmy, ze o((P,Q),Y) < d((P,Q),X).
Bikrata ¥ C P(H) x P(K) nazywana jest hyperrefleksywnq, jesli istnieje stata
k > 0taka, ze d((P, @), %) < ra((P,Q),X), dla kazdej pary (P,Q) € P(H) x
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P(K). Infimum po wszystkich statych x oznaczamy przez x(X) i nazywamy stalq
hyperrefleksywnosci dla X..

W [P10] dowodzimy, ze hyperrefleksywnos$¢ bikraty ¥ imlikuje jej refleksyw-
no$¢. Ponadto hyperrefleksywno$¢ krat podprzestrzeni jest dziedziczna w tym sen-
sie, ze jesli M jest hyperrefleksywna krata podprzestrzeni ze stala a, £ jest pod-
krata M, to, jesli istnieje stata b > 0 taka, ze

d(M, L) < ba(M, L)

dla wszystkich M € M, L jest hyperrefleksywna ze stata k(L) < a + b + 2ab.

Ponadto w [P10] uzyskano wynik, ze jesli bikrata X jest hyperrefleksywna, to
krata Ly, jest hyperrefleksywna, ale hyperrefleksywnos¢ Ly nie implikuje hyperre-
fleksywnosSci 3, co zilustrowano odpowiednim przyktadem. Pokazujemy réwniez,
ze dla kraty podprzestrzeni £ zachodzi implikacja: jesli 3., jest hyperrefleksywna,
to L jest hyperrefleksywna.

6.3 Operatorowa refleksywnos¢ oraz operatorowa hyperrefleksywnos¢
krat podprzestrzeni

Niech H bedzie przestrzenig Hilberta oraz niech P(H) oznacza zbiér wszystkich
projekcji ortogonalnych w H. Krata projekcji £ C P(H) nazywana jest operato-
rowo refleksywnq (lub 1-domknietq), jesli L = ref L. W [18] pokazano, ze pewne
wazne klasy krat podprzestrzeni (na przyktad zwarte lub refleksywne w zwyktym
sensie) sa operatorowo refleksywne. Udowodniono réwniez, ze wszystkie kraty
podprzestrzeni sg algebraicznie refleksywne. Postawiono tam jednak otwarty pro-
blem: czy wszystkie kraty podprzestrzeni sa operatorowo refleksywne. W publika-
cji [P12] dowodzimy, ze odpowiedZ jest negatywna. Konstruujemy przyktad silnie
domknietej kraty projekcji £ ¢ P(H), ktorej operatorowo-refleksywna otoczka
jest catym P(H). Oznacza to, ze L nie jest operatorowo refleksywna.

Dla kraty podprzestrzeni £ C P(H) oraz projekcji P € P(H) oznaczamy
przez

dist(P, £) = inf{|P ~ Qs Q€ £} = int sup [Pz~ Qa

flz[I<1
odlegtos¢ P od L. Za [9] definiujemy
B(P, L) = sup{||PLAPH; A€ (alg L)1},

gdzie (alg L)1 oznacza zbiér wszystkich kontrakcji w alg £. Latwo zauwazy¢, ze
B(P, L) < 2dist(P, L) dla dowolnego P. Krata podprzestrzeni £ nazywana jest
hyperrefleksywna, jesli istnieje stata dodatnia « taka, ze

dist(P, L) < kB(P,L) dlakazdego P € P(H). (6.4)
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Infimum (L) po wszystkich statych  spetniajacych (6.4) nzywamy stalq hyperre-
fleksywnosci dla L. Kazda hyperrefleksywna krata podprzestrzeni jest refleksywna,
ale przeciwna implikacja zazwyczaj nie zachodzi.

W artykule [P2] wprowadzamy inny sposéb mierzenia odlegtosci dla krat pod-
przestrzeni, ktory jest naturalng analogia do odlegto$ci wprowadzonej przez Arve-
sona. Dla kraty podprzestrzeni £ i P € P(H) okreslmy

a(P, L) = sup{dist(Pzx, Lz); ||z|| <1} = sup inf |[|[Pzx— Q.
<1 Q€L

Zauwazmy, ze o(P, L) < dist(P, £). Kratg podprzestrzeni £ nazywamy ope-
ratorowo hyperrefleksywna, jesli istnieje stala ¢ > 0 taka, ze

dist(P, £) < ca(P, L), forall P e P(H). (6.5)

Infimum ¢(L£) po wszystkich statych ¢ spetniajacych (6.5) nazywamy statq opera-
torowej hyperrefleksywnosci dla L. Latwo zauwazy¢, ze kazda operatorowo hyper-
refleksywna krata jest operatorowo refleksywna.

W publikacji [P2] badamy relacje migedzy refleksywnoscia, hyperrefleksywno-
Scia, operatorowa refleksywnoscia a operatorowa hyperrefleksywnoscia krat pod-
przestrzeni. W szczegdlnosci dowodzimy, ze kazda hyperrefleksywna krata pod-
przestrzeni jest operatorowo hyperrefleksywna. Ponadto, jesli £ jest hyperreflek-
sywna krata podprzestrzeni ze stata hyperrefleksywnosci (L), to stata dla operato-
rowej hyperrefleksywnosci dla £ jest nie wigksza niz 4x(L). Uzyskujemy réwniez
wynik, ze kazda skoficzona krata podprzestrzeni £ = {Ly,...,L,} C P(H) L
jest operatorowo hyperrefleksywna oraz ¢(£) < y/n. Konstruujemy operatorowo
refleksywna kratg podprzestrzeni, ktéra nie jest operatorowo hyperrefleksywna, a
takze dowodzimy, ze operatorowa hyperrefleksywnos¢ jest dziedziczna na podkra-
ty podprzestrzeni oraz zachowuje si¢ poprzez sumy otrogonalne.

Podsumowujac, w [P2] pokazano, ze ralacje migdzy tymi witasno$ciami krat
podprzestrzeni sa jak w ponizszym diagramie:

refleksywno§¢ = operatorowa refleksywnos¢

TT fr

hyperrefleksywnos¢ = operatorowa hyperrefleksywnos¢

Implikacje przeciwne do tych w diagramie nie zachodza, co zostato zilustrowane
odpowiednimi przyktadami.

6.4 Charakteryzacja operatoréw Toeplitza oraz obcietych operato-
row Toeplitza przez operatory sprze¢zenia
W [P11] udowodniliSmy, ze operatory Toeplitza maja t¢ ciekawa wlasnosc, ze mo-

ga by¢ scharakteryzowane przez rodzing operatoréw sprzgzenia. W pracy tej row-
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niez uzyskaliSmy charekteryzacjg¢ za pomoca operatoréw sprzezenia dla obcigtych
operaotréw Toeplitza w pewnych szczegélnych przypadkach przestrzeni modelo-
wych. Najpierw rozwazaliSmy przypadek, kiedy przestrzeh modelowa zadana jest
przez funkcje wewnetrzng bedaca iloczynem Blaschkego z pojedyficzym zerem,
nastgpnie badaliSmy przypadek, gdy funkcja wewngtrzna jest skoriczonym iloczy-
nem Blaschkego z r6znymi zerami. PodaliSmy réwniez charakteryzacje obcigtych
operatoréw Toeplitza na przestrzeni modelowej zadanej przez nieskonczony ilo-
czyn Blaschkego, ktérego zera sa jednostajnie separowalne.

6.5 Dualne obcigte operatory Toeplitza

W pracy [P3] wprowadzamy i badamy nowe pojecie asymetrycznych dualnych
operatoréw Toeplitza, ktére s naturalnym uogdlnieniem dualnych i obcigtych du-
alnych operaotréw Toeplitza. Badamy w szczegdlnosci jadra oraz r6zne wilasnosci
spektralne takie jak wtasno$¢ Fredholma oraz odwracalno$c tych operatoréow. Uzy-
skane rezultaty wykorzystane sa do opisu widma kilku klas dualnych obcigtych
operatoréw Toeplitza, w szczegolnosci dualnego obcigtego operatora przesunigcia
ijego sprzgzenia. Uzyskujemy to poprzez nowe podejscie do tych operatoréw i ich
asymetrycznych analogéw. Dowodzimy, ze sa one r6wnowazne po rozszerzeniu do
sparowanych operatoréw na L? @ L? i uzyskujemy zwiazek z twierdzeniem koro-
ny. To pozwala ponadto na udowodnienie, ze dla odwracalnych symboli w L>°(T)
dualne obcigte operatory Toeplitza sa w istocie rdwnowazne po rozszerzeniu ob-
cigtym operatorom Toeplitza z odwracalnym symbolem.

Pozycja [P4] jest rozdziatem w ksigzce "Operator and Norm Inequalities and
Related Topics", ktora z kolei jest tomem w serii ksiazek: "Trends in Mathema-
tics". Zawieramy w [P4] znaczace rezultaty dotyczace tematyki (asymetrycznych)
dualnych obcigtych operatoréw Toeplitza.

7 Informacja o wykazywaniu si¢ istotna aktywnoscia nau-
kowa w wiecej niz jednej uczelni, w szczegolnosci zagra-
nicznej

7.1 Staze i wizyty naukowe

01.09.2002-30.11.2002 trzymiesigczny staz w Instytucie Matematycznym "Simon Stoilow" Rumun-
skiej Akademii Nauk w Bukareszcie fundowany przez stypendium naukowe
w ramach programu EURROMMAT. W trakcie pobytu realizowatam bada-
nia nad refleksywnoscia i k-hyperrefleksywnoscia podprzestrzeni operatoro-
wych oraz hyperrefleksywnoscia operatoréw quasinormalnych. Wyniki tych
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badan zostaty opublikowane w mojej rozprawie doktorskiej oraz w publika-
cjach [P6, P5].

22.04.2002-26.04.2002 wizyta naukowa w Instytucie Matematycznym Czeskiej Akademii Nauk,

wspotpraca z prof. Vladimirem Miillerem. W trakcie wizyty pracowalam
nad hyperrefleksywnoscia algebr i podprzestrzeni operatorowych.

04.11.2003-29.11.2003 miesigczny staz w Department of Pure Mathematics, Queen’s University

Belfast, finansowany przez grant fundowany przez London Mathematical
Society. W trakcie stazu pracowalam nad refleksywnoscia i hyperrefleksyw-
noscig krat i bikrat podprzestrzeni. Nawiazatam takze wspolprace z dr Iva-
nem Todorowem. Ta i pdZniejsze krétsze wizyty (17.06.2004-26.06.2004
oraz 03.03.2007-18.03.2007) zaowocowaty publikacjami [P8, P10, P2].

05.05.2008-09.05.2008 wizyta naukowa w Instytucie Matematycznym Czeskiej Akademii Nauk,

wspotpraca z prof. Vladimirem Miillerem oraz prof. J. Bradicem. W trakcie
wizyty pracowaliSmy nad operatorowa refleksywnoscia i operatorowg hy-
perrefleksywnoScig krat podprzestrzeni. Wyniki tej wspotpracy ukazaty sig
w [P12, P2].

01.10.2015-20.06.2016 staz w krakowskim oddziale Instytutu Matematycznego Polskiej Akademii

Nauk. W ramach projektu wraz z prof. Chafiq Benhida (Universite Lille
1) oraz z prof. Markiem Ptakiem badaliSmy migedzy innymi algebraiczne
wlasnosci operator6w C-skosnie symetrycznych, gtéwnie pod katem ich re-
fleksywnoSci i hyperrefleksywnos$ci. Wyniki badafi zostaty opublikowane
w [P1].

od 2016 roku wspoétpracuje naukowo z prof. Marig Cristing Camara. W zwiazku z tym

7.2

odbytam kilka wizyt w Instituto Superior Técnico, Universidade de Lisboa
np. tydzied w maju 2016, 2 tygodnie w maju 2017 oraz wyjazdy zwigzane
z konferencjami WOTCA. Podczas tych wizyt prowadzitySmy badania nad
wlasno$ciami obcigtych operatoréw Toeplitza, dualnych obcigtych operato-
réow Toeplitza. Wspdlpraca ta zaowocowata cyklem publikacji [O1, O8, O7,
04, 03, 02, 06, O5] oraz [P3, P4].

Recencje prac naukowych

Recenzowatam publikacje naukowe dla takich czasopism jak:

¢ Annals of Functional Analysis,

* Bulletin of the Malaysian Mathematical Society,
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» Complex Analysis and Operator Theory,

» Complex Variables and Elliptic Equations,
* European Journal of Mathematics,

* Filomat,

* Journal of the London Mathematical Society,
* Journal of Operator Theory,

* Kyungpook Mathematical Journal,

* Linear and Multilinear Algebra,

¢ Mathematica Bohemica,

* Monatshefte fiir Mathematik,

* QOperators and Matrices,

¢ Science China Mathematics,

* Special Matrices.

8 Informacja o osiagnieciach dydaktycznych, organizacyj-
nych oraz popularyzujacych nauke lub sztuke

Doswiadczenia dydaktyczne

Od pazdziernika 1996 roku prowadze zajecia dydaktyczne (¢wiczenia, wyktady
i zajecia projektowe) z matematyki wyzszej, analizy matematycznej, geometrii
krzywej, statystyki oraz technologii informacyjnej dla studentéw réznych kierun-
kéw Uniwersytetu Rolniczego takich jak: Geodezja i Kartografia, Inzynieria Sro-
dowiska, Ochrona Zasobéw Le$nych, Lesnictwo, Technologia Zywnosci, Dietety-
ka, Biotechnologia, Bioinformatyka i Analiza Danych. Prowadzitam réwniez kursy
adaptacyjne z matematyki dla studentéw pierwszego roku. Bralam udziat w eg-
zaminach wstepnych na kierunku Geodezja i Kartografia i maturach taczonych z
egzaminami wstgpnymi na kierunek Inzynieria Srodowiska. Prowadzitam réwniez
kursy analizy w jezyku angielskim dla uczestnikéw programu Erazmus+. Bratam
udzial w opracowaniu nowego programu studiéw oraz opracowatam wiele pro-
gramOéw i efektow ksztatcenia kurséw. Bratam udzial w egzaminach inzynierskich
jako czlonek komisji.
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Ponadto w 2008 roku przygotowatam i prowadzitam seri¢ konwersatoriow dla
pracownikéw Wydziatu Inzynierii Srodowiska i Geodezji zatytutowanych "Cha-
os w inzynierii Srodowiska". Wyklady dotyczyly zastosowain matematyczne;j teorii
chaosu w naukach przyrodniczych ze szczegélnym naciskiem na inzynieri¢ Srodo-
wiska.

Bytam réwniez opiekunem pierwszego roku kierunku Geodezja i Kartogra-
fia oraz cztonkiem komisji wydzialowej ds. dydaktycznych na kierunku Geodezja
1 Kartografia.

Dzialalnos¢ organizacyjna

W latach 2004, 2006, 2008, 2014, 2016, 2018, 2020 bytam wspétorganizatorem cy-
klu migdzynarodowych konferencji SWOT (Small/Summer Workshop on Opera-
tor Theory) organizowanych przez pracownikow Katedry Zastosowan Matematyki
Uniwersytetu Rolniczego w Krakowie. W 2022 roku bratam udziat w organizowa-
niu The International Workshop on Operator Theory and its Applications IWOTA
2022).

Bytam cztonkiem Rady Wydziatu Inzynierii Srodowiska i Geodezji Uniwer-
sytetu Rolniczego w Krakowie, bylam czionkiem Rady Dyscypliny Matematyka.
Obecnie jestem cztonkiem Kolegium Wydziatowego Wydziatu Inzynierii Srodowi-
ska i Geodezji Uniwersytetu Rolniczego w Krakowie.

9 Inne wazne informacje dotyczace kariery zawodowej

2021 nagroda za najlepsza publikacje roku w Banach Journal of Mathematical
Analysis za artykut: M. C. Camara, K. Klis-Garlicka, B. Lanucha, M. Ptak,
Invertibility, Fredholmness and kernels of dual truncated Toeplitz operators,
Banach J. Math. Anal. 14 (2020), 1558-1580.

2008 ekspert zewngtrzny w Narodowym Programie Forsight "Polska 2020".

2007-2009 udziat w polsko-stoweriskim projekcie badawczym pt. Reflexivity and hyper-
reflexivity of spaces of operators.

2004 —2006 udziat w projekcie badawczym Grant KBN nr 1 PO3A 016 27, "Podprze-
strzenie refleksywne i hyperrefleksywne".
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