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4.1 Wstęp

NiechH będzie zespoloną ośrodkową przestrzenią Hilberta z iloczynem skalarnym
〈·, ·〉. Oznaczmy przez B(H) algebrę wszystkich ograniczonych operatorow lino-
wych na H. Operatorem sprzężenia nazywamy antyliniowy operator C : H → H
taki, że C2 = idH oraz

〈Ch,Cg〉 = 〈g, h〉

dla h, g ∈ H, innymi słowy C jest antyliniową izometryczną inwolucją.
Mówimy, że operatorA ∈ B(H) jest C–symetryczny, jeśli CAC = A∗. Jest to

równoważne symetriiA ze względu na formę dwuliniową [f, g] = 〈f, Cg〉. Opera-
tor A jest nazywany zespolono symetrycznym, jeśli istnieje operator sprzężenia C
taki, że A jest C–symetryczny.

Prowadzone od wielu lat badania operatorów sprzężenia w przestrzeniach Hil-
berta i ich relacji z operatorami liniowymi mają silną motywację w tematce opera-
torów zespolono symetrycznych. Wiele istotnych klas operatorów takich jak opera-
tory normalne, operatory Hankela, macierze Toeplitza i obcięte operatory Toeplit-
za, jak i dobrze znane operatory całkowe i te powiązane z problemem spektralnym
w nie-hermitowskiej mechanice kwantowej, należy do tej klasy.

Jedną z najważniejszych klas operatorów zespolono symetrycznych jest klasa
obciętych operatorów Toeplitza. Jest ona obiektem intensywnych badań zapocząt-
kowanych pracą Sarasona [15]. Jest ona szczególnym przypadkiem asymetrycz-
nych operatorów Toeplitza [6], [O1], które są naturalnym uogólnieniem prostokąt-
nych macierzy Toeplitza.

Oznaczmy przez T okrąg jednostkowy oraz przez D koło jednostkowe. Niech
m będzie unormowaną miarą Lebesgue’a na T. Będziemy pisać L2 = L2(T,m)
oraz L∞ = L∞(T,m). Klasyczna przestrzeń Hardy’ego H2 na kole D może być
identyfikowana z podprzestrzenią L2, natomiast H∞, jako przestrzeń wszystkich
analitycznych i ograniczonych funkcji na D, może być traktowana jako podprze-
strzeń L∞. Oznaczmy przez Mϕ operator mnożenia z symbolem ϕ ∈ L∞,

Mϕ : L2 → L2, Mϕf = ϕf.

Niech θ będzie niestałą funkcją wewnętrzną, czyli θ ∈ H∞, |θ| = 1 pra-
wie wszędzie na T. Przestrzenią modelową nazywamy zbiór K2

θ = H2 	 θH2.
Twierdzenie Buerlinga czyni te przestrzenie interesującymi jako te, które są nie-
zmiennicze dla sprzężenia operatora przesunięcia. Przestrzenie modelowe odgry-
wają ważną rolę w teorii modelowania. Z przestrzeniami tymi ściśle związany jest
operator sprzężenia Cθ określony na L2 wzorem

Cθf = θz̄f̄ .
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Ma on tę wartą zaznaczenia cechę, że zachowuje przestrzeń K2
θ jako niezmienni-

czą, czyli CθK2
θ = K2

θ . Z tej przyczyny Cθ może być rozważany jako sprzężenie
naK2

θ . Takie sprzężenia odgrywają ważną rolę w kontekście obciętych operatorów
Toeplitza ([10]). W istocie obcięte operatory Toeplitza są Cθ–symetryczne, który
to fakt jest często istotnym narzędziem w dowodach twierdzeń. Ponadto wykaza-
no, że takie operatory sprzężenia mogą być wykorzystane, aby scharakteryzować
operatory Toeplitza ([P11], [4]).

4.2 Charakteryzacja asymetrycznych obciętych operatorów Toeplit-
za

W pracy [O1] definiujemy i badamy asymetryczne obcięte operatory Toeplitza (AT-
TO) określone między dwiema przestrzeniami modelowymi. Publikacja ta zain-
spirowana była z jednej strony pracą Sarasona [16], lecz również [6], gdzie asy-
metryczne obcięte operatory Toeplitza były wprowadzone, ale w kontekście prze-
strzeni Hardy’ego Hp na górnej półpłaszczyźnie dla 1 < p < ∞. Operatory te są
naturalnym uogólnieniem prostokątnych macierzy Toeplitza.

W pracy [O1] rozważamy ograniczone asymetryczne obcięte operatory To-
eplitza z symbolem w L2, zdefiniowane między K2

θ i K2
α, przy założeniu, że α, θ

są niestałymi funkcjami wewnętrznymi. Badamy różne własności tych operato-
rów i ich relacje z odpowiadającymi im symbolami. Uzyskujemy charakteryzację
tych operatorów za pomocą operatorów rzędu dwa. Rezultat ten jest uogólnieniem
wyniku Sarasona dla przypadku α = θ. Jednakże w przypadku asymetrycznym
związek między operatorem a jego symbolem jest bardziej skomplikowany.

Rozważmy dwie niestałe funkcje wewnętrzne α i θ. Niech Pα : L2 → K2
α

będzie projekcją ortogonalną. Dla ϕ ∈ L2 definiujemy operator Aθ,αϕ : D ⊂ K2
θ →

K2
α, przez Aθ,αϕ f = Pα(ϕf) na dziedzinie D = D(Aθ,αϕ ) = {f ∈ K2

θ : ϕf ∈
L2}. Zauważmy, że operator Aθ,αϕ jest domknięty i gęsto określony w K2

θ oraz
K∞θ = K2

θ ∩ L∞ ⊂ D(Aθ,αϕ ). Operator Aθ,αϕ nazywamy asymetrycznym obcię-
tym operatorem Toeplitza. Jeśli operator ten jest ograniczony, to dopuszcza jedyne
ograniczone rozszerzenie do K2

θ , Aθ,αϕ : K2
θ → K2

α. Przestrzeń wszystkich ograni-
czonych asymetrycznych obciętych operatorów Toeplitza oznaczamy T (K2

θ ,K
2
α).

W przypadku α = θ piszemy Aθϕ zamiast Aθ,θϕ (takie operatory nazywane są ob-
ciętymi operatorami Toeplitza i były badane przez Sarasona w [16]) oraz T (K2

θ )
zamiast T (K2

θ ,K
2
θ ). W pracy [O1] często zakładamy, że α dzieli θ (α 6 θ).

Poniższe twierdzenie daje warunek zerowania się ATTO. Wnioskiem z niego
jest w szczególności fakt, że symbol asymetrycznego obciętego operatora Toeplitza
nie jest dany jednoznacznie.
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Twierdzenie 4.1 ([O1]). Niech α, θ będą niestałymi funkcjami wewnętrznymi ta-
kimi, że α 6 θ oraz niech Aθ,αϕ : K2

θ → K2
α będzie ograniczonym asymetrycznym

obciętym operatorem Toeplitza z ϕ ∈ L2. Wówczas Aθ,αϕ = 0 wtedy i tylko wtedy,
gdy ϕ ∈ αH2 + θH2.

Wniosek 4.2 ([O1]). Niech α, θ, α 6 θ, będą niestałymi funkcjami wewnętrznymi
oraz niech Aθ,αϕ ∈ T (K2

θ ,K
2
α). Dla ϕ ∈ L2 istnieją funkcje ψ ∈ K2

α i χ ∈ K2
θ

takie, że Aθ,αϕ = Aθ,αψ+χ̄. Ponadto Aθ,αψ+χ̄ = Aθ,αψ1+χ̄1
wtedy i tylko wtedy, gdy ψ1 =

ψ + ckα0 , χ1 = χ− c̄kθ0, gdzie c jest dowolną stałą.

W analogiczny sposób można udowodnić, że dla α 6 θ, operator Aα,θϕ = 0
wtedy i tylko wtedy, gdy ϕ ∈ θH2 + αH2, gdzie Aα,θϕ : K2

α → K2
θ , Aα,θϕ ∈

T (K2
α,K

2
θ ).

Obcięte operatory Toeplitza w T (K2
θ ) mogą być scharakteryzowane przez od-

powiednie operatory rzędu dwa przy wykorzystaniu jądra reprodukującego kθ0 =
Pθ1 ([16, Twierdzenie 4.1]). W [O1] uzyskaliśmy analogiczny wynik dla asyme-
trycznych obciętych operatorów Toeplitza T (K2

θ ,K
2
α) używając funkcji kα0 =

Pα1, kθ0 = Pθ1.

Twierdzenie 4.3 ([O1]). Niech α, θ, α 6 θ, będą niestałymi funkcjami wewnętrz-
nymi i niech A : K2

θ → K2
α będzie operatorem ograniczonym. Wówczas A ∈

T (K2
θ ,K

2
α) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieją ψ ∈ K2

α, χ ∈ K2
θ takie, że

A− SαAS∗θ = ψ ⊗ kθ0 + kα0 ⊗ χ. (4.1)

Wniosek 4.4 ([O1]). Niech α, θ, będą niestałymi funkcjami wewnętrznymi takimi,
że α 6 θ i niech A : K2

α → K2
θ będzie operatorem ograniczonym. Wówczas A ∈

T (K2
α,K

2
θ ) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieją ψ ∈ K2

α, χ ∈ K2
θ takie, że

A− SθAS∗α = kθ0 ⊗ ψ + χ⊗ kα0 .

Podobną charakteryzację można uzyskać wykorzystując własności operatorów
sprzężenia i funkcje k̃α0 = Cαk

α
0 , k̃θ0 = Cθk

θ
0. W przypadku symetrycznym formu-

ły na funkcje µ i ν są proste, jednak przypadek asymetryczny znacznie te formuły
komplikuje.

Twierdzenie 4.5 ([O1]). Niech α, θ będą niestałymi funkcjami wewnętrznymi ta-
kimi, że α 6 θ i niech A : K2

θ → K2
α będzie ograniczony. Wtedy A ∈ T (K2

θ ,K
2
α)

wtedy i tylko wtedy, gdy istnieją µ ∈ K2
α i ν ∈ K2

θ takie, że

A− S∗αASθ = µ⊗ k̃θ0 + k̃α0 ⊗ ν. (4.2)

Ponadto, jeśli A = Aθ,αψ+χ̄ z ψ ∈ K2
α i χ ∈ K2

θ , to A spełnia (4.2) z

µ = CαPα( θ̄ᾱ χ), ν = Cαψ + S∗(αP θ
α
χ). (4.3)
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Wniosek 4.6 ([O1]). Niech α, θ będą niestałymi funkcjami wewnętrznymi takimi,
że α 6 θ oraz niech operator A : K2

α → K2
θ będzie ograniczony. Wówczas A ∈

T (K2
α,K

2
θ ) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieją µ ∈ K2

α, ν ∈ K2
θ takie, że

A− S∗θASα = k̃θ0 ⊗ µ+ ν ⊗ k̃α0 .

Zauważmy, że jeśli asymetryczny obcięty operator Toeplitza A spełnia równa-
nie (4.2) z pewnymi funkcjami µ, ν, to równanie (4.2) zachodzi również z funkcja-
mi µ, ν zamienionymi na

µ′ = µ+ b̄ k̃α0 , ν
′ = ν − b k̃θ0 (4.4)

dla dowolnej stałej b ∈ C. Ponadto symbol operatora A = Aθ,αψ+χ̄ ∈ T (K2
θ ,K

2
α)

nie jest dany jednoznacznie i z Wniosku 4.2 wynika, że możemy zamienić ψ ∈ K2
α

i χ ∈ K2
θ na

ψ′ = ψ + c kα0 ∈ K2
α , χ

′ = χ− c̄ kθ0 ∈ K2
θ (4.5)

dla dowolnej stałej c ∈ C. Poniższy wniosek opisuje relacje między funkcjami µ,
ν oraz ψ, χ.

Wniosek 4.7 ([O1]). Niech µ ∈ K2
α i ν ∈ K2

θ będą określone równaniami (4.3),
dla danych ψ ∈ K2

α, χ ∈ K2
θ , oraz niech µ′ ∈ K2

α i ν ′ ∈ K2
θ będą analogicznie

określone dla ψ′ ∈ K2
α, χ′ ∈ K2

θ . Jeśli zachodzi (4.5), to

µ′ = µ− c θ
α(0)k̃α0 , ν ′ = ν + c̄ θ

α(0)k̃θ0.

W [O1] podano również warunki, kiedy asymetryczny obcięty operator To-
eplitza może być scharakteryzowany przez odpowiedni operator rzędu jeden.

Ponadto rozważano problem odzyskiwania symbolu operatora znając jego war-
tości na jądrach reprodukujących. Wiadomo, że symbol klasycznego operatora To-
eplitza Tϕ na H2 można uzyskać z warunku limn→∞ z̄

nTϕz
n. W przypadku ob-

ciętego operatora Toeplitza Aθϕ jego symbol należący do zbioru H2 + H2 może
być odzyskany z działania Aθϕ na kθ0 i na k̃θ0 ([3]). Dla asymetrycznego obciętego
operatora Toeplitza A ∈ T (K2

θ ,K
2
α) możemy wyliczyć jego symbol rozważając

działanieA iA∗ na jądrach reprodukujących. W efekcie otrzymamy układ równań:{
ψ(0) +θ(0)α(0) χα(0) +‖kα0 ‖2 χ(0) = 〈Akθ0, kα0 〉

θ
α(0)ψ(0) + χα(0) = 〈Ak̃θ0, k̃α0 〉

(4.6)

Wprowadzając oznaczenia a = ψ(0), b = χα(0), c = χ(0) w (4.6) uzyskujemy
układ równań z niewiadomymi a, b, c:
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{
a+θ(0)α(0) b+‖kα0 ‖2 c = 〈Akθ0, kα0 〉

− θ
α(0) a+ b = 〈Ak̃θ0, k̃α0 〉,

(4.7)

który ma jedyne rozwiązanie przy ustalonych wartościach ψ(0) lub χ(0). Rozważ-
my układ równań:

X − θ(0)Y =Akθ0 − c kα0 + b θ(0)α,

−θ(0)X + Y = z Ak̃θ0 − θ
α(0) aα,

−α(0) θα X + Y +(α− α(0))Z = z CθA
∗kα0 − a θ.

(4.8)

Twierdzenie 4.8 ([O1]). Niech α 6 θ będą niestałymi funkcjami wewnętrznymi
oraz niech A ∈ T (K2

θ ,K
2
α). Przypuśćmy, że znane są wartości ψ(0) lub χ(0),

oraz a, b, c spełniają układ równań (4.7). Jeśli X,Y, Z spełniają układ (4.8), to
A = Aθ,αψ+χ̄, gdzie ψ = X i χ = θ

α Z̄ + θȲ .

Korzystając z charakteryzacji danej w Twierdzeniach 4.3 i 4.5 możemy rów-
nież uzyskać symbol operatora. W przypadku pierwszym, jeśli A jest ograniczo-
ny i spełnia (4.1), to A = Aθ,αψ+χ̄. Jednakże w przypadku charakteryzacji danej
w Twierdzeniu 4.5 wyznaczenie symbolu z pomocą funkcji µ i ν dla operatora A
spełniającego (4.2) jest bardziej skomplikowane.

Twierdzenie 4.9 ([O1]). Niech α, θ będą niestałymi funkcjami wewnętrznymi taki-
mi, że α 6 θ oraz niechA będzie operatorem ograniczonym spełniającym równość

A− S∗αASθ = µ⊗ k̃θ0 + k̃α0 ⊗ ν (4.9)

dla µ ∈ K2
α, ν ∈ K2

θ . Wówczas A = Aθ,αψ+χ̄, gdzie

ψ =CαPα(ν − ck̃θ0) = CαPαν − c̄ θα(0)kα0 ∈ K2
α,

χ =S θ
α
P θ
α
ᾱ(ν − c k̃θ0) + θ

αCα(µ+ c̄k̃α0 )

=(S θ
α
P θ
α
ᾱν + c θα(0)k

θ
α
0 ) + θ

α(Cαµ+ c kα0 ) ∈ K2
θ = K2

θ
α

⊕ θ
αK

2
α

przy c =〈P θ
α
ᾱν, k̃

θ
α
0 〉‖k̃

θ
α
0 ‖
−2.

4.3 Asymetryczne obcięte operatory Toeplitza a operatory sprzężenia

Obcięte operatory Toeplitza są C–symetryczne względem naturalnego operatora
sprzężenia Cθ. W pracy [O7] przedstawiliśmy wyniki dotyczące unikalnych wła-
sności dwu naturalnych operatorów sprzężenia określonych na K2

θ oraz ich relacji
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z asymetrycznymi obciętymi operatorami Toeplitza w kontekście C–symetrii. Wy-
kazaliśmy także ich związek z operatorami Hankela.

NiechH,K będą przestrzeniami Hilberta. Przypomnijmy, że dla antyliniowego
operatora X ∈ BA(H,K) istnieje jedyny antyliniowy operator X], nazywany
antyliniowym sprzężeniem X , spełniający równość

〈Xf, g〉 = 〈f,X]g〉 (4.10)

dla dowolnych f ∈ H, g ∈ K.
Dla X1 : H → K1, X2 : H → K2, Y1 : K1 → H, Y2 : K2 → H (liniowych

bądź antyliniowych) operatorów określamy następujące działania:

X1 �X2 : H → K1 ⊕K2, (X1 �X2)f = X1f ⊕X2f

oraz
Y1 � Y2 : K1 ⊕K2 → H, (Y1 � Y2)(f ⊕ g) = Y1f + Y2g.

Wiadomo, że obcięte operatory Toeplitza są Cθ–symetryczne, [12], czyli dla
Aθϕ ∈ T (K2

θ ) zachodzi
AθϕCθ = CθA

θ
ϕ̄. (4.11)

Poniższe twierdzenie opisuje własności, które są odpowiednikami własności C–
symetrii dla asymetrycznych obciętych operatorów Toeplitza.

Twierdzenie 4.10 ([O7]). Niech α, θ będą niestałymi funkcjami wewnętrznymi
takimi, że α 6 θ i niech ϕ ∈ L2 będzie takie, że wszystkie asymetryczne obcięte
operatory Toeplitza dane poniżej są ograniczone. Rozważmy operatory sprzężenia
Cθ oraz Cα, θ

α
= Cα⊕αC θ

α
ᾱ w K2

θ = K2
α⊕αK2

θ
α

. Wówczas zachodzą równości:

(Aθ,αϕ � αA
θ, θ
α

ϕᾱ )Cθ = Cθ(A
α,θ
ϕ̄ �A

θ
α
,θ

ϕ̄α ᾱ), (4.12)

(Aθ,αϕ � αA
θ, θ
α

ϕ θ
α

)Cα, θ
α

= Cα, θ
α

(Aα,θϕ̄ �A
θ
α
,θ

ϕ θ
α

ᾱ), (4.13)

(Aθ,αϕ ⊕ αA
θ, θ
α

ϕ )(Cα, θ
α
� Cθ) = (Cα, θ

α
�Cθ)(A

α,θ
ϕ̄ ⊕A

θ
α
,θ

ϕ̄ ᾱ). (4.14)

Równoważnie, powyższe operatory są antyliniowo samosprzężone, czyli

((Aθ,αϕ � αA
θ, θ
α

ϕᾱ )Cθ)] = (Aθ,αϕ � αA
θ, θ
α

ϕᾱ )Cθ, (4.12a)

((Aθ,αϕ � αA
θ, θ
α

ϕ θ
α

)Cα, θ
α

)] = (Aθ,αϕ � αA
θ, θ
α

ϕ θ
α

)Cα, θ
α
, (4.13a)

((Aθ,αϕ ⊕ αA
θ, θ
α

ϕ )(Cα, θ
α
� Cθ))] = (Aθ,αϕ ⊕ αA

θ, θ
α

ϕ )(Cα, θ
α
� Cθ). (4.14a)
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Warto zaznaczyć, że w przypadku przstrzeni modelowych dla α = θ = zn

operatoryCθ–symetryczne są w istocie macierzami symetrycznymi względem dru-
giej przekątnej. W przypadku asymetrycznym szukamy analogicznej symetrii dla
macierzy prostokątnych. Poniższy przykład ilustruje ideę stojącą za powyższym
twierdzeniem, czyli równania (4.12a), (4.13a), (4.14a).

Przykład 4.11. Niech α = z3 i θ = z5. Każdy operator w T (z5, z3) ma sym-

bol ϕ =
2∑

n=−4
akz

k ∈ Kz3 + Kz5 (zobacz [O1, Wniosek 4.5]). Zatem jego re-

prezentacją macierzową jest Az
5,z3

ϕ =

 a0 a−1 a−2 a−3 a−4
a1 a0 a−1 a−2 a−3
a2 a1 a0 a−1 a−2

. Aby zilustrować

równość (4.12a) w Twierdzeniu 4.10, zauważmy, że Az
5,z2

ᾱϕ =
[

0 a2 a1 a0 a−1

0 0 a2 a1 a0

]
,

więcAz
5,z3

ϕ �z3Az
5,z2

ϕz̄3 jest macierzą Toeplitza w C5 z symbolem ϕ =
2∑

n=−4
akz

k ∈

Kz3 +Kz5 $ Kz5 +Kz5 , i zachodzi jej Cz5–symetryczność lub symetria macierzy
Hankela (Az

5,z3

ϕ � z3Az
5,z2

ϕz̄3 )Cz5 .
Aby zilustrować (4.13a), rozważmy dwa operatory sprzężenia Cz5 oraz

Cz3,z2(z0, z1, z2, z3, z4) = (z̄2, z̄1, z̄0, z̄4, z̄3). W tym przypadku mamy

Az
5,z2

ϕz2 =

[
a−2 a−3 a−4 0 0
a−1 a−2 a−3 a−4 0

]
. Zatem

(Az
5,z3

ϕ � αAz
5,z2

ϕz2 )Cz3,z2(z0, z1, z2, z3, z4)

=


a−2 a−1 a0 a−4 a−3

a−1 a0 a1 a−3 a−2

a0 a1 a2 a−2 a−1

a−4 a−3 a−2 0 0
a−3 a−2 a−1 0 a−4




z̄0

z̄1

z̄2

z̄3

z̄4

 . (4.15)

W przypadku równania (4.14a)Az
5,z2

ϕ =

[
a0 a−1 a−2 a−3 a−4

a1 a0 a−1 a−2 a−3

]
. Więc

(Az
5,z3

ϕ ⊕Az5,z2

ϕ )(Cz3,z2 � Cz5)(z0, z1, z2, z3, z4)

=


a−2 a−1 a0 a−4 a−3

a−1 a0 a1 a−3 a−2

a0 a1 a2 a−2 a−1

a−4 a−3 a−2 a−1 a0

a−3 a−2 a−1 a0 a1




z̄0

z̄1

z̄2

z̄3

z̄4

 . (4.16)
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Równości (4.13a), (4.14a) oznaczają, że operatory (Az
5,z3

ϕ � αAz
5,z2

ϕz2 )Cz3,z2 oraz

(Az
5,z3

ϕ ⊕Az5,z2

ϕ )(Cz3,z2�Cz5) są antyliniowo samosprzężone. W obu przypadkach

możemy zapisać te macierze jako bloki

[
H11 H12

H21 H22

]
, i wówczas każdy blok jest

macierzą Hankela, a cała macierz jest symetryczna. Ponadto H12 jest symetryczna
do H21. Zauważmy, że w pierszym przypadku pewna część H22 znika.

W świetle Twierdzenia 4.10 naturalnym problemem jest opisanie różnicAθ,αϕ Cθ−
CθA

α,θ
ϕ̄ Pα orazAθ,αϕ Cα, θ

α
−Cα, θ

α
Aα,θϕ̄ Pα, które są równe zero w przypadku α = θ.

Różnice te mogą być przedstawione za pomocą pewnych operatorów Hankela.
Niech P oznacza projekcję ortogonalną z L2 na H2 i niech P−0 będzie projek-

cją ortogonalną z L2 na H2
0 = L2 	H2. Dla ϕ ∈ L2 definiujemy:

Hϕ : H2 → H2
0 , Hϕf = P−0 (ϕf)

dla f ∈ H2 takiego, że ϕf ∈ L2. Podobnie, dla θ ∈ L∞,

H̃θ : H2
0 → H2, H̃θf = P (θf) dla f ∈ H2

0 .

Twierdzenie 4.12 ([O7]). Niech α, θ będą niestałymi funkcjami wewnętrznymi
takimi, że α 6 θ. Jeśli Aθ,αϕ ∈ T (K2

θ ,K
2
α) dla ϕ ∈ L2, to poniższe równości

zachodzą:

(Aθ,αϕ Cθ − CθAα,θϕ̄ Pα)f = (H̃αHᾱϕC θ
α
P θ
α
ᾱ− αH̃ θ

α
Hθ̄ϕCθPα)f ; (4.17)

(Aθ,αϕ Cα, θ
α
− Cα, θ

α
Aα,θϕ Pα)f = (H̃αHϕCθ − H̃θHϕCαPα)f ; (4.18)

( θαA
θ,α
ϕ Cθ − CθAα,θϕ̄ Pα

θ̄
ᾱ)f = (H̃θHϕC θ

α
P θ
α
− H̃ θ

α
HϕCθ)f (4.19)

dla f ∈ K2
θ .

4.4 Zespolono symetryczne uzupełnienia częściowych macierzy ope-
ratorowych

Problem uzupełniania macierzy częściowych pojawia się w wielu dziedzinach. Wa-
ga tych badań jest uzasadniona nie tylko liczbą ich zastosowań, lecz również fak-
tem, że dostarczają one środków, aby lepiej rozumieć różne własności i strukturę
macierzy.

Macierz częściowa n×m to tablica n×m, w której niektóre elementy są liczba-
mi zespolonymi (te nazywamy określonymi), a pozostałe są nieznane (te nazywa-
my nieokreślonymi i oznaczamy przez ?). Przykładem takiej macierzy częściowej
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jest macierz n × m, gdzie wszystkie określone elementy pojawiają się w postaci
macierzy prostokątnej dla pierwszych k rzędów (k < n) bądź kolumn (k < m).
Mówimy wtedy o częściowej macierzy prostokątnej.

Uzupełnieniem macierzy częściowej A = (aij) jest macierz B = (bij) tych
samych wymiarów co A, której wyrazami są liczby zespolone takie, że jeśli aij
jest określony w A, to bij = aij . Problem uzupełniania macierzy polega na tym,
by znaleźć takie jej uzupełnienie, aby miało pożądaną własność. Taki uzupełnienie
najczęściej nie jest jedyne.

Głównym tematem pracy [O8] jest uzupełnianie częściowych macierzy pro-
stokątnych i ich operatorowych odpowiedników pod kątem własności C–symetrii
dla danego operatora sprzężenia C. Badamy następujące problemy. Przypuśćmy,
że przestrzeń Hilberta H ma rozkład H = H1 ⊕ H2 oraz, że C jest operatorem
sprzężenia na H. Kiedy operator A1 : H → H1 ma C–symetryczne uzupełnienie
w B(H)? Jak opisać wszystkie możliwe uzupełnienia z tą włąsnością i opisać ich
niezmienniczość? W szczególności rozważamy uzupełnienia prostokątnych macie-
rzy Toeplitza oraz asymetrycznych obciętych operatorów Toeplitza, jak również
blokowych operatorów Toeplitza i uogólnionych operatorów Wienera-Hopfa, któ-
re mogą być przedstawione jako operatory całkowe.

W wyniku tych badań otrzymaliśmy również nowe klasy operatorów zespolo-
no symetrycznych oraz głębsze rozumienie zależności między operatorami sprzę-
żenia a rozkładem na sumę ortogonalną, działania sprzężenia na macierze i opera-
tory oraz istotną rolę różnych projekcji.

Rozważmy uogólniony operator Wienera-Hopfa postaci

W = P φ|PH, φ ∈ B(H), (4.20)

gdzie P jest projekcją ortogonalną. Wówczas mamy następujące

Twierdzenie 4.13 ([O8]). Jeśłi C jest operatorem sprzężenia na H takim, że PH
jest niezmiennicza dla C, to operator W jest C–symetryczny wtedy i tylko wtedy,
gdy

φC − Cφ∗ przekształca PH w (PH)⊥. (4.21)

Podajemy konieczny i wystarczający warunek na to, by dowolny operator To-
eplitza był C–symetryczny korzystając z Twierdzenia 4.13.

Twierdzenie 4.14 ([O8]). Niech ϕ ∈ L∞ i niech C będzie operatorem sprzęże-
nia w L2 zachowującym H2 jako podprzestrzeń niezmienniczą. Wówczas operator
Toeplitza Tϕ jest C–symetryczny wtedy i tylko wtedy, gdy operator MϕC − CMϕ̄

przekształca H2 w (H2)⊥ = H2
0 .
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Niech C będzie operatorem sprzężenia w przestrzeni Hilberta H = H1 ⊕H2.
Załóżmy, że

H̃1 = C(H1), H̃2 = C(H2). (4.22)

Wówczas H = H̃1 ⊕ H̃2. Oznaczmy przez P1, P2 projekcje ortogonalne z H
odpowiednio na H1 i H2. Niech P̃1 i P̃2 będą projekcjami ortogonalnymi z H
odpowiednio na H̃1 i H̃2.

Dowolne uzupełnienie A1 : H → H1 w B(H) może być przedstawione jako
A = A1 � A2, gdzie A2 : H → H2 i może być traktowane jako uzupełnienie
cześciowej macierzy operatorowej

A : H̃1 ⊕ H̃2 → H1 ⊕H2, (4.23)

postaci A = [Aij ], 1 6 i, j 6 2,

A11 : H̃1 → H1, A12 : H̃2 → H1, A21 : H̃1 → H2, A22 : H̃2 → H2, (4.24)

gdzie A11 i A12 są określone przez

A1 = A11 �A12. (4.25)

Mamy wówczas:

Twierdzenie 4.15 ([O8]). Operator A1 : H → H1 może być uzupełniony do C–
symetrycznego operatora w B(H), przyH = H1 ⊕H2, wtedy i tylko wtedy, gdy

A11 = C|H̃1
A∗11C|H̃1

. (4.26)

W tym przypadku A = [Aij ] jest C–symetrycznym uzupełnieniem A1 w B(H)
wtedy i tylko wtedy, gdy

A21 = C|H̃2
A∗12C|H̃1

(4.27)

oraz A22 : H̃2 → H2 spełnia warunek

A22 = C|H̃2
A∗22C|H̃2

. (4.28)

Twierdzenie 4.15 może być wykorzystane, aby scharakteryzować te uzupełnie-
nia danego asymetrycznego obciętego operatora Toeplitza, które sąC–symetryczne
względem konkretnych operatorów sprzężenia powązanych ściśle z odpowiednią
przestrzenią modelową.

Twierdzenie 4.16 ([O8]). Niech α, θ będą takimi funkcjami wewnętrznymi, że
α 6 θ. Załóżmy, że Aθ,αϕ ∈ T (K2

θ ,K
2
α) przy ϕ ∈ L2. Wówczas Aθ,αϕ może być
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uzupełniony do Cθ–symetrycznego operatora w B(K2
θ ). Zbiór wszystkich Cθ–sy-

metrycznych uzupełnień Aθ,αϕ w B(K2
θ ) składa się z operatorów

A = Aθ,αϕ � αB : K2
θ → K2

θ = K2
α ⊕ αK2

θ
α

, (4.29)

gdzie
B = B1

θ
α �B2, (4.30)

B1 = A
α, θ
α

ϕθ

α2
∈ T

(
K2
α,K

2
θ
α

)
, (4.31)

natomiast B2 jest dowolnym C θ
α

–symetrycznym operatorem w K2
θ
α

.

Jeśli ϕ ∈ L∞, to Aθ,αϕ zawsze może być uzupełniony do obciętego operatora
Toeplitza, mianowicie do Aθϕ. Jednak ciekawym problemem jest, co jest tym uzu-
pełnieniem w przypadku, gdy ϕ ∈ L2\L∞. Poniżej opisujemy wszystkie możliwe
uzupełnienia Aθ,αϕ , które są obciętymi operatorami Toeplitza w K2

θ .

Twierdzenie 4.17 ([O8]). Niech α, θ będą funkcjami wewnętrznymi takimi, że α 6
θ. Zbiór wszystkich ograniczonych obciętych operatorów Toeplitza naK2

θ , które są
uzupełnieniami asymetrycznego obciętego operatora ToeplitzaAθ,αϕ ∈ T (K2

θ ,K
2
α)

składa się z operatorów

Aθg przy g − ϕ ∈ αH2 + θH2, takich, że A
θ
α
gᾱ ∈ T (K2

θ
α

). (4.32)

Rozważając teraz inny naturalny operator soprzężenia na K2
θ uzyskujemy na-

stępujące:

Twierdzenie 4.18 ([O8]). Niech Aθ,αϕ ∈ T (K2
θ ,K

2
α) przy ϕ ∈ L2. Wówczas Aθ,αϕ

może być uzupełniony do Cα, θ
α

–symetrycznego operatora w B(K2
θ ). Zbiór wszyst-

kich takich uzupełnień składa się z operatorów

A = Aθ,αϕ � αB : K2
θ → K2

θ = K2
α ⊕ αK2

θ
α

,

przy
B = B1 �B2ᾱ : K2

θ = K2
α ⊕ αK2

θ
α

→ K2
θ
α

,

gdzie

B1 = A
α, θ
α

ϕθ
α

∈ T (α, θα)

oraz B2 jest dowolnym C θ
α

–symetrycznym ograniczonym operatorem w K2
θ
α

.
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Rozważmy teraz operatory Toeplitza z symbolami macierzowymi:

G =

[
g1 g2

g3 g4

]
∈M22(L∞), (4.33)

gdzie M22(L∞) jest zbiorem wszystkich macierzy 2 × 2, których wyrazy należą
do L∞. Biorąc pod uwagę przedstawienie TG : H2 ⊕H2 → H2 ⊕H2 w postaci
macierzy

TG =

[
Tg1 Tg2

Tg3 Tg4

]
, (4.34)

możemy utożsamić H2 ⊕ H2 z (H2)2 i wziąć (H2)2 = H1 ⊕ H2 z H1 =
(H2, {0}), H2 = ({0}, H2).

Niech C̃ będzie operatorem sprzężenia naH2⊕H2. Poniżej podajemy warunek
konieczny i wystarczający na C̃–symetryczność operatora Toeplitza TG na (H2)2.

Twierdzenie 4.19 ([O8]). Niech C̃ będzie operatorem sprzężenia na H2 ⊕ H2

postaci

C̃ =

[
D1 D2

D]
2 D4

]
, (4.35)

gdzie D1, D2, D4 są niezerowymi antyliniowymi operatorami na H2, i niech G ∈
M22(L∞) będzie postaci (4.33). Wówczas operator Toeplitza TG jest C̃–symetryczny
wtedy i tylko wtedy, gdy (antyliniowe) operatory

(Tg1 � Tg2)(D1 �D]
2), (Tg3 � Tg4)(D2 �D4)

są antyliniowo samo-sprzężone oraz

(Tg3 � Tg4)(D1 �D]
2) = (D]

2 �D4)(Tg1
� Tg2

). (4.36)

Niech H będzie przestrzenią Hilberta, P1, P2 ∈ B(H) będą projekcjami oraz
Φ ∈ B(H). Operator

W = P2Φ|P1H : P1H → P2H (4.37)

nazywany jest (asymetrycznym) uogólnionym operatorem Wienera-Hopfa. Załóż-
my, że P1, P2 są projekcjami ortogonalnymi takimi, że

P1P2 = P2P1 = P2 (4.38)

i oznaczmy

K1 = P1H, K2 = P2H, K̃2 = (P1 − P2)H. (4.39)
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W [O8] pokazujemy, że dla uogólnionych operatorów Wienera-Hopfa można uzy-
skać naturalne uzupełnienie, przy założeniu, że operator sprzężenia C na K1 speł-
nia warunki:

istnieje operator sprzężenia C̃ na H taki, że C̃|K2 = C|K2 (4.40)

oraz
Φ jest C̃ − symetryczny, czyli C̃ΦC̃ = Φ∗. (4.41)

Twierdzenie 4.20 ([O8]). Niech W = P2Φ|K1 : K1 → K2 oraz niech C będzie
operatorem sprzężenia na K1 takim, że zachodzą (4.40)–(4.41). Wtedy W ma uzu-
pełnienie do C–symetrycznego operatora w B(K1) oraz

A = W �X : K1 → K1 = K2 ⊕ K̃2, (4.42)

gdzie
X = (CP1C̃ − P2)ΦP1 : K1 → K̃2 (4.43)

jest C–symetrycznym uzupełnieniem W w B(K1).

4.5 Dualne (asymetryczne) obcięte operatory Toeplitza

Dopełnienia ortogonalne przestrzeni modelowych w L2(T) pojawiają się w licz-
nych zastosowaniach. W równoważnym kontekście prostej rzeczywistej, wykorzy-
stując jako naturalne zmienne czas i częstotliwość oraz biorąc funkcję wewnętrzną
θ = θλ przy θλ = exp(iλξ) dla ξ ∈ R pojawiają się one poprzez transformatę Fo-
uriera jako sygnały wysokiej częstotliwości, co odgrywa istotną rolę w elektronice.
Dualne i asymetryczne dualne obcięte operatory Toeplitza działając na tych prze-
strzeniach mają realizacje np. w dalekosiężnych łączach komunikacyjnych z kil-
koma regeneratorami na trasie, które eliminują szumy o niskiej częstotliwości za
pomocą filtrów górnoprzepustowych lub w opisie propagacji fali w obecności fal
o skończonej długości przeszkody.

Artykuły [O2, O5, O6] poświęcone są dualnym (asymetrycznym) obciętym
operatorom Toeplitza. Operatory te to zawężenia operatorów mnożenia do dopeł-
nień ortogonalnych przestrzeni modelowych w L2(T). Okazuje się, że ich cechy
są całkiem różne od cech obciętych operatorów Toeplitza. Na przykład, symbol
w przypadku dualnego obciętego operatora Toeplitza jest jedyny i jedyny zwar-
ty taki operator to operator zerowy, co kontrastuje z analogicznymi własnościami
obciętych operatorów Toeplitza na przestrzeniach modelowych.

Niech P, P− będą ortogonalnymi projekcjami z L2 naH2 iH2
− = z̄H2, odpo-

wiednio. Zatem P− = I−P . Dla funkcji wewnętrznej θ rozważmyQθ ortogonalną
projekcję z L2 na (K2

θ )⊥ = L2 	K2
θ = H2

− ⊕ θH2.
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Przypomnijmy, że K∞θ := K2
θ ∩ L∞ jest gęstym podzbiorem K2

θ ([10]). Po-
nieważ z̄H∞ jest gęstym zbiorem wH2

− oraz θH∞ jest zbiorem gęstym w θH2, to
(K2

θ )⊥ ∩ L∞ jest gęsty w (K2
θ )⊥. Dla ϕ ∈ L2 możemy rozważyć gęsto określony

operator mnożenia

Mϕ : (K2
θ ∩ L∞)⊕ ((K2

θ )⊥ ∩ L∞)→ K2
α ⊕ (K2

α)⊥. (4.44)

Definiujemy

B̃θ,α
ϕ = PαMϕ|(K2

θ
)⊥∩L∞ ,

Bθ,α
ϕ = P⊥α Mϕ|K2

θ
∩L∞ ,

Dθ,α
ϕ = P⊥α Mϕ|(K2

θ
)⊥∩L∞ .

Zauważmy, żeBθ,α
ϕ = (Bα,θ

ϕ̄ )∗. Zatem, w odniesieniu do rozkładu (4.44), działanie
operatora Mϕ, dla g ∈ (K2

θ )⊥ ∩ L∞, h ∈ K2
α ∩ L∞, jest dane przez macierz[

PαMϕ|K2
θ
∩L∞ PαMϕ|(K2

θ
)⊥∩L∞

P⊥α Mϕ|K2
θ
∩L∞ P⊥α Mϕ|(K2

θ
)⊥∩L∞

] [
g
h

]
=

[
Aθ,αϕ (Bα,θ

ϕ̄ )∗

Bθ,α
ϕ Dθ,α

ϕ

] [
g
h

]
. (4.45)

Przypomnijmy, że Aθ,αϕ oznacza asymetryczny obcięty operator Toeplitza (AT-
TO). Jeśli Bθ,α

ϕ rozszerza się do ograniczonego operatora z K2
θ do (K2

α)⊥, to na-
zywamy go asymetrycznym wielkim obciętym operatorem Hankela (ATHO), jeśli
zaśDθ,α

ϕ ma ograniczone rozszerzenie do (K2
θ )⊥, to nazywany jest asymetrycznym

dualnym obciętym operatorem Toeplitza (ADTTO).
Wprowadźmy oznaczenia:

T (K2
θ , (K

2
α)⊥) = {Bθ,α

ϕ : ϕ ∈ L2 i Bθ,α
ϕ jest ograniczony},

T ((K2
θ )⊥, (K2

α)⊥) = {Dθ,α
ϕ : ϕ ∈ L2 i Dθ,α

ϕ jest ograniczony}.

Jeśli θ = α, to używamy odpowiednio oznaczeń Bθ
ϕ, Dθ

ϕ oraz T (K2
θ , (K

2
θ )⊥),

T ((K2
θ )⊥).

W pracy [O2] badamy własności dualnych obciętych operatorów Toeplitza
T ((K2

θ )⊥) oraz wielkich obciętych operatorów Hankela T (K2
θ , (K

2
θ )⊥). W szcze-

gólności podajemy pełną charakteryzację elementów rzędu jeden w T (K2
θ , (K

2
θ )⊥)

z symbolem z L∞.

Twierdzenie 4.21 ([O2]). Niech θ będzie niestałą funkcją wewnętrzną.

1. Jeśli dimK2
θ = 1, to wszystkie operatory z T (K2

θ , (K
2
θ )⊥) są rzędu jeden.
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2. Załóżmy, że dimK2
θ > 1. Jeśli Bθ

ϕ ∈ T (K2
θ , (K

2
θ )⊥), przy ϕ ∈ L∞, jest

rzędu jeden, to jest iloczynem stałej i jednego z poniższych operatorów

Bzkw = θkw ⊗ k̃θw lub Bθ
z̄k̄w

= z̄k̄w ⊗ kθw, gdzie w ∈ D.
(4.46)

Badamy również problem przemienności zawężeń operatorów mnożenia z ope-
ratorem mnożenia przez zmienną niezależną. Jako wniosek uzyskujemy konieczny
i wystarczający warunek na przemienność Dθ

ϕ i Dθ
z .

Twierdzenie 4.22 ([O2]). Niech ϕ ∈ L2. Wówczas

1. jeśli Dθ
ϕ ∈ B((K2

θ )⊥), to

Dθ
ϕD

θ
z −Dθ

zD
θ
ϕ = θ ⊗ Cθ

(
P⊥θ (ϕkθ0)

)
−
(
P⊥θ (ϕkθ0)

)
⊗ z̄;

2. jeśli Aθϕ ∈ B(K2
θ ), to

AθϕA
θ
z −AθzAθϕ = kθ0 ⊗

(
CθPθ(θϕ)

)
− (Pθ(θϕ))⊗ Cθkθ0;

3. jeśli Bθ
ϕ ∈ B(K2

θ , (K
2
θ )⊥), to

Bθ
ϕA

θ
z −Dθ

zB
θ
ϕ = θ ⊗

(
CθPθ(ϕkθ0)

)
− (P⊥θ (ϕθ))⊗ Cθkθ0.

Wniosek 4.23. Niech Dθ
ϕ ∈ T ((K2

θ )⊥). Wówczas Dθ
ϕ jest przemienny z Dθ

z , czyli
Dθ
ϕD

θ
z = Dθ

zD
θ
ϕ wtedy i tylko wtedy, gdy ϕkθ0 = c θ+Pθϕ dla c ∈ C. W szczegól-

ności, jeśli θ(0) = 0, to Dθ
ϕD

θ
z = Dθ

zD
θ
ϕ wtedy i tylko wtedy, gdy ϕ ∈ K2

θ + Cθ.

W publikacji [16] D. Sarason scharakteryzował ograniczone obcięte operatory
Toeplitza wykorzystując zawężenia operatora Mz do K2

θ . Między innymi, przed-
stawił on różnicę A − AθzAAθz̄ za pomocą specyficznych operatorów rzędu dwa.
W [O2] podajemy analogiczną zależność dla dualnych obciętych operatorów To-
eplitza. Dla dowolnego D ∈ T ((K2

θ )⊥) przedstawiamy różnicę D − Dθ
zD(Dθ

z)
∗

używając operatorów rzędu dwa. Jednakże, w tym przypadku taka zależność nie
prowadzi do charakteryzacji DTTO. Uzyskujemy taką charakteryzację korzysta-
jąc ze specyficznych zawężeń dualnych obciętych operatorów Toeplitza. Podaje-
my ponadto konieczny i wystarczający warunek na to, by dowolny operator D ∈
B((K2

θ )⊥) był DTTO. Korzystając z podanych formuł można łatwo uzyskać sym-
bol tego operatora.

Twierdzenie 4.24 ([O2]). Załóżmy, że θ jest funkcją wewnętrzną, D ∈ B((K2
θ )⊥).

Wówczas D jest dualnym obciętym operatorem Toeplitza, D ∈ T ((K2
θ )⊥), wtedy

i tylko wtedy, gdy zachodzą poniższe warunki:
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1. PθH2D|θH2 = T̂ θz̄ PθH2D|θH2 T̂ θz ;

2. P−D|H2
−

= CθPθH2D∗|θH2Cθ;

3. P−D|θH2 T̂ θz = ŤzP
−D|θH2 i (PθH2D|H2

−
)∗T̂ θz = Ťz(PθH2D|H2

−
)∗;

4. P−(D(θ)) = P−(θ2D∗(θ)) i P−(D∗(θ)) = P−(θ2D(θ)).

W przypadku, gdy D = Dθ
ϕ, ϕ ∈ L∞, to

ϕ = P (θ̄D(θ)) + P (θ̄D∗(θ))− 〈D(θ), θ〉. (4.47)

Naturalnym problemem związanym z operatorami Aθz i Dθ
z jest ich przemien-

ność, czyli opis komutanta {Aθz}′ czy {Dθ
z}′. W [O5] rozważamy również bardziej

ogólny kontekst i opisujemy zbiory

I(K2
θ ,K

2
α) = {B ∈ B(K2

θ ,K
2
α) : AαzB = BAθz},

I((K2
θ )⊥, (K2

α)⊥) = {B ∈ B((K2
θ )⊥, (K2

α)⊥) : Dα
zB = BDθ

z}.

Niech

T̂ θ,αϕ = PαH2Mϕ|θH2 , Γ̌αϕ = PαH2Mϕ|H2
−
,

Γ̂θϕ = P−Mϕ|θH2 oraz Ťϕ = P−Mϕ|H2
−
.

Głównym wynikiem w pracy [O5] jest poniższe:

Twierdzenie 4.25 ([O5]). Niech θ, α będą niestałymi funkcjami wewnętrznymi.
Operator D ∈ B((K2

θ )⊥, (K2
α)⊥) spełnia równanie

DDθ
z = Dα

zD (4.48)

wtedy i tylko wtedy, gdy D ∈ T 2((K2
θ )⊥, (K2

α)⊥), czyli D =

[
T̂ θ,αψ1

Γ̌αψ2

Γ̂θψ3
Ťψ4

]
, gdzie

funkcje ψi ∈ L2, i = 1, 2, 3, 4, spełniają warunki:

(i) jeśli θ(0) 6= 0, to

ψ1 = α(0)
θ(0)

αθ̄ψ4, ψ2 = α(0)αP (ψ4),

ψ3 = 1
θ(0)

θ̄ P−(ψ4), ψ4 ∈ L∞;
(4.49)
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(ii) jeśli θ(0) = 0 oraz α(0) 6= 0, to

ψ1 ∈ L∞, ψ2 = 0, ψ3 = 1
α(0)

θ̄ P−(ᾱθψ1), ψ4 = 0; (4.50)

(iii) jeśli θ(0) = α(0) = 0, to

ψ1 ∈ αθ̄H∞, ψ2 = 0, ψ3 ∈ L∞, ψ4 ∈ H∞. (4.51)

Wykorzystując ten wynik opisujemy asymetryczne dualne obcięte operatory
Toeplitza należące do zbioru I((K2

θ )⊥, (K2
α)⊥). W konsekwencji otrzymujemy

opis komutanta Dθ
z w przypadku θ = α.

Przypomnijmy, że (K2
θ )⊥ = θH2 ⊕ H2

−, (K2
α)⊥ = αH2 ⊕ H2

−. Rozważmy
zbiór

T 2((K2
θ )⊥, (K2

α)⊥) =

{[
T̂ θ,αϕ1

Γ̌αϕ2

Γ̂θϕ3
Ťϕ4

]
: ϕi ∈ L∞ dla i = 1, 2, 3, 4

}
. (4.52)

Wniosek 4.26 ([O5]). Niech θ będzie niestałą funkcją wewnętrzną. Operator D ∈
B((K2

θ )⊥) jest przemienny z Dθ
z wtedy i tylko wtedy, gdy D ∈ T 2((K2

θ )⊥), czy-

li D =

[
T̂ θψ1

Γ̌θψ2

Γ̂θψ3
Ťψ4

]
, gdzie funkcje ψi ∈ L2, i = 1, 2, 3, 4, spełniają poniższe

warunki:

(i) jeśli θ(0) 6= 0, to

ψ1 = ψ4, ψ2 = θ(0)θP (ψ4), ψ3 = 1
θ(0)

θ̄ P−(ψ4), ψ4 ∈ L∞; (4.53)

(ii) jeśli θ(0) = 0, to

ψ1 ∈ H∞, ψ2 = 0, ψ3 ∈ L∞, ψ4 ∈ H∞. (4.54)

Zainspirowani dobrze znanym klasycznym wynikiem Browna i Halmosa [5],
który charakteryzuje operatory Toeplitza na przestrzeni Hardy’ego H2 ⊂ L2 jako
te, które spełniają równośc T ∗zATz = A oraz podążając za definicją niezmienni-
czości względem przesunięcia podaną przez Sarasona [16], którą on wykorzystał
do charakteryzacji obciętych operatorów Toeplitza, formułujemy w [O6] uogól-
nienie tej definicji oraz dowodzimy niezmienniczości względem przesunięcia dla
konkretnych klas zawężeń operatora mnożenia.

Definicja 4.27. [O6] Niech K1,K2 będą podprzestrzeniami L2. Operator A ∈
B(K1,K2) nazywany jest niezmienniczym względem przesunięcia, jeśli dla dowol-
nych f ∈ K1 i g ∈ K2 takich, że zf ∈ K1 oraz zg ∈ K2 zachodzi

〈A(zf), zg〉 = 〈Af, g〉. (4.55)
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Podajemy charakteryzację asymetrycznych dualnych obciętych operatorów To-
eplitza (ADTTO) uogólniając wynik z [O2] sformułowany dla przypadku θ = α.

Twierdzenie 4.28 ([O6]). Niech θ, α będą funkcjami wewnętrznymi i niech D ∈
B((K2

θ )⊥, (K2
α)⊥). Wówczas operator D jest asymetrycznym dualnym obciętym

operatorem Toeplitza, D ∈ T ((K2
θ )⊥, (K2

α)⊥), wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzą
poniższe warunki:

1. PαH2D|θH2 = T̂αz̄ PαH2D|θH2 T̂ θz ;

2. P−D|H2
−

= (P−CαMθ̄)|θH2

(
PαH2D|θH2

)∗
(MθCα)|H2

−
;

3. P−D|θH2 T̂ θz = ŤzP
−D|θH2 oraz (PαH2D|H2

−
)∗T̂αz = Ťz(PαH2D|H2

−
)∗;

4. P−(D(θ)) = P−(θαD∗(α)) oraz P−(D∗(α)) = P−(θαD(θ)).

W tym przypadku, gdy D = Dθ,α
ϕ , funkcja ϕ ∈ L∞ jest dana przez

ϕ = θ̄PαH2(D(θ)) + αPθH2(D∗(α))− α〈D∗(α), θ〉θ. (4.56)

Interesującym faktem jest, że asymetryczne obcięte operatory Toeplitza mogą
być scharakteryzowane przez niezmienniczość względem przesunięcia, natomiast
zbiór wszystkich operatorów niezmienniczych względem przesunięcia między do-
pełnieniami ortogonalnymi przestrzeni modelowych jest większy i opisany w [O6,
Theorem 4.3]. Ta nowa klasa operatorów pojawia się również w [O5] w kontekście
przemienności z operatorem mnożenia przez z. Poniżej podajemy charakteryzację
wszystkich operatorów w B((K2

θ )⊥, (K2
α)⊥) niezmienniczych względem przesu-

nięcia.

Twierdzenie 4.29 ([O6]). Niech α, θ będą niestałymi funkcjami wewnętrznymi.
OperatorD ∈ B((K2

θ )⊥, (K2
α)⊥) jest niezmienniczy względem przesunięcia wtedy

i tylko wtedy, gdy D ∈ T 2((K2
θ )⊥, (K2

α)⊥).

Powyższe twierdzenie jest nowe również w przypadku θ = α. Wynika z niego
również, że (asymetryczne) dualne obcięte operatory Toeplitza są niezmiennicze
względem przesunięcia.

Wniosek 4.30 ([O6]). Niech D ∈ B((K2
θ )⊥, (K2

α)⊥). Jeśli D jest asymetrycznym
dualnym obciętym operatorem Toeplitza, to D jest niezmienniczy względem prze-
sunięcia, czyli

〈Dzf, zg〉 = 〈Df, g〉 (4.57)

dla dowolnych f, g ∈ K⊥θ takich, że f, g są ortogonalne do z̄.
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Inną konsekwencją Twierdzenia 4.29 jest to, że w przeciwieństwie do ob-
ciętych operatorów Toeplitza, własność niezmienniczości względem przesunięcia
nie jest wystarczająca by udowodnić, że operator jest dualnym obciętym operato-
rem Toeplitza. Niezmienniczość ta jest wykorzystana, aby wykazać, że przestrzeń
wszystkich (asymetrycznych) obciętych operatorów Toeplitza jest 2–refleksywna.
Również przestrzeń (asymetrycznych) dualnych obciętych operatorów Toeplitza
jest 2–refleksywna. Nowym podejściem było przeformułowanie warunków z [O6,
Theorem 3.4] na język operatorów rzędu dwa.

Twierdzenie 4.31 ([O6]). Niech θ, α będą niestałymi funkcjami wewnętrznymi.
Przestrzeń T (K2

θ ,K
2
α) wszystkich ograniczonych asymetrycznych obciętych ope-

ratorów Toeplitza jest słabo*(WOT)–domknięta, tranzytywna i 2–refleksywna.

Stąd wynika, że przestrzeń T (K2
θ ) wszystkich ograniczonych obciętych ope-

ratorów Toeplitza jest słabo*(WOT)–domknięta, tranzytywna i 2–refleksywna.

Twierdzenie 4.32 ([O6]). Niech θ, α będą niestałymi funkcjami wewnętrznymi.
Przestrzeń T ((K2

θ )⊥, (K2
α)⊥) asymetrycznych dualnych obciętych operatorów To-

eplitza jest słabo*(WOT)–domknięta i 2–refleksywna.

Jako natychmiastowy wniosek uzyskujemy, że T ((K2
θ )⊥) ma takie same wła-

sności.
Ponieważ własność 2–refleksywności nie jest dziedziczna, wykorzystujemy

twierdzenie Bourgaina oraz rachunek funkcyjny dla (asymetrycznych) dualnych
obciętych operatorów Toeplitza [O6, Theorem 6.3], aby udowodnić, że posiada-
ją one własność A1/2(1), która w konsekwencji daje 2–refleksywność wszystkich
podprzestrzeni złożonych z (asymetrycznych) dualnych obciętych operatorów To-
eplitza.

Oznaczmy przez A((K2
θ )⊥, (K2

α)⊥) zbiór wszystkich asymetrycznych dual-
nych obciętych opertorów Toeplitza z symbolem analitycznym, czyli

A((K2
θ )⊥, (K2

α)⊥) = {Dθ,α
ϕ : ϕ ∈ H∞}.

Twierdzenie 4.33 ([O6]). Niech Φ: L∞ → T ((K2
θ )⊥, (K2

α)⊥), ϕ 7→ Dθ,α
ϕ . Wtedy

1. Φ jest liniową izometrią na T ((K2
θ )⊥, (K2

α)⊥),

2. Φ jest ciągła w słabej∗ topologii w obu przestrzeniach,

3. Φ|H∞ jest bijekcją na A((K2
θ )⊥, (K2

α)⊥),

4. T ((K2
θ )⊥, (K2

α)⊥) ma własność A1/2(1),

5. każda słabo∗ domknięta podprzestrzeń S ⊂ T ((K2
θ )⊥, (K2

α)⊥) jest 2–refleksywna,

6. A((K2
θ )⊥, (K2

α)⊥) jest słabo*–domknięta i 2–refleksywna.
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4.6 Operatory sprzężenia w L2

Motywacja badań nad operatorami sprzężenia ma swoje korzenie w fizyce ([11]),
a w szczególności w nie-hermitowskiej mechanice kwantowej i analizie spektralnej
operatorów zespolono-symetrycznych. Istnieje wiele ważnych przykładów takich
jak: operatory normalne, operatory Hankela, obcięte operatory Toeplitza, które są
zespolono-symetryczne, czyli C–symetryczne dla pewnego operatora sprzężenia
C.

W pracach [O7, O3] podaliśmy pełną charakteryzację wszystkich operatorów
sprzężenia C w przestrzeni L2 na okręgu jednostkowym przemiennych z Mz bądź
spełniających równość MzC = CMz̄ (innymi słowych takich, dla których ope-
rator Mz jest C–symetryczny). Badaliśmy również zachowanie takich operato-
rów sprzężenia w kontekście analitycznej części L2 oraz przestrzeni modelowych.
W szczególności scharakteryzowano wszystkie operatory sprzężenia pozostawia-
jące przestrzeń Hardy’ego oraz przestrzenie modelowe niezmienniczymi.

Najbardziej naturalnym operatorem sprzężenia naL2 jest J : L2 → L2, Jf(z) =
f(z). Ma on następujące własności:

Stwierdzenie 4.34 ([O3]). 1. MzJ = JMz̄;

2. MϕJ = JMϕ̄ dla dowolnego ϕ ∈ L∞;

3. JH2 = H2.

Rozważamy wszystkie operatory sprzężenia C na L2 takie, że

MzC = CMz̄. (4.58)

Takie operatory badamy w [O7] i nazywamy jeMz–sprzężeniami. Charakteryzacja
wszystkich Mz–sprzężeń w L2 jest dana w twierdzeniu:

Twierdzenie 4.35 ([O7]). Niech C będzie operatorem sprzężenia w L2. Następu-
jące warunki są równoważne:

1. MzC = CMz̄ ,

2. MϕC = CMϕ̄ dla każdego ϕ ∈ L∞,

3. istnieje ψ ∈ L∞, |ψ| = 1, takie, że C = MψJ ,

4. istnieje ψ′ ∈ L∞, |ψ′| = 1, takie, że C = JMψ′ .

Innym naturalnym operatorem sprzężenia w L2 jest

J?f = f#, przy czym f#(z)
df
= f(z̄). (4.59)

Operator J? ma następujące własności:
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Stwierdzenie 4.36. 1. MzJ
? = J?Mz;

2. Mz̄J
? = J?Mz̄;

3. MϕJ
? = J?Mϕ# dla każdego ϕ ∈ L∞;

4. J?H2 = H2.

Naturalnym pytaniem, które nasuwa się w związku z własnością (1) jest to:
jakie inne operatory sprzężenia C w L2 są przemienne z Mz , czyli

MzC = CMz. (4.60)

Takie sprzężenia nazywamyMz–przemiennymi. Ich charakteryzacja jest dana w po-
niższym twierdzeniu:

Twierdzenie 4.37. [O3] NiechC będzie operatorem sprzężenia wL2. Następujące
warunki są równoważne:

1. MzC = CMz ,

2. MϕC = CMϕ# dla dowolnego ϕ ∈ L∞,

3. istnieje funkcja ψ ∈ L∞ spełniająca ψ(z) = ψ(z̄) oraz |ψ(z)| = 1) taka, że
C = MψJ

?,

4. istnieje funkcja ψ′ ∈ L∞, ψ′(z) = ψ′(z̄) oraz |ψ′(z)| = 1 taka, że C =
J?Mψ′ .

Rozważaliśmy również problem, które spośród Mz–sprzężeń bądź Mz–prze-
miennych sprzężeń zachowują przestrzeń Hardy’ego H2 jako niezmienniczą. Po-
niższy rezultat pokazuje, że J? jest w pewnym sensie jedynym o tej własności.

Stwierdzenie 4.38 ([O3]). Niech C będzie Mz–przemiennym sprzężeniem w L2.
Jeśli C(H2) ⊂ H2, to C = λJ? dla pewnego λ ∈ T.

Stwierdzenie 4.39 ([O3]). Nie istnieje Mz–sprzężenie w L2, które zachowuje H2.

4.7 Operatory sprzężenia a przestrzenie modelowe

W [O7, O3] bdano relacje między Mz–sprzężeniami a przestrzeniami modelowy-
mi. Poniższe twierdzenie udowodniono w [O7, Theorem 4.2] przy założeniu, że
α 6 θ natomiast w [O3] już bez tego założenia.
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Twierdzenie 4.40 ([O3]). Niech α, γ, θ będą funkcjami wewnętrznymi (α, θ niesta-
łe). Niech C będzie operatorem sprzężenia w L2 takim, żeMzC = CMz̄ . Załóżmy,
że C(γK2

α) ⊂ K2
θ . Wówczas istnieje funkcja wewnętrzna β taka, że C = Cβ ,

γα 6 β 6 γθ oraz α 6 θ.

Konsekwencją tego jest fakt, że operator sprzężenia Cθ jest jedynym Mz–
sprzężeniem, który zachowuje Kθ.

Wniosek 4.41 ([O3]). Niech α, θ będą niestałymi funkcjami wewnętrznymi i niech
C będzie operatorem sprzężenia w L2 takim, że MzC = CMz̄ . Przypuśćmy, ze
C(K2

α) ⊂ K2
θ . Wówczas α 6 θ i istnieje funkcja wewnętrzna β taka, że C = Cβ

oraz α 6 β 6 θ.

Operator J? ma również ciekawą własność związaną z przestrzeniami mode-
lowymi, czyli J?(K2

θ ) = K2
θ# . Co więcej, w pewnym sensie jest jedynym Mz–

przemiennym sprzężeniem z tą własnością.

Twierdzenie 4.42 ([O3]). Niech α, θ będą niestałymi funkcjami wewnętrznymi
oraz niech C będzie Mz–przemiennym sprzężeniem w L2, czyli MzC = CMz .
Załóżmy, że C(K2

α) ⊂ K2
θ . Wówczas α 6 θ# oraz C = λJ? przy λ ∈ T.

Wniosek 4.43 ([O3]). Nieh C będzie Mz–przemiennym sprzężeniem w L2. Załóż-
my, że istnieje niestała funkcja wewnętrzna θ taka, że C(K2

θ ) ⊂ K2
θ# . Wówczas

C = λJ? przy λ ∈ T.

Twierdzenie Beurlinga opisuje wszystkie podprzestrzeie niezmiennicze dla ope-
ratora przesunięcia S. Są one postaci θH2 dla funkcji wewnętrznej θ. Rozważali-
śmyMz–przemienne sprzężenia przekształcające jedną S–niezmienniczą podprze-
strzeń w drugą.

Twierdzenie 4.44 ([O3]). Niech θ i α będą funkcjami wewnętrznymi i niech C
będzie operatorem sprzężenia w L2 takim, że CMz = MzC. Wówczas C(αH2) ⊂
θH2 wtedy i tylko wtedy, gdy θθ# 6 αα# oraz C = CβJ

?Cα, gdzie β jest taką
funkcją wewnętrzną, że θ 6 β, ββ# = αα#. Ponadto w tym przypadku zachodzi
C(αH2) = βH2.

Wniosek 4.45 ([O3]). Niech θ będzie funkcją wewnętrzną i niech C będzie Mz–
przemiennym sprzężeniem w L2. Wówczas

1. C(θH2) ⊂ θH2 wtedy i tylko wtedy, gdy C = λCθJ
?Cθ przy λ ∈ T;

2. C(θH2) ⊂ θ#H2 wtedy i tylko wtedy, gdy C = λJ? przy λ ∈ T.

Stwierdzenie 4.46 ([O3]). Niech θ i α bedą funkcjami wewnętrznymi. Nie istnieje
Mz–sprzężenie w L2, które przekształca αH2 na θH2.
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Załóżmy, że α, θ są funkcjami wewnętrznymi takimi, że α dzieli θ. W tym
przypadku przestrzeń modelowa K2

θ ma rozkład ortogonalny K2
θ = K2

α ⊕ θ
αK

2
θ
α

.

Z takim rozkładem w naturalny sposób związany jest kolejny operator sprzężenia
na K2

θ określony wzorem:

Cα, θ
α

:=Cα ⊕ αC θ
α
ᾱ,

Cα, θ
α

(g1 + αg2) =Cαg1 + αC θ
α
g2 = αz̄ ḡ1 + θz̄ ḡ2

(4.61)

dla g1 ∈ K2
α, g2 ∈ K2

θ
α

. Łatwo zauważyć, że Mz nie jest Cα, θ
α

–symetryczny.

Również Cα, θ
α

nie jest zacieśnieniem do K2
θ żadnego Mz–sprzężenia C na L2.

Jednakże zacieśnienia Cα, θ
α

do przestrzeni K2
α i K2

θ 	K2
α są równe zacieśnieniom

pewnych (różnych) Mz–sprzężeń. Poniższe twierdzenie pokazuje, że Cα, θ
α

i Cθ są

jedynymi operatorami sprzężenia w K2
θ z tą własnością.

Twierdzenie 4.47 ([O7]). Niech α, θ będą niestałymi funkcjami wewnętrznymi
takimi, że α 6 θ i niech C̃ będzie operatorem sprzężenia na K2

θ . Załóżmy, że
istnieją operatory sprzężenia Ci, i = 1, 2, na L2 przy Mz Ci = CiMz̄ takie, że
C̃|K2

α
= C1|K2

α
oraz C̃|K2

θ
	K2

α
= C2|K2

θ
	K2

α
. Wtedy C̃ = Cθ lub C̃ = Cα, θ

α
=

Cα ⊕ αC θ
α
ᾱ.

4.8 Operatory sprzężenia a obcięte operatory Toeplitza

Twierdzenie 4.48 ([O3]). Niech θ będzie niestałą funkcją wewnętrzną i niech C
będzie operatorem sprzężenia wL2 takim, żeC(K2

θ ) ⊂ K2
θ# . Następujące warunki

są równoważne:

1. Aθ
#

ϕ#C = CAθϕ na K2
θ dla wszystkich ϕ ∈ H∞,

2. Aθ
#

z C = CAθz na K2
θ ,

3. istnieje funkcja ψ ∈ H∞ taka, że C|K2
θ

= J?Aθψ oraz Aθψ jest izometią,

4. istnieje funkcja ψ′ ∈ H∞ taka, żeC|K2
θ

= Aθ
#

ψ′ J
?
|K2
θ

orazAθ
#

ψ′ jest izometrią.

Stwierdzenie 4.49 ([O3]). Niech θ będzie funkcją wewnętrzną taką, że θ# = θ
oraz niech C będzie operatorem sprzężenia w K2

θ . Wówczas poniższe warunki są
równoważne:

1. Aθ
ϕ#C = CAθϕ dla wszystkich ϕ ∈ H∞,
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2. AθzC = CAθz ,

3. C = λJ?|K2
θ

przy λ ∈ T.

Poniższe twierdzenie opisuje operatory sprzężenia spełniające równanieAθzC =
CAθz̄ .

Twierdzenie 4.50 ([O3]). Niech θ będzie funkcją wewnętrzną i niech C będzie
operatorem sprzężenia w K2

θ . Wóczas następujące warunki są równoważne:

1. AθϕC = CAθϕ dla wszystkich ϕ ∈ H∞,

2. AθzC = CAθz̄ ,

3. istnieje funkcja ψ ∈ H∞ taka, że C = AθψCθ oraz Aθψ jest unitarny,

4. istnieje funkcja ψ′ ∈ H∞ taka, że C = CθA
θ
ψ′

oraz Aθψ′ jest unitarny.

Stąd mamy:

Wniosek 4.51 ([O3]). Jeśli C jest operatorem sprzężenia w K2
θ oraz każdy A ∈

T (K2
θ ) jest C–symetryczny, to C = AθψCθ dla pewnego ψ ∈ H∞ takiego, że Aθψ

jest unitarny.

4.9 Operatory sprzężenia w L2 ⊕ L2

Niech C =
[
D1 D2
D3 D4

]
, gdzie Dj są antyliniowymi operatorami na H dla j =

1, 2, 3, 4. Wówczas C jest operatorem sprzężenia na H ⊕H wtedy i tylko wtedy,
gdy zachodzą poniższe warunki:

D1 = D]
1, D4 = D]

4, D3 = D]
2, (4.62)

D1D
]
1 +D2D

]
2 = I, D]

2D2 +D4D
]
4 = I, (4.63)

D]
2D1 +D4D

]
2 = 0. (4.64)

OznaczmyMz =
[
Mz 0
0 Mz

]
. W publikacji [O4] badaliśmy, jakie warunki musi

spełniać C, aby byćMz–sprzężeniem, czyli spełniać

MzC = CMz̄, (4.65)

oraz kiedy C jest przemienny zMz . Poniżej podajemy charakteryzacjęMz–prze-
miennych sprzężeń w L2 ⊕ L2.
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Twierdzenie 4.52 ([O4]). Niech C będzie antyliniowym operatorem w L2 ⊕ L2.

WtedyC =

[
D1 D2

D]
2 D4

]
jest operatorem sprzężenia takim, żeMzC = CMz wtedy

i tylko wtedy, gdy istnieją funkcje ψi ∈ L∞, i = 1, 2, 4, takie, żeDi = MψiJ
? oraz

ψ#
1 = ψ1, ψ#

4 = ψ4, (4.66)

|ψ1|2 = |ψ4|2 = 1− |ψ2|2, (4.67)

ψ#
1 ψ2 + ψ#

2 ψ4 = 0. (4.68)

Podajemy również charakteryzację wszystkichMz–sprzężeń w L2 ⊕ L2.

Twierdzenie 4.53 ([O4]). Niech C będzie antyliniowym operatorem na L2(C2).

Wówczas C =

[
D1 D2

D]
2 D4

]
jest operatorem sprzężenia takim, że MzC = CMz̄

wtedy i tylko wtedy, gdy istnieją funkcje ψi ∈ L∞, i = 1, 2, 4, takie, żeDi = Mψi J̃
oraz

|ψ1|2 = |ψ4|2 = 1− |ψ2|2, (4.69)

ψ1ψ2 + ψ2ψ4 = 0. (4.70)

5 Operatory sprzężenia w L2(H)

Praca [O4] poświęcona jest badaniu operatorów sprzężenia w przestrzeniach L2

o wartościach w pewnej przestrzeni Hilberta H. Ten kierunek badań ma uzasad-
nienie w teorii B. Sz.-Nagy–C. Foiaşa [20, Rozdział 3], która mówi, że każda cał-
kowicie nie-unitarna kontrakcja jest unitarnie równoważna operatorowi mnożenia
przez zmienną niezależną w pewnej przestrzeni modelowej zadanej przez funkcję
wewnętrzną o wartościach operatorowych. Innymi słowy, uzyskane wyniki w [O4]
mogą być przeniesione, przy odpowiednich założeniach, poprzez unitarną równo-
ważność na kontrakcje w przestrzeniach Hilberta. Na przykład założenie, żeL2(H)
jest przestrzenią funkcji wektorowych w skończenie wymiarowej przestrzeni Hil-
bertaH oznacza, że wymiar przestrzeni defektu dla tych kontrakcji jest skończony.

Dla zespolonej ośrodkowej przestrzeni Hilberta H oznaczmy przez L2(H)
przestrzeń wszystkich funkcji mierzalnych f : T→ H, które spełniają∫

T
‖f(z)‖2dm(z) <∞. (5.1)

Niech H2(H) oznacza podprzestrzeń L2(H) złożoną z tych funkcji z L2(H),
dla których współczynniki Fouriera o ujemnych indeksach są zerowe.

27



Oznaczmy przez H∞(B(H)) zbiór wszystkich ograniczonych funkcji anali-
tycznych o wartościach w B(H), F : D→ B(H) z normą ‖F‖∞ = sup{‖F(λ)‖ :
|λ| < 1}.Możemy też rozważać funkcje na okręgu jednostkowym. FunkcjaF : T→
B(H) jest mierzalna, jeśli dla każdego x ∈ H funkcja z 7→ F(z)x jest mierzal-
na. Oznaczmy przez L∞(B(H)) przestrzeń wszystkich takich funkcji mierzalnych
F, które są istotnie ograniczone. Każda F ∈ L∞(B(H)) dopuszcza rozwinięcie
Fouriera

F =
∞∑

n=−∞
Fnen, (5.2)

dane przez szereg formalny z Fn ∈ B(H) dla n ∈ Z, a współczynniki Fn są
określone jako

Fnh =
∫
T
z−nF(z)h dm(z) dla h ∈ H. (5.3)

Przestrzeń H∞(B(H)) może być widziana jako podprzestrzeń L∞(B(H)) złożo-
na z tych funkcji F, których współczynniki Fouriera Fn zerują się dla n < 0.

NiechF ∈ L∞(B(H)). Określmy ograniczony operator liniowyMF naL2(H):
dla f ∈ L2(H),

(MF f)(z) = F(z)f(z) p.w. na T.

W szczególności dla f ∈ L2(H) mamy p.w. na T

(Mzf)(z) = zf(z) oraz (Mz̄f)(z) = z̄f(z).

Oznaczmy przez BA(H) przestrzeń ograniczonych i antyliniowych operato-
rów na H. Podobnie definiujemy mierzalną funkcję F : T → BA(H) i oznacza-
my przezL∞(BA(H)) przestrzeń wszystkich mierzalnych, istotnie ograniczonych
funkcji o wartościach w BA(H). Dla każdego C ∈ L∞(BA(H)) określmy ogra-
niczony, antyliniowy operator AC na L2(H): dla f ∈ L2(H),

(AC f)(z) = C(z)f(z) p.w. na T.

Niech J będzie operatorem sprzężenia w H. Wtedy możemy określić dwa opera-
tory sprzężenia J̃ oraz J? na L2(H) poprzez

(J̃f)(z) = J(f(z)) p.w. na T (5.4)

oraz
(J?f)(z) = J(f(z̄)) p.w. na T. (5.5)

WszystkieMz–przemienne sprzężenia na L2(H) są scharakteryzowane w po-
niższym twierdzeniu.
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Twierdzenie 5.1 ([O4]). Niech J będzie operatorem sprzężenia naH. Następujące
warunki są równoważne:

1. C jest operatorem sprzężenia w L2(H) takim, że CMz =MzC,

2. istniejeU ∈ L∞(B(H)) taki, żeU(z) jest operatorem unitarnym dla prawie
wszystkich z ∈ T, MU jest J?–symetryczny oraz C = MUJ? = J?MU∗ .

CharakteryzacjaMz–sprzężeń w L2(H) jest dana poniżej.

Twierdzenie 5.2 ([O4]). Niech C będzie operatorem antyliniowym na L2(H).
Wówczas następujące warunki są równoważne:

1. C jest operatorem sprzężenia na L2(H) takim, żeMzC = CMz̄ ,

2. istnieje C0 ∈ L∞(BA(H)) taki, że C = AC0 oraz C0(z) jest operatorem
sprzężenia dla prawie wszystkich z ∈ T,

3. dla dowolnego operatora sprzężenia J w H istnieje U ∈ L∞(B(H)) taki,
żeU(z) jest J–symetrycznym, unitarnym operatorem dla prawie wszystkich
z ∈ T oraz C = MUJ̃ = J̃MU∗ .

Niech J będzie dowolnym operatorem sprzężenia w H. Wtedy J?(H2(H)) ⊂
H2(H). Poniższe twierdzenie opisuje wszystkieMz–przemienne sprzężenia z tą
własnością. Zauważmy, że jeśli C jest operatorem sprzężenia w L2(H) spełniają-
cym C(H2(H)) ⊂ H2(H), to musi zachodzić C(H2(H)) = H2(H).

Twierdzenie 5.3 ([O4]). Niech J będzie dowolnym operatorem sprzężenia w H
oraz niech C będzie operatorem sprzężenia w L2(H) takim, że CMz = MzC.
Jeśli C(H2(H)) ⊂ H2(H), to istnieje unitarny, J–symetryczny operator U0 ∈
B(H) taki, że C = MUJ? = J?MU∗ , gdzie U jest stałą funkcją o wartościach
operatorowychU(z) = U0 dla prawie wszystkich z ∈ T.

Zauważmy, że J̃(H2(H)) 6⊂ H2(H). Ponadto J̃(H2(H)) = L2(H)	zH2(H).
W istocie mamy:

Stwierdzenie 5.4. Nie istniejeMz–sprzężenie w L2(H), dla którego H2(H) jest
niezmiennicza.

5.1 Operatory sprzężenia a przestrzenie modelowe w L2(H)

W tym rozdziale zakładamy, że dimH = d < ∞. Funkcja Θ ∈ H∞(L(H))
nazywana jest wewnętrzną, jeśli jej wartości brzegowe są unitarnymi operatorami
w B(H) prawie wszędzie na T. Pzypuśćmy, że ‖Θ(0)‖ < 1, mówimy wtedy, że
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Θ jest czystą funkcją wewnętrzną. Odpowiadająca jej przestrzeń modelowa jest
określona jako KΘ = H2(H)	ΘH2(H). Niech PΘ będzie projekcją ortogonalną
na KΘ. Zauważmy, że podprzestrzeń K∞Θ = KΘ ∩ L∞(H) wszystkich funkcji
ograniczonych na KΘ jest gęsta w KΘ.

Operator mmodelowy SΘ ∈ L(KΘ) jest określony jako

(SΘf) = PΘ(Mzf) dla f ∈ KΘ. (5.6)

Z [7, Twierdzenie 3.1] wynika, że SΘ jest zespolono symetryczny wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy istnieje operator sprzężenia J w H taki, że Θ jest J–symetryczny.
W takim przypadku Θ(z)J jest operatorem sprzężenia wH dla prawie wszystkich
z ∈ T i w konsekwencji MΘJ̃ jest operatorem sprzężenia w L2(H) dzięki Twier-
dzeniu 5.2. Od teraz będziemy zakładać, że Θ jest J–symetryczny. WówczasCΘ,J

definiowany jako

CΘ,J f(z) = Θ(z)z̄(J̃f)(z) = Θ(z)z̄J(f(z)) p.w. na T

(czyli, CΘ,J = MΘMzJ̃) jest operatorem sprzężenia na L2(H), dla którego KΘ

jest niezmiennicza.
Poniższe twierdzenie charakteryzuje wszystkie Mz–sprzężenia, dla których

przestrzeń modelowa jast niezmiennicza.

Twierdzenie 5.5 ([O4]). Niech C będzieMz–sprzężeniem na L2(H) i niech Θ ∈
L∞(B(H)) będzie J–symetryczną czystą funkcją wewnętrzeną, gdzie J jest ope-
ratorem sprzężenia na H. Przypuśćmy, że KΘ jest niezmiennicza dla C. Wówczas
C = MVCΘ,J , gdzieV jest funkcją stałąV(z) = V0 i V0 jest unitarny p.w. na T,
taką, że MV jest CΘ,J–symetryczny.

Niech Λ i Θ będą funkcjami wewnętrznymi o wartościach operatorowych. Mó-
wimy, że Λ dzieli Θ (Λ 6 Θ), jeśli Λ∗Θ ∈ H∞(B(H)).

Poniżej opisujemy wszystkieMz lubMz–przemienne sprzężenia przekształ-
cające jedną przestrzeń modelową w drugą.

Twierdzenie 5.6 ([O4]). Niech Θ,Λ ∈ H∞(B(H)) bedą czystymi funkcjami we-
wnętrznymi oraz załóżmy, że istnieją operatory sprzężeń JΘ, JΛ w H takie, że
Θ jest JΘ–symetryczny i Λ jest JΛ–symmetryczny. Ponadto niech C bedzieMz–
sprzężeniem wL2(H). WówczasC(KΛ) ⊂ KΘ wtedy i tylko wtedy, gdyC = CΓ,J

dla pewnej funkcji wewnętrznej Γ ∈ H∞(B(H)) oraz dla pewnego operatora
sprzężenia J w H takiego, że Λ 6 Γ 6 Θ i Γ jest J–symmetryczny. W szcze-
gólności wtedy Λ 6 Θ.

Twierdzenie 5.7 ([O4]). Niech Θ,Λ ∈ H∞(B(H)) będą czystymi fukcjami we-
wnętrznymi i załóżmy, że istnieją operatory sprzężenia JΘ, JΛ wH takie, że Θ jest
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JΘ–symetryczny oraz Λ jest JΛ–symetryczny. Załóżmy, żeC jestMz–przemiennym
sprzężeniem w L2(H). Wówczas C(KΛ) ⊂ KΘ wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
unitarny, JΛ–symetryczny operator U0 ∈ B(H) taki, że C = MUΛJ

?
Λ, gdzie UΛ

jest stałą funkcją o wartościach operatorowych, UΛ(z) = U0 dla prawie wszyst-
kich z ∈ T oraz U0Λ# 6 Θ.

Załóżmy, że Θ,Λ ∈ H∞(B(H)) są funkcjami wewnętrznymi. Niech J będzie
operatorem sprzężenia wH. Określmy

CΛ,Θ
J = MΘJ?MΛ∗ .

WtedyCΛ,Θ
J jest antyliniową isometrią orazCΛ,Θ

J przekształca przstrzeń ΛH2(H)
na ΘH2(H).

Stwierdzenie 5.8 ([O4]). Antyliniowy operatorCΛ,Θ
J jest inwolucją (a zatem ope-

ratorem sprzężenia w L2(H)) wtedy i tylko wtedy, gdy

Θ(z)JΛ#(z) = Λ(z)JΘ#(z) p.w. na T. (5.7)

Twierdzenie 5.9. Niech Θ,Λ ∈ H∞(B(H)) będą funkcjami wewnętrznymi oraz
niech J będzie operatorem sprzężenia wH. IstniejeMz–przemienne sprzężenieC
w przestrzeni L2(H) takie, że C(ΛH2(H)) ⊂ ΘH2(H) wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje funkcja wewnętrzna Ψ ∈ H∞(B(H)) taka, że

(ΨΛ∗Θ)J = (ΨΛ∗Θ)∗. (5.8)

W tym przypadku, C = CΛ,Γ
J dla pewnej funkcji wewnętrznej Γ ∈ H∞(B(H))

takiej, że Θ 6 Γ oraz
ΓΛ∗J = ΛΓ∗J . (5.9)
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[P10] K. Kliś-Garlicka. Hyperreflexivity of bilattices. Czechoslovak Math. J.,
66(1):119–125, 2016. DOI: https://doi.org/10.1007/s10587-016-0244-3.
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6.1 Refleksywność

Zagadnienie refleksywności jest związane z dobrze znanym problemem istnienia
nietrywialnej podprzestrzeni niezmienniczej. Mianowicie operator nazywany jest
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refleksywnym, jeśli ma te same podprzestrzenie niezmiennicze, co domknięta al-
gebra generowana przez ten operator i identyczność. Refleksywność początkowo
została określona dla algebr operatorowych i pojedynczych operatorów (D. Sara-
son). Definicja refleksywności została później uogólniona na podprzestrzenie ope-
ratorów [13], co z punktu widzenia topologii wydaje się bardziej naturalnym spoj-
rzeniem na problem refleksywności.

NiechM⊂ B(H) będzie domkniętą podprzestrzenią. Domknięcie refleksywne
M definiujemy jako

RefM = {T ∈ B(H) : Th ∈ [Mh] dla każdego h ∈ H}.

(Tu [x] oznacza domkniętą podprzestrzeń generowaną przez x.) PodprzestrzeńM
nazywamy refleksywną, jeśliM = RefM. Jeśli zaś RefM = B(H), to mówimy,
żeM jest tranzytywna. W przypadku, gdy podprzestrzeń jest słabo*-domknięta, jej
refleksywność jest równoważna gęstości operatorów rzędu jeden w jej preanihila-
torze [14]. Z kolei tranzytywnośc oznacza, że w preanihilatorze nie ma operatorów
rzędu jeden. Oznaczmy przez τc przestrzeń wszystkich operatorów śladowych na
H i przez Fk zbiór operatorów, których rząd jest nie większy niż k. Preanihilator
podprzestrzeniM⊂ B(H) jest określony jako

M⊥ = {t ∈ τc : tr(Tt) = 0 dla każdego T ∈M}.

Dla słabo*-domkniętej podprzestrzeniM refleksywność jest równowżna równości
M⊥ = [M⊥ ∩ F1], zaś tranzytywność M oznacza, że M⊥ ∩ F1 = ∅ ([14]).
To prowadzi w naturalny sposób do definicji k–refleksywności ([2]). Mówimy, że
podprzestrzeńM jest k–refleksywna, jeśliM⊥ = [M⊥ ∩ Fk].

Niech C będzie operatorem sprzężenia w przestrzeni Hilberta H. Oznaczmy
zbiór wszystkich C–symetrycznych operatorów przez

C = {T ∈ B(H) : CTC = T ∗}.

Operator A nazywany jest C–skośnie–symetrycznym, jeśli CAC = −A∗. Znanym
faktem jest, że każdy operator A ∈ B(H) może być przedstawiony jako suma C–
symetrycznego i C–skośnie–symetrycznego operatora, czyli A = X + Y , gdzie
X = 1

2(A+ CA∗C), Y = 1
2(A− CA∗C).

W pracy [P1] udowodniliśmy, że podprzestrzeń wszystkich C–skośnie–syme-
trycznych operatorów w H jest refleksywna. Z kolei podprzestrzeń C jest bardzo
daleka od bycia refleksywną. W istocie przestrzeń wszystkich C–symetrycznych
operatorów na H jest tranzytywna ([P13]), czego konsekwencją jest to, że nie ma
operatorów rzędu jeden w preanihilatorze C. Jednakże możemy opisać wszystkie
operatory rzędu dwa w C⊥ i to pozwoliło nam udowodnić 2-refleksywność prze-
strzeni C ([P13]).
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Rozważmy teraz klasyczną przestrzeń Hardy’ego H2 oraz {ej}j∈N bazę ka-
noniczną w H2. Oznaczmy przez T przestrzeń wszystkich operatorów Toeplit-
za na H2, czyli T = {Tφ : φ ∈ L∞}, oraz przez Mml podprzestrzeń postaci
T + C(el ⊗ em). W pracy [P7] dowodzimy, że ta podprzestrzeń Mml nie jest
refleksywna ale jest 2–refleksywna.

Ponieważ własność refleksywności nie jest zazwyczaj dziedziczna, do uzyska-
nia dziedziczności wymagane jest dodatkowe założenie, którym jest własność za-
zwyczaj nazywana A1/k. W [P7] dowodzimy, że podprzestrzeńMlm = T +C(el⊗
em) ma własność A1/4 i w konsekwencji uzyskujemy, że każda słabo*-domknięta
podprzestrzeń zawarta wMlm = T +C(el⊗em) jest 4-refleksywna. Uzyskujemy
również silniejszą własność, czyli 2-hyperrefleksywnośćMlm = T +C(el ⊗ em)
ze stałą κ2(Mlm) ¬ 2.

Wyniki te zostały uogólnione w [P9], gdzie rozważaliśmy

MJ = span{ei ⊗ ej : (i, j) ∈ J}

oraz podprzestrzenie postaci

M = T +MJ = span{Tϕ + g : ϕ ∈ L∞, g ∈MJ},

tu J jest skończonym podzbiorem N×N. Pokazaliśmy, żeM jest słabo∗-domknięta,
nie jest refleksywna, ale jest 2-refleksywna. Jest ona ponadto 2-hyperrefleksywna
ze stałą κ2(M) ¬ 2.

Pojęcie bikraty zostało wprowadzone przez V. Shulmana w [17] jako uogól-
nienie krat podprzestrzeni. Badania te były kontynuowane w [19]. Niech H, K
będą przestrzeniami Hilberta. Oznaczmy przez P(H) kratę wszystkich ortogonal-
nych projekcji naH. JeśliM,N ⊂ H są domkniętymi podprzestrzeniami możemy
zdefiniować dwa działania łączenieM∨N = cl{f+g : f ∈M, g ∈ N} oraz prze-
cięcie M ∧N = M ∩N . Często identyfikujemy domkniętą podprzestrzeń liniową
z projekcją ortogonalną na nią. Zatem P(H) z działaniami łączenie i przecięcie
stanowi kratę zupełną. Kratą podprzestrzeni nazywamy SOT-domkniętą podkra-
tę L ⊂ P(H) taką, że 0, I ∈ L. Krata podprzestrzeni L jest refleksywna, jeśli
L = Lat AlgL [15].

Bikratą nazywamy zbiór Σ ⊆ P(H)×P(K) takich, że (0, I), (I, 0), (0, 0) ∈ Σ
oraz jeśli (P1, Q1), (P2, Q2) ∈ Σ, to (P1∧P2, Q1∨Q2), (P1∨P2, Q1∧Q2) ∈ Σ.

Niech Σ ⊆ P(H) × P(K) będzie bikratą. Możemy wtedy zdefiniować pod-
przestrzeń

op Σ = {T ∈ B(H,K) : QTP = 0, ∀(P,Q) ∈ Σ}.

Zauważmy, że op Σ jest refleksywna, a ponadto wszystkie refleksywne podprze-
srzenie są takiej postaci. Z każdą podprzestrzenią S ⊆ B(H,K) możemy powiązać
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bikratę bilS daną jako

bilS = {(P,Q) : QSP = {0}}.

Bikratę Σ ⊆ P(H)× P(K) nazywamy refleksywną, jeśli bil op Σ = Σ.
Dla danej kraty podprzestrzeni L możemy zdefiniować bikratę ΣL jako

ΣL = {(P,Q) : istnieje L ∈ L przy P ¬ L ¬ Q⊥}.

Łatwo zauważyć, że dla dowolnych P,Q ∈ P(H) pary (P, 0), (0, Q) należą do
ΣL. Z kolei dla danej bikraty Σ można skonstuować kratę

LΣ = {P ⊕Q⊥ : (P,Q) ∈ Σ}.

W pracy [P8] opisano zależności między refleksywnością L a refleksywnością
ΣL. Opisano również zależność refleksywności Σ a refleksywności LΣ. Udowod-
niono w szczególności, że jeśli L jest kratą podprzestrzeni, to op ΣL = algL oraz
bil op ΣL = Σlat algL. W konsekwencji otrzymano, że refleksywność L jest rów-
noważna refleksywności ΣL.

Z kolei w [P8] pokazano, że refleksywność bikraty Σ implikuje refleksywność
LΣ, ale przeciwna implikacja nie zachodzi, co zilustrowano przykładem.

6.2 Hyperrefleksywnośc

Hyperrefleksywność jest własnością silniejszą niż refleksywność. Badania nad nią
zapoczątkował W. T. Arveson [1], który udowodnił, że odległość dowolnego ope-
ratora T ∈ B(H) od refleksywnej algebry gniazdowej A jest dana przez równość:

dist(T,A) = sup{‖(I − P )TP‖ : P ∈ LatA},

innymi słowy, algebraA jest hyperrefleksywna ze stałą 1. Pojęcie hyperrefleksyw-
ności wprowadzone było najpierw dla algebr operatorowych, a następnie uogól-
nione na podprzestrzenie operatorowe przez J. Krausa i D. Larsona. Podprzestrzeń
operatorówM jest hyperrefleksywna, jeśli istnieje stała c > 0 taka, że dla dowol-
nego T ∈ B(H) zachodzi

dist(T,M) 6 c sup{‖QTP‖ : P,Q projekcje takie, że QMP = 0}. (6.1)

Oznaczmy przez α(T,M) supremum po prawej stronie (6.1). Wielkość α(T,M)
może być również obliczona przy wykorzystaniu operatorów rzędu jeden, miano-
wicie

α(T,M) = sup{|tr(Tt)| : t ∈M⊥ ∩ F1, ‖t‖1 6 1}. (6.2)
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W świetle powyższego naturalnym uogólnieniem hyperrefleksywności jest pojęcie
k–hyperrefleksywności (wprowadzone w [P6]). PodprzestrzeńM ⊂ B(H) nazy-
wamy k–hyperrefleksywną, jeśli istnieje stała c > 0 taka, że

dist(T,M) 6 c sup{|tr(Tt)| : t ∈M⊥ ∩ Fk, ‖t‖1 6 1}. (6.3)

Artykuł [P6] jest poświęcony k–hyperrefleksywności podprzestrzeni operato-
rów. Jego podstawą jest moja rozprawa doktorska. Podajemy tam wiele podsta-
wowoych wyników dotyczących k–hyperrefleksywności, jak również formułuje-
my warunki równoważne i dowodzimy, że pod pewnymi warunkami własność ta
jest dziedziczna. Badamy także problem, jak zachowuje się k-hyperrefleksywność
względem sumy ortogonalnej. To znajduje zastosowanie w konstuowaniu intere-
sujących przykładów, przykładowo pokazujemy, że istnieje k–refleksywna ale nie
k–hyperrefleksywna podprzestrzeń. Dowodzimy ponadto 2–hyperrefleksywności
przestrzeni wszystkich operatorów Toeplitza. Badamy także podprzestrzenie skoń-
czenie wymiarowe i dowodzimy w szczególności, że każda k–wymiarowa pod-
przestrzeń (k > 2) jest k–hyperrefleksywna.

Davidson w [8] uzyskał rezultat, że operator przesunięcia jednostronnego jest
hyperrefleksywny ze stałą co najwyżej 19. W [P5] pokazaliśmy, że stała ta nie jest
większa niż 12, ponadto uzyskaliśmy hyperrefleksywność operatorów quasinor-
malnych ze stałą co najwyżej 259. Z tego twierdzenia wynika między innymi, że
każda izometria jest hyperrefleksywna.

Problem hyperrefleksywności rozważany był również w [P13, P1]. Udowod-
niliśmy w [P1], że jeśli C jest operatorem sprzężenia w przestrzeni Hilberta H,
to podprzestrzeń wszystkich C–skośnie–symetrycznych operatorów na H jest hy-
perrefleksywna ze stałą co najwyżej 3 oraz 2–hyperrefleksywna ze stałą 1. Dla
podprzestrzeni wszystkichC–symetrycznych operatorów nie można oczekiwać, że
jest ona hyperrefleksywna (gdyż nie jest refleksywna), ale uzyskaliśmy w [P13], że
jest 2-hyperrefleksywna ze stałą 1.

Pojęcie hyperrefleksywności dla bikrat zostało wprowadzone i badane w [P10].
Dla bikraty Σ ⊆ P(H) × P(K) oraz pary projekcji (P,Q) ∈ P(H) × P(K)
definiujemy

α((P,Q),Σ) = sup{‖QTP‖ : ‖T‖ ¬ 1, T ∈ op Σ}

oraz
d((P,Q),Σ) = inf{‖P − L1‖+ ‖Q− L2‖ : (L1, L2) ∈ Σ}.

Zauważmy, że α((P,Q),Σ) ¬ d((P,Q),Σ).
Bikrata Σ ⊆ P(H)×P(K) nazywana jest hyperrefleksywną, jeśli istnieje stała

κ > 0 taka, że d((P,Q),Σ) ¬ κα((P,Q),Σ), dla każdej pary (P,Q) ∈ P(H) ×
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P(K). Infimum po wszystkich stałych κ oznaczamy przez κ(Σ) i nazywamy stałą
hyperrefleksywności dla Σ.

W [P10] dowodzimy, że hyperrefleksywność bikraty Σ imlikuje jej refleksyw-
ność. Ponadto hyperrefleksywność krat podprzestrzeni jest dziedziczna w tym sen-
sie, że jeśliM jest hyperrefleksywną kratą podprzestrzeni ze stałą a, L jest pod-
kratąM, to, jeśli istnieje stała b > 0 taka, że

d(M,L) ¬ bα(M,L)

dla wszystkich M ∈M, L jest hyperrefleksywna ze stała κ(L) ¬ a+ b+ 2ab.
Ponadto w [P10] uzyskano wynik, że jeśli bikrata Σ jest hyperrefleksywna, to

krata LΣ jest hyperrefleksywna, ale hyperrefleksywność LΣ nie implikuje hyperre-
fleksywności Σ, co zilustrowano odpowiednim przykładem. Pokazujemy również,
że dla kraty podprzestrzeni L zachodzi implikacja: jeśli ΣL jest hyperrefleksywna,
to L jest hyperrefleksywna.

6.3 Operatorowa refleksywność oraz operatorowa hyperrefleksywność
krat podprzestrzeni

Niech H będzie przestrzenią Hilberta oraz niech P(H) oznacza zbiór wszystkich
projekcji ortogonalnych w H. Krata projekcji L ⊂ P(H) nazywana jest operato-
rowo refleksywną (lub 1-domkniętą), jeśli L = ref L. W [18] pokazano, że pewne
ważne klasy krat podprzestrzeni (na przykład zwarte lub refleksywne w zwykłym
sensie) są operatorowo refleksywne. Udowodniono również, że wszystkie kraty
podprzestrzeni są algebraicznie refleksywne. Postawiono tam jednak otwarty pro-
blem: czy wszystkie kraty podprzestrzeni są operatorowo refleksywne. W publika-
cji [P12] dowodzimy, że odpowiedź jest negatywna. Konstruujemy przykład silnie
domkniętej kraty projekcji L * P(H), której operatorowo-refleksywna otoczka
jest całym P(H). Oznacza to, że L nie jest operatorowo refleksywna.

Dla kraty podprzestrzeni L ⊆ P(H) oraz projekcji P ∈ P(H) oznaczamy
przez

dist(P,L) = inf{‖P −Q‖; Q ∈ L} = inf
Q∈L

sup
‖x‖¬1

‖Px−Qx‖

odległość P od L. Za [9] definiujemy

β(P,L) = sup{‖P⊥AP‖; A ∈ (algL)1},

gdzie (algL)1 oznacza zbiór wszystkich kontrakcji w algL. Łatwo zauważyć, że
β(P,L) ¬ 2 dist(P,L) dla dowolnego P . Krata podprzestrzeni L nazywana jest
hyperrefleksywną, jeśli istnieje stała dodatnia κ taka, że

dist(P,L) ¬ κβ(P,L) dla każdego P ∈ P(H). (6.4)
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Infimum κ(L) po wszystkich stałych κ spełniających (6.4) nzywamy stałą hyperre-
fleksywności dlaL. Każda hyperrefleksywna krata podprzestrzeni jest refleksywna,
ale przeciwna implikacja zazwyczaj nie zachodzi.

W artykule [P2] wprowadzamy inny sposób mierzenia odległości dla krat pod-
przestrzeni, który jest naturalną analogią do odległości wprowadzonej przez Arve-
sona. Dla kraty podprzestrzeni L i P ∈ P(H) określmy

α(P,L) = sup{dist(Px,Lx); ‖x‖ ¬ 1} = sup
‖x‖¬1

inf
Q∈L
‖Px−Qx‖.

Zauważmy, że α(P,L) ¬ dist(P,L). Kratę podprzestrzeni L nazywamy ope-
ratorowo hyperrefleksywną, jeśli istnieje stała c > 0 taka, że

dist(P, L) ¬ c α(P,L), for all P ∈ P(H). (6.5)

Infimum c(L) po wszystkich stałych c spełniających (6.5) nazywamy stałą opera-
torowej hyperrefleksywności dla L. Łatwo zauważyć, że każda operatorowo hyper-
refleksywna krata jest operatorowo refleksywna.

W publikacji [P2] badamy relacje między refleksywnością, hyperrefleksywno-
ścią, operatorową refleksywnością a operatorową hyperrefleksywnością krat pod-
przestrzeni. W szczególności dowodzimy, że każda hyperrefleksywna krata pod-
przestrzeni jest operatorowo hyperrefleksywna. Ponadto, jeśli L jest hyperreflek-
sywną kratą podprzestrzeni ze stałą hyperrefleksywności κ(L), to stała dla operato-
rowej hyperrefleksywności dla L jest nie większa niż 4κ(L). Uzyskujemy również
wynik, że każda skończona krata podprzestrzeni L = {L1, . . . , Ln} ⊂ P(H) L
jest operatorowo hyperrefleksywna oraz c(L) ¬

√
n. Konstruujemy operatorowo

refleksywną kratę podprzestrzeni, która nie jest operatorowo hyperrefleksywna, a
także dowodzimy, że operatorowa hyperrefleksywność jest dziedziczna na podkra-
ty podprzestrzeni oraz zachowuje się poprzez sumy otrogonalne.

Podsumowując, w [P2] pokazano, że ralacje między tymi własnościami krat
podprzestrzeni są jak w poniższym diagramie:

refleksywność =⇒ operatorowa refleksywność
⇑ ⇑

hyperrefleksywność =⇒ operatorowa hyperrefleksywność

Implikacje przeciwne do tych w diagramie nie zachodzą, co zostało zilustrowane
odpowiednimi przykładami.

6.4 Charakteryzacja operatorów Toeplitza oraz obciętych operato-
rów Toeplitza przez operatory sprzężenia

W [P11] udowodniliśmy, że operatory Toeplitza mają tę ciekawą własność, że mo-
gą być scharakteryzowane przez rodzinę operatorów sprzężenia. W pracy tej rów-
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nież uzyskaliśmy charekteryzację za pomocą operatorów sprzężenia dla obciętych
operaotrów Toeplitza w pewnych szczególnych przypadkach przestrzeni modelo-
wych. Najpierw rozważaliśmy przypadek, kiedy przestrzeń modelowa zadana jest
przez funkcję wewnętrzną będącą iloczynem Blaschkego z pojedyńczym zerem,
następnie badaliśmy przypadek, gdy funkcja wewnętrzna jest skończonym iloczy-
nem Blaschkego z różnymi zerami. Podaliśmy również charakteryzację obciętych
operatorów Toeplitza na przestrzeni modelowej zadanej przez nieskończony ilo-
czyn Blaschkego, którego zera są jednostajnie separowalne.

6.5 Dualne obcięte operatory Toeplitza

W pracy [P3] wprowadzamy i badamy nowe pojęcie asymetrycznych dualnych
operatorów Toeplitza, które są naturalnym uogólnieniem dualnych i obciętych du-
alnych operaotrów Toeplitza. Badamy w szczególności jądra oraz różne własności
spektralne takie jak własność Fredholma oraz odwracalnośc tych operatorów. Uzy-
skane rezultaty wykorzystane są do opisu widma kilku klas dualnych obciętych
operatorów Toeplitza, w szczególności dualnego obciętego operatora przesunięcia
i jego sprzężenia. Uzyskujemy to poprzez nowe podejście do tych operatorów i ich
asymetrycznych analogów. Dowodzimy, że są one równoważne po rozszerzeniu do
sparowanych operatorów na L2 ⊕ L2 i uzyskujemy związek z twierdzeniem koro-
ny. To pozwala ponadto na udowodnienie, że dla odwracalnych symboli w L∞(T)
dualne obcięte operatory Toeplitza są w istocie równoważne po rozszerzeniu ob-
ciętym operatorom Toeplitza z odwracalnym symbolem.

Pozycja [P4] jest rozdziałem w książce "Operator and Norm Inequalities and
Related Topics", która z kolei jest tomem w serii książek: "Trends in Mathema-
tics". Zawieramy w [P4] znaczące rezultaty dotyczące tematyki (asymetrycznych)
dualnych obciętych operatorów Toeplitza.

7 Informacja o wykazywaniu się istotną aktywnością nau-
kową w więcej niż jednej uczelni, w szczególności zagra-
nicznej

7.1 Staże i wizyty naukowe

01.09.2002–30.11.2002 trzymiesięczny staż w Instytucie Matematycznym "Simon Stoilow" Rumuń-
skiej Akademii Nauk w Bukareszcie fundowany przez stypendium naukowe
w ramach programu EURROMMAT. W trakcie pobytu realizowałam bada-
nia nad refleksywnością i k-hyperrefleksywnością podprzestrzeni operatoro-
wych oraz hyperrefleksywnością operatorów quasinormalnych. Wyniki tych
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badań zostały opublikowane w mojej rozprawie doktorskiej oraz w publika-
cjach [P6, P5].

22.04.2002–26.04.2002 wizyta naukowa w Instytucie Matematycznym Czeskiej Akademii Nauk,
współpraca z prof. Vladimirem Müllerem. W trakcie wizyty pracowałam
nad hyperrefleksywnością algebr i podprzestrzeni operatorowych.

04.11.2003-29.11.2003 miesięczny staż w Department of Pure Mathematics, Queen’s University
Belfast, finansowany przez grant fundowany przez London Mathematical
Society. W trakcie stażu pracowałam nad refleksywnością i hyperrefleksyw-
nością krat i bikrat podprzestrzeni. Nawiązałam także współpracę z dr Iva-
nem Todorowem. Ta i późniejsze krótsze wizyty (17.06.2004–26.06.2004
oraz 03.03.2007–18.03.2007) zaowocowały publikacjami [P8, P10, P2].

05.05.2008–09.05.2008 wizyta naukowa w Instytucie Matematycznym Czeskiej Akademii Nauk,
współpraca z prof. Vladimirem Müllerem oraz prof. J. Bračičem. W trakcie
wizyty pracowaliśmy nad operatorową refleksywnością i operatorową hy-
perrefleksywnością krat podprzestrzeni. Wyniki tej współpracy ukazały się
w [P12, P2].

01.10.2015–20.06.2016 staż w krakowskim oddziale Instytutu Matematycznego Polskiej Akademii
Nauk. W ramach projektu wraz z prof. Chafiq Benhida (Universite Lille
1) oraz z prof. Markiem Ptakiem badaliśmy między innymi algebraiczne
własności operatorów C-skośnie symetrycznych, głównie pod kątem ich re-
fleksywności i hyperrefleksywności. Wyniki badań zostały opublikowane
w [P1].

od 2016 roku współpracuję naukowo z prof. Marią Cristiną Câmara. W związku z tym
odbyłam kilka wizyt w Instituto Superior Técnico, Universidade de Lisboa
np. tydzień w maju 2016, 2 tygodnie w maju 2017 oraz wyjazdy związane
z konferencjami WOTCA. Podczas tych wizyt prowadziłyśmy badania nad
własnościami obciętych operatorów Toeplitza, dualnych obciętych operato-
rów Toeplitza. Współpraca ta zaowocowała cyklem publikacji [O1, O8, O7,
O4, O3, O2, O6, O5] oraz [P3, P4].

7.2 Recencje prac naukowych

Recenzowałam publikacje naukowe dla takich czasopism jak:

• Annals of Functional Analysis,

• Bulletin of the Malaysian Mathematical Society,
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• Complex Analysis and Operator Theory,

• Complex Variables and Elliptic Equations,

• European Journal of Mathematics,

• Filomat,

• Journal of the London Mathematical Society,

• Journal of Operator Theory,

• Kyungpook Mathematical Journal,

• Linear and Multilinear Algebra,

• Mathematica Bohemica,

• Monatshefte für Mathematik,

• Operators and Matrices,

• Science China Mathematics,

• Special Matrices.

8 Informacja o osiągnięciach dydaktycznych, organizacyj-
nych oraz popularyzujących naukę lub sztukę

Doświadczenia dydaktyczne

Od października 1996 roku prowadzę zajęcia dydaktyczne (ćwiczenia, wykłady
i zajęcia projektowe) z matematyki wyższej, analizy matematycznej, geometrii
krzywej, statystyki oraz technologii informacyjnej dla studentów różnych kierun-
ków Uniwersytetu Rolniczego takich jak: Geodezja i Kartografia, Inżynieria Śro-
dowiska, Ochrona Zasobów Leśnych, Leśnictwo, Technologia Żywności, Dietety-
ka, Biotechnologia, Bioinformatyka i Analiza Danych. Prowadziłam również kursy
adaptacyjne z matematyki dla studentów pierwszego roku. Brałam udział w eg-
zaminach wstępnych na kierunku Geodezja i Kartografia i maturach łączonych z
egzaminami wstępnymi na kierunek Inżynieria Środowiska. Prowadziłam również
kursy analizy w języku angielskim dla uczestników programu Erazmus+. Brałam
udział w opracowaniu nowego programu studiów oraz opracowałam wiele pro-
gramów i efektów kształcenia kursów. Brałam udział w egzaminach inżynierskich
jako członek komisji.
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Ponadto w 2008 roku przygotowałam i prowadziłam serię konwersatoriów dla
pracowników Wydziału Inżynierii Środowiska i Geodezji zatytułowanych "Cha-
os w inżynierii środowiska". Wykłady dotyczyły zastosowań matematycznej teorii
chaosu w naukach przyrodniczych ze szczególnym naciskiem na inżynierię środo-
wiska.

Byłam również opiekunem pierwszego roku kierunku Geodezja i Kartogra-
fia oraz członkiem komisji wydziałowej ds. dydaktycznych na kierunku Geodezja
i Kartografia.

Działalność organizacyjna

W latach 2004, 2006, 2008, 2014, 2016, 2018, 2020 byłam współorganizatorem cy-
klu międzynarodowych konferencji SWOT (Small/Summer Workshop on Opera-
tor Theory) organizowanych przez pracowników Katedry Zastosowań Matematyki
Uniwersytetu Rolniczego w Krakowie. W 2022 roku brałam udział w organizowa-
niu The International Workshop on Operator Theory and its Applications (IWOTA
2022).

Byłam członkiem Rady Wydziału Inżynierii Środowiska i Geodezji Uniwer-
sytetu Rolniczego w Krakowie, byłam członkiem Rady Dyscypliny Matematyka.
Obecnie jestem członkiem Kolegium Wydziałowego Wydziału Inżynierii Środowi-
ska i Geodezji Uniwersytetu Rolniczego w Krakowie.

9 Inne ważne informacje dotyczące kariery zawodowej

2021 nagroda za najlepszą publikację roku w Banach Journal of Mathematical
Analysis za artykuł: M. C. Câmara, K. Kliś-Garlicka, B. Łanucha, M. Ptak,
Invertibility, Fredholmness and kernels of dual truncated Toeplitz operators,
Banach J. Math. Anal. 14 (2020), 1558–1580.

2008 ekspert zewnętrzny w Narodowym Programie Forsight "Polska 2020".

2007–2009 udział w polsko-słoweńskim projekcie badawczym pt. Reflexivity and hyper-
reflexivity of spaces of operators.

2004 –2006 udział w projekcie badawczym Grant KBN nr 1 P03A 016 27, "Podprze-
strzenie refleksywne i hyperrefleksywne".
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