Gf

Zalacznik nr 3
Dr Joanna Jureczko Wroctaw, 11.09.2023r.
Politechnika Wroclawska
Wydzial Informatyki i Telekomunikacji
Katedra Telekomunikacji i Teleinformatyki
AUTOREFERAT
Spis tresci
1 Imie i nazwisko 4
2 Posiadane dyplomy, stopnie naukowe — z podaniem podmiotu nadaja-
cego stopien, roku ich uzyskania oraz tytulu rozprawy doktorskiej 4
3 Informacja o dotychczasowym zatrudnieniu w jednostkach nauko-
wych 5
4 Oméwienie osiagnieé, o ktorych mowa w art. 219 ust. 1 pkt. 2 ustawy
z dnia 20 lipca 2018 r. Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce (Dz. U.
z 2021 r. poz. 478 z p6zn. zm.) 5
4.1 Tytul osiagnigcia naukowego . . . . . . . ... ... L. 5
4.2 Publikacje wchodzace w sklad osiagnigcia naukowego . . . . . . 6
4.3 Opis osiagnigcia naukowego . . . . . . . . .. ... ... 7
4.3.1 Zarys problematyki wchodzacej w sklad osiagnigcia na-
ukowego . .. .. L 7
4.3.2 Strukturamonografii . . . .. .. ... ... ... 8
433 Wstep . . . . . e 9
4.3.4 Definicje, oznaczenia i znane fakty . . .. ... ... .. 10
4.3.5 Rozkltad Kuratowskiego - rys historyczny . . . . . .. .. 16
4.3.6 Rozkitady Kuratowskiego w strukturach drzewa i w topo-
logii Ellentucka . . . . . ... ... ... .. .. ... . 19
4.3.7 ldealy zwiazane z rozktadami Kuratowskiego . . . . . . . 23
4.3.8 Rozktady Kuratowskiego w przestrzeniach Baire’a . . . . 26
4.3.9 Rozktady Kuratowskiego w przestrzeniach metrycznych
zupelnych . . . . ... oo 27
4.3.10 Przykiad przestrzeni metrycznej bez rozktadu Kuratow-
skiego . . . . L. 29

PODPIS ZAUFANY

JOANNA IRENA
JURECZKO

11.09.2023 10:00:45 [GMT+2]

Dokument podpisany elektronicznie
podpisem zaufanym



7

8

4.3.11 Uogolnienie Twierdzenia Louveau-Simpsona . . . . . . . 30

4.3.12 O réwnowaznoS$ciach Twierdzenia Gitika-Shelaha . . . . 32

4.3.13 Uogdlnienie Twierdzenia Halpern-Lauchli . . . . . . . .. 33
4.3.14 Rozktady i pokrycia punktowo-skoficzone przestrzeni Ba-

I’ . . o o 35

4.3.15 Zbiory niemierzalne dla pokry¢ punktowo-skoriczonych . 38

4.3.16 O istnieniu selektoréw mierzalnych . . . . ... ... .. 41

4.4  Opis wktadu w prace wspdtautorskie . . . . . . . ... ... ... 44

4.5 Podsumowanie i znaczenie wynikéw . . . . . ... ... L. 44

Informacja o wykazywaniu si¢ istotna aktywnos$cia naukowa realizo-
wana w wiecej niz jednej uczelni lub instytucji naukowej, w szczegol-

nosci zagranicznej 46
5.1 Aktywnos$¢ naukowa w trakcie zatrudnienia na Uniwersytecie Kar-
dynata Stefana Wyszynskiego w Warszawie . . . . . ... .. .. 46
5.2 Aktywnos¢ naukowa w trakcie zatrudnienia na Politechnice Wro-
cltawskiej . . . ... 47
5.3 Pozostata aktywnos$¢ naukowa . . . . ... .. ... L. 48
5.4 Projekty badawcze i dydaktyczne . . . . . . . ... ... ..., 48
5.5 Recenzowanie artykulow naukowych . . . . . . .. ... 49
5.6 Udziat w konferencjach . . . . . . ... ... .. ... ... ... 49
Opis pozostalej aktywnosci naukowej 51
6.1 Osiagnigcia w teorii mnogosci i topologii . . . . . .. ... ... 52
6.1.1 Silneciagi . ... ... ... ... ... .. . ... 52
6.1.2 Produktsilnychciagéw . . . . . . ... ... ... .... 57
6.1.3 Porzadek Rudin-Frolik . . . . ... ... ... ...... 60
6.2 Osiagnigcia z zakresu zastosowan matematyki w naukach ekono-
micznych, spotecznych i inzynieryjno-technicznych . . . . . . .. 62
6.3 Osiagnigcia z zakresu dydaktyki matematyki . . . . . . .. .. .. 63
Informacja o osiagnigciach dydaktycznych, organizacyjnych oraz po-
pularyzujacych nauke 65
7.1 Osiagnigcia dydaktyczne . . . . . . . .. .. ... ... ... .. 65
7.2 Osiagnigcia Organizacyjne . . . . . . . . . .« o v v v v v ... 68
7.3 Osiagnigcia popularyzujace nauke . . . . . . ... ... L. 68
Inne informacje dotyczace kariery zawodowej 69
8.1 Pozostale doswiadczenie zawodowe . . . . . . .. ... ... L. 69
8.2 Nagrodyiwyréznienia . . . . . ... ... .. ... ....... 69



9 Wykaz prac autorskich i wspétautorskich 70

9.1 Publikacje wchodzace w skiad osiagnigcia naukowego . . . . . . 70
9.1.1 Monografianaukowa . . . . ... ... ... ... ... 70

9.1.2 Publikacje i prace naukowe wchodzace w sktad monogra-
fiinaukowej . . . . .. ..o 70
9.2 Pozostate publikacje i prace naukowe . . . . ... ... ... .. 71
9.2.1 Publikacje z teorii mnogos$ci i topologii . . . . . . . ... 71
9.2.2 Publikacje z zastosowan matematyki . . . . . ... .. .. 72
9.2.3 Publikacje z dydaktyki matematyki . . . ... ... ... 72
9.2.4 Podrecznik akademicki . . . . . ... .. ... 73
Literatura 74




Imie i nazwisko

Joanna Jureczko

Posiadane dyplomy, stopnie naukowe — z poda-
niem podmiotu nadajacego stopien, roku ich uzy-
skania oraz tytulu rozprawy doktorskiej

* Magister matematyki (2001),

Uniwersytet Slaski w Katowicach,

Wydziat Matematyki, Fizyki i Chemii, Instytut Matematyki,
tytut pracy: ,,Dziatania na grupach permutacji”,

promotor: dr hab. Mieczystaw Kula.

* Doktor nauk matematycznych (2007),

Uniwersytet Slaski w Katowicach,

Wydzial Matematyki, Fizyki i Chemii, Instytut Matematyki,
tytut rozprawy: ,,Woko6t metody Bolzano-Weierstrassa”,
promotor: dr hab. Marian Turzanski.

* Licencjat sztuki (2004),

Uniwersytet Slaski w Katowicach (Filia w Cieszynie),
Wydzial Artystyczny, Instytut Muzyki,

tytul pracy: ,,Muzyka a matematyka”,

promotor: prof. dr hab. Magdalena Dziadek.



3 Informacja o dotychczasowym zatrudnieniu w jed-
nostkach naukowych
e 2017 - obecnie,

Politechnika Wroclawska,

Wydzial Informatyki 1 Telekomunikacji,
Katedra Telekomunikacji i Teleinformatyki,
stanowisko: adiunkt badawczo-dydaktyczny.

. 2008 - 2017,

Uniwersytet Kardynata Stefana Wyszyriskiego w Warszawie,
Wydziat Matematyczno-Przyrodniczy Szkota Nauk Scistych,
Instytut Matematyki,

stanowisko: adiunkt naukowo-dydaktyczny.

* 2004 - 2012,

Wyzsza Szkota Bankowa w Poznaniu, Wydziat Zamiejscowy w Chorzowie,
stanowisko: nauczyciel akademicki.

4 Omowienie osiagnieé, o ktorych mowa w art. 219
ust. 1 pkt. 2 ustawy z dnia 20 lipca 2018 r. Prawo
o szkolnictwie wyzszym i nauce (Dz. U. z 2021 r.
poz. 478 z p6Zn. zm.)

4.1 Tytuf osiagniecia naukowego

Niemierzalne zbiory i1 sumy zbiorow



4.2 Publikacje wchodzace w sklad osiagnigcia naukowego

Osiagnigcie naukowe stanowi monografia naukowa

wydana przez wydawnictwo, ktére w roku opublikowania monografii w ostatecz-
nej formie bylo ujete w wykazie sporzadzonym zgodnie z przepisami wydanymi
na podstawie art. 267 ust. 2 pkt 2 lit. a,

[M1] J. Jureczko, On nonmeasurable sets and unions. Akademicka Oficyna
Wydawnicza EXIT, Warszawa 2023, 156 s. MNiSW: 80.

Monografia [M1] zawiera wyniki opublikowane w pracach [C1-C5] oraz inne wy-
niki, w tym migdzy innymi zamieszczone w pracach [N1-N4].

[C1] R. Frankiewicz, J. Jureczko, B. Weglorz, On Kuratowski partitions in the
Marczewski and Laver structures and Ellentuck topology. Georgian Math.
J. 26 (2019), no. 4, 591-598.

[C2] R. Frankiewicz, J. Jureczko, On the Gitik-Shelah theorem. Georgian Math.
J. 26 (2019), no. 4, 555-559.

[C3] J. Jureczko, The new operations on complete ideals, Open Math. 17 (2019)
no. 1, 415-422.

[C4] J. Jureczko, Special partitions of Baire spaces and precipitous ideals, Top.
App. 322 (2022), 108304, 10pp.

[C5] J. Jureczko, Remarks on the existence of measurable cardinals, Bull. Sci.
Math. 186 (2023), Paper No. 103283.

oraz inne wyniki, w tym migdzy innymi zamieszczone w pracach:

[N1] J. Jureczko A note on Kuratowski partitions in metric spaces,
https://arxiv.org/pdf/2303.16649.pdf.

[N2] J. Jureczko On some generalizations of the Halpern-Léauchli theorem,
https://arxiv.org/pdf/2303.17327.pdf.

[N3] J. Jureczko Nonmeasurable sets in tree structures and Ellentuck topology,
https://arxiv.org/pdf/2303.16650.pdf.

[N4] J. Jureczko Partitions and point-finite covers of Baire spaces,
https://arxiv.org/pdf/2303.16652.pdf.



4.3 Opis osiagni¢cia naukowego

Moje gtéwne osiagnigcia z dyscypliny Matematyka dotycza tematyki:
a) zbioréw niemierzalnych,
b) silnych ciagow,
¢) porzadku Rudin-Frolik.

W dyscyplinie Matematyka jestem autorem 12 prac samodzielnych oraz 3 wspot-
autorem. Wszystkie prace zostaly opublikowane po uzyskaniu stopnia doktora.
Prace ukazaty si¢ migdzy innymi w czasopismach: Bulletin des Sciences Ma-
thématiques, Results in Mathematics, Topology and Its Applications, Georgian
Mathematical Journal, Open Mathematics.
Kolejnych 7 prac samodzielnych jest w procesie recenz;ji.

Ponadto, opublikowatam 3 prace z zastosowan matematyki oraz 15 prac z dy-
daktyki matematyki.

4.3.1 Zarys problematyki wchodzacej w sklad osiagnigecia naukowego

Tematyka autorskiej monografii [M1] dotyczy rozwazan wokoét istnienia zbio-
réw niemierzalnych (przedstawianych w postaci sumy "matych" zbioréw w sensie
miary i kategorii). Uzyskane przeze mnie wyniki dotycza migdzy innymi rozwia-
zania problemu Kuratowskiego z 1935 roku, ktorego (uogdlnione) sformutowanie
mozna przedstawi€ nastgpujaco.

Jakie wtasnosci musi spetniac przestrzen X, aby miata rozktad F na "mate" zbio-
ry (w sensie miary i kategorii) taki, Ze dla dowolnej podrodziny F' C F suma
mnogosciowa \J F' jest "duzym" zbiorem (w sensie miary i kategorii)?

Rozktad, o ktérym mowa w powyzszym sformutowaniu nazywamy rozktadem Ku-
ratowskiego. W uzyskanych przeze mnie wynikach w monografii [M1] udowod-
nitam, ze istniejq struktury (niekoniecznie tworzace przestrzen toplogiczna), ktore
nie maja rozktadow Kuratowskiego. Podatam tez przyktad przestrzeni metrycznej
z rozktadem Kuratowskiego, ktéra po uzupetnieniu nie ma takiej wtasnosSci. Zde-
finiowalam takze tzw. K -ideat, czyli ideal zwigzany z rozktadem Kuratowskiego
rozwazanej przestrzeni, dla ktérego udowodnitam szereg jego wlasnosci.

Jako wnioski z nieistnienia rozktadéw Kuratowskiego dla konkretnych struk-
tur udowodnitam pewne uogdélnienia znanych twierdzen: Louveau-Simpson, Hal-
pern-Lauchli oraz sformutowatam i udowodnitam réwnowazne warunki na nieizo-
morficzno$¢ pewnych algebr Boole’a znane jako Twierdzenia Gitika-Shelaha. Po-
nadto uogélnitam wyniki, przedstawione w [C1], dotyczace nieistnienia rozktadu
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Kuratowskiego dla rozwazanych w [C1] struktur poprzez zastapienie rozktadéw
pokryciami punktowo-skoniczonymi. Jako wniosek z tych rozwazan uzyskatam
twierdzenie o istnieniu selektoréw mierzalnych.

4.3.2 Struktura monografii

Wyniki zamieszczone w pracach [C1-C5] oraz inne wyniki, migdzy innymi przed-
stawione w jeszcze nie opublikowanych pracach [N1-N4], przedstawitam w mo-
nografii [M1], ktérej zawarto$¢ podzielitam na cztery czesci, a kazda z nich na
kilka rozdziatéw.

W Czgsci I (Rozdziat 1) przedstawitam podstawowe definicje, twierdzenia
i wlasnoSci wykorzystywane w dalszych czg$ciach monografii, a takze krétki opis
przyktadéw zbioréw niemierzalnych znanych w literaturze (Rozdziat 2).

W Czgdci 11 zawartam obszerne informacje na temat problemu Kuratowskie-
go, pojecia rozktadu Kuratowskiego (Rozdziat 3), a takze najnowsze autorskie
oraz wspoélautorskie wyniki dotyczace istnienia/nieistnienia rozktadéw Kuratow-
skiego w réznych strukturach. I tak: w Rozdzialach 4 i 5 zamieScitam wyni-
ki dotyczace nieistnienia rozktadéw Kuratowskeigo w strukturach drzewa (ang.
tree structures) 1 topologii Ellentucka. W Rozdziale 6 zawartam wyniki dotycza-
ce gtéwnie wlasnosci K -idealu zwiazanego z rozktadem Kuratowskiego pewnych
przestrzeni. W Rozdziatach 7 i 8 zamiescitam wyniki dotyczace zwigzku K -ideatu
z idealem precipitous (ang. precipitous ideal). Z kolei w Rozdziale 8 przedstawi-
tam wyniki z Rozdziatu 7 w terminologii teorii gier. W Rozdziale 9 zamieScitam
wyniki zwigzane z dalszymi wtasnoSciami K -ideatu i badaniem wiasnosci, jakie
musi spetnia¢ przestrzenn metryczna zupetna, aby miata rozktad Kuratowskiego.
Ponadto wykazatam zwiazek migdzy istnieniem rozktadu Kuratowskiego a ist-
nieniem liczby kardynalnej mierzalnej. W Rozdziale 10 przedstawitam przyktad
przestrzeni metrycznej z rozktadem Kuratowskiego, ktéra po uzupetnieniu nie ma
takiego rozktadu.

W Czgsci III zamieScitam wyniki bedace konsekwencja nieistnienia rozkla-
déw Kuratowskiego w strukturach omawianych w Czesci II. I tak: w Rozdziale
11 przedstawilam uogdlnienie Twierdzenia Louveau-Simpsona. W Rozdziale 12
za$ przedstawilam réwnowazno$¢ twierdzen Gitika-Shelaha o nieizomorficznosci
pewnych algebr Boole’a z nieistnieniem rozktadu Kuratowskiego w rozwazanych
przestrzeniach. W Rozdziale 13 udowodnitam uogdlnione Twierdzenie Halpern-
Lauchli.

W Czesci IV zawartam wyniki dotyczace istnienia zbioru niemierzalnego dla
pokry¢ punktowo-skoniczonych (Rozdziat 14), a takze wyniki analogiczne do tych
zawartych w Rozdzialach 4 1 5, ale rozwazajac pokrycia punktowo-skonczone
danych struktur zamiast ich rozklady (Rozdziat 15). Natomiast, w Rozdziale 16
udowodnitam uogdlnione wersje twierdzen o selektorach mierzalnych.



Monografi¢ koniczy Bibliografia zawierajaca cytowane pozycje oraz Indeks
wystepujacych haset i symboli.

4.3.3 Wstep

W matematyce zbiér niemierzalny to taki, ktérego nie da si¢ "zmierzy¢", przy
czym pojecie miary mozna réznie rozumie¢ w zaleznosci od struktury, w ktore;j
jest rozpatrywany zbidr. Pierwszymi, znanymi w literaturze zbiorami niemierzal-
nymi sa: zbidr Vitali’ego (1905) oraz zbiér Bernsteina (1908). Obydwa te zbiory
sa skonstruowane na prostej rzeczywistej R i przy zatozeniu Aksjomatu Wyboru
(AC) (ang. Axiom of Choice). O ile niemierzalno$¢ zbioru Vitali’ego zalezy od
teorio-grupowych wilasnosci miary Lebesgue’a, to niemierzalnos¢ zbioru Bernste-
ina zalezy od czysto topologicznych wtasnosci (wigcej informacji na temat zbio-
réw niemierzalnych mozna znalez¢ w pracy [33]).

W pdbzniejszych latach zdefiniowano jeszcze kilka zbioréw niemierzalnych,
migdzy innymi: zbidr Sierpifiskiego (1938) oraz zbidér Luzina (1956). W 1984 ro-
ku Shelah udowodnit, ze isnienie zbioru niemierzalnego wymaga zatozenia aksjo-
matyki Zermelo-Fraenkla (ZF) (ang. Zermelo-Fraenkel Axioms) oraz Aksjomatu
Wyboréw Zaleznych (DC) (ang. Axiom of Dependent Choice). Z drugiej strony,
w 1970 roku Solovay w pracy [46] skonstruowatl model, w ktérym wszystkie pod-
zbiory prostej rzeczywistej R sa mierzalne. Jednak jego wynik zalezny jest od ist-
nienia liczb kardynalnych nieosiagalnych, ktérych istnienie i niesprzecznos¢ nie
moze by¢ udowodniona na gruncie standardowych aksjomatéw teorii mnogosci.

Jak widac, w literaturze jest niewiele przyktadéw zbiorow niemierzalnych,
a cze$¢ wynikow z tej tematyki dotyczy tylko udowodnienia istnienia takich zbio-
réw, bez podania ich doktadnej konstrukcji. Jednak samo istnienie zbioréw nie-
mierzalnych, w danej strukturze, moze mie¢ istotne konsekwencje. Przyktadami
zbioréw niemierzalnych, ktére mozna przedstawi¢ w postaci sumy (mnogoscio-
wej) pewnych "matych" zbioréw, sg zbiory uzyskane w wyniku rozwazan doty-
czacych rozwiazania problemu Kuratowskiego z 1935 roku. Od lat 70-tych ubie-
gtego wieku rozpoczely si¢ badania nad istnieniem zbioréw niemierzalnych wia-
$nie w kontekscie rozwiazania tego problemu.

W monografii [M1] przedstawiam zaréwno wcze$niej znane jak i najnowsze
wyniki (te ostatnie mojego autorstwa lub wspétautorstwa) dotyczace rozwigzania
problemu Kuratowskiego. Z uwagi na obszerne i wielokierunkowe omoéwienie te-
matu mozna uznaé, ze uzyskane wyniki sa rozwigzaniem problemu Kuratowskie-
go w pewnych strukturach, (tzn. w strukturach, w ktérych prawdziwy jest Lemat
Fuz;ji).

Terminologia: "matly" 1 "duzy" zbidr jest znana w literaturze i stosowana z
powodu "ujednolicenia" nazw rodzajow zbioréw w réznych strukturach, szcze-
g6lnie z powodu dualno$ci migdzy pojeciami: zbiér mierzalny w sensie Lebes-



gue’a, a zbidr majacy wlasnos$¢ Baire’a, (wigcej informacji o tej dualnosci mozna
znalezZ¢ w monografii [42]). Ogdlnie rzecz biorac, w danej strukturze (niekoniecz-
nie bgdacej przestrzenia topologiczng) mozemy rozwazy¢ pewna rodzing A (np.
o-ciato lub algebre Boole’a), ktorej elementy nazwiemy "duzymi". Sposrdd ele-
mentow z rodziny A wybieramy te, ktore tworza ideat. Te z kolei nazwiemy zbio-
rami "matymi". Jak przedstawitam w monografii [M1], zbiory niemierzalne moga
mie¢ posta¢ sumy (mnogoSciowej) pewnych "matych" zbioréw w sensie rozwa-
zane]j struktury (Rozdzialty 4 1 5), przy czym przez zbidr niemierzalny rozumiemy
tutaj zbior, ktéry nie nalezy do rodziny .A.

4.3.4 Definicje, oznaczenia i znane fakty

W tej czgSci przedstawiam jedynie wybrane definicje i twierdzenia, z ktérych ko-
rzystam w dalszej czgSci tego opisu. Wigcej informacji znajduje si¢ w Rozdziale 1
monografii [M1] oraz w monografiach [18, 31, 42].

Przyjmujemy nastgpujace oznaczenia. Literami X, Y oznaczamy przestrzenie
topologiczne. Symbolem

P(X)={A: AC X}

oznaczamy zbilr potgegowy. Zbior liczb naturalnych z naturalnym porzadkiem
oznaczamy przez w, symbolem ¢ oznaczamy moc zbioru liczb rzeczywistych. Po-
nadto, jezeli nie zalozymy inaczej, mate litery alfabetu greckiego beda oznaczac
liczby kardynalne.

Bedziemy uzywac notacji

[X]* = {AC X:|A|l = r}

oraz
[X]=F ={AC X: |A| <k}

Niech dana bedzie funkcja f: X — Y. Symbolem f|A oznaczamy restrykcje
funkcji f do zbioru A C X, tzn. funkcje g: A — Y taka, ze g(x) = f(x) dla
kazdego x € A.

Niech A = {A; C X: i € I} bedzie rodzing zbioréw, gdzie I oznacza tutaj
dowolny zbiér indekséw, W dalszej czeSci uzywamy notacji: |J A oraz N A, ktéra
oznacza odpowiednio:

JA=UA=UAie 1}

oraz

NA=NA={A:ieT}.

icl
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Symbolem Z F' oznaczamy (standardowo) aksjomatyke Zermelo-Fraenkla (ang.
Zermelo-Fraenkel Axioms), a przez Z F'C' aksjomatyke Zermelo-Fraenkla z ak-
sjomatem wyboru (AC) (ang. Axiom of Choice).

Zbiory z wlasnoscia Baire’a. Zbiér U C X ma wiasnos¢ Baire’a (ang. the Ba-
ire property), jezeli istnieja: zbior otwarty V' C X oraz zbidr pierwszej kategorii
(ang. meager set) M C X takie, ze

U=V a M,

gdzie A oznacza réznicg symetryczng zbiorow.

Funkcje z wlasnoscia Baire’a. Funkcja f: X — Y ma wfasnos¢ Baire’a, jezeli
dla kazdego zbioru otwartego V' C Y przeciwobraz f~1(V') ma wtasnos¢ Baire’a.

Twierdzenie lokalizacyjne Banacha.

Twierdzenie 4.1 (Banach [36]) Jezeli { A;};c; jest rodzing (dowolnej mocy) zbio-
row otwartych wzgledem sumy U;c; A; oraz jezeli kaidy zbior A; jest zbiorem
pierwszej kategorii, to J;c1 A; jest takze zbiorem pierwszej kategorii.

Przestrzen Ellentucka. Przestrzeniq Ellentucka [w]4,; na zbiorze [w]” nazywamy
przestrzen generowang przez zbiory postaci

la, Al ={B€[A]“:aC BCaUA},

gdzie a € [w]<¥ oraz A C [w]”. Zbiory te nazywamy zbiorami Ellentucka (ang.
Ellentuck sets) (skr. £/ L-zbiorami), uporzadkowanymi przez relacje C, tzn.

la, A] C[b,B] & bCaoraz A C B.

Zbiér M C [w]* nazywamy catkowicie Ramseyowskim (ang. completely Ram-
sey) (skr. C'R-zbiorem), jezeli dla kazdego [a, A] istnieje zbiér B C [A]“ taki, ze

[a, B] C M albo [a, BjN M = 0.

Zbiér M C [w]|* nazywamy nigdzie Ramseyowskim (ang. nowhere Ramsey) (skr.
N R-zbiorem), jezeli dla kazdego [a, A] isnieje zbiér B C [A]“ taki, ze

l[a, Bjn M = .

Rodzing wszystkich C'R-zbioréw oraz rodzing wszystkich N R-zbioréw oznacza-
my odpowiednio przez CR oraz NR.

Ciag ([an, An])new E L-zbioréw nazywamy ciggiem fuzyjnym (ang. fusion se-
quence), jezeli jest nieskonczony oraz
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(1) (an)new jest niemalejacym ciagiem liczb naturalnych rozbieznym do oc;
(2) Apy € [an, A,] dla kazdego n € w.

Twierdzenie 4.2 (Lemat Fuzji [30]) Jezeli ([a,, An])necw jest ciagiem fuzyjnym,

to jego fuzja
[a, Al = (N [a,4x] = [a, [ An],

new new

jest E L-zbiorem.

Funkcje C' R-mierzalne. Funckje f: [w]¥ — R nazywamy C R-mierzalng (ang.

(C'R)-measurable), jezeli dla dowolnego zbioru otwartego U C R, przeciwobraz
f~HU) jest C' R-zbiorem.

Twierdzenie 4.3 ([1]) Dla kazdej przestrzeni metrycznej X funkcja f: [w]* — X
jest C'R-mierzalna, gdzie [w]¥ C {0,1}*, wtedy i tylko wtedy, gdy dla kaZde-
go EL-zbioru |a, A] istnieje nieskoriczony podzbior B C A taki, ze f|[a, B] jest
Sfunkcjq ciagtq, gdzie ciqgtos¢ rozpatrywana jest w topologii podprzestrzeni.

Drzewa, idealy w strukturach drzew. Niech K C w bedzie dowolnym zbiorem
(skoriczonym lub nieskoriczonym). Zbiér ' C K< nazywamy drzewem (ang.
tree), jezeli t|n € T, dla kazdego t € T oraz n < |t|. Zaktadamy, ze drzewa nie
maja weztow konicowych (ang. terminal nodes).

Niech T oznacza rodzing wszystkich drzew w K <“. Dla kazdego T' € T oraz
t € T' oznaczamy liczbg nastgpnikéw weztdw (ang. successor nodes) w 1" jako:

split(t,T) =|{ne K:t"ne T},

gdzie t"n oznacza konkatenacj¢ (ang. concatenation) ciagu t z elementem n.
Drzewo T nazywamy

1. drzewem Sacksa (lub drzewem doskonatym), jezeli K = {0, 1} i dla kazde-
got € T istnieje s € T takie, ze t C s oraz split(t,T) = 2;

2. drzewem Lavera, jezeli K = w oraz istnieje s € T takie, ze dla kazdego
tel:

(a) t Csalbos Ct;
(b) split(t,T) jest liczba nieskoniczona, dla kazdego ¢t € T.

Symbolem S oznaczamy zbiér wszystkich drzew Sacksa, a symbolem IL zbior
wszystkich drzew Lavera.
Niech
T)={s€ K“: Vpe, sln €T}
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bedzie zbiorem wszystkich nieskonczonych Sciezek w T'. Zbiér A C K*“ nazywa-
my t-zbiorem, jezeli

Vrer Joer @ CT A ([Q] C AVI[QINA=0).
Zbiér A C K* nazywamy t°-zbiorem, jezeli
VTe’]I‘ ElQe']I‘Q gT/\[Q]ﬂA:@

Podzbiér A C 2“ bedacy t- (t°-zbiorem) oznaczamy odpowiednio jako s- (s°-
zbiér), a podzbiér M C w* bedacy t- (t°-zbiorem) oznaczamy odpowiednio jako
[- (1°-zbidr). Rodzina wszystkich s%-zbioréw ({°-zbioréw) tworzy o-ideat odpo-
wiednio w 2¥ (w w*), ktéry oznaczamy symbolem SY (L"), odpowiednio. Po-
nadto, rodzina wszystkich s- (I-zbioréw) tworzy o-cialo. W dalszej czgsci, jezeli
begdziemy prowadzi¢ rozwazania wspélne dla drzew Sacksa i Lavera, to bedziemy
uzywac terminologii ¢-zbiér zamiast odpowiednio s- (/-zbidr). Podobnie, bedzie-
my uzywaé terminologii t°-zbiér zamiast odpowiednio s°- (1°-zbidr).
Porzadek w rodzinie S definiujemy nastgpujaco: dla dowolnych Q,7 € S

QLT+« QCT

oraz
Q< T&Q<LT

i kazdy wezet z n-tego poziomu w 7" nalezy do n-tego poziomu w Q).
Jezeli T € L, to {s € [T]: stem(T) € s} (. czgs¢ drzewa T' powyzej
stem(T")) moze by¢ ponumerowana jako:

T _ T T
sg = stem(T), 87,y Sy een s

gdzie stem(T') oznacza wezet s € T taki, ze split(s,T) = 1 oraz split(t,T) > 1
dla dowolnego t 0 s.
Definiujemy porzadek w rodzinie L. nastgpujaco: dla dowolnych ), 7T € L

Q<T&QCT
oraz
Q <, T & stem(Q) = stem(T) oraz s¢ = s! dla dowolnych k = 0,1, ..., n.
Niech T bedzie rodzina wszystkich drzew. Ciag (7, ),e, drzew z rodziny T

taki, ze
TO 20 TI 21 >n—1 Tn >n

nazywamy ciqgiem fuzyjnym (ang. fusion sequence).
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Twierdzenie 4.4 (Lemat Fuzji [30]) Jezeli (T,,),c., jest ciagiem fuzyjnym, to je-
go fuzja
T= T,

new

nalezy do T.

Funkcje t-mierzalne. Funkcj¢ f: K“ — X nazywamy t-mierzalng (ang. t-mea-
surable), jezeli dla kazdego zbioru otwartego U C X przeciwobraz f~1(U) jest
t-zbiorem.

Idealy precipitous. Niech x bgdzie liczba kardynalna, a I idealem na x oraz S
zbiorem miary dodatniej, tj. S € P(k) \ I. W dalszej czgsci bedg uzywac ozna-
czenia I zamiast P(k) \ 1.

Maksymalng rodzing W podzbioréw zbioru S miary dodatniej taka, ze dla
dowolnych parami r6znych zbioréw A, B € W zachodzi ANB € [ nazywamy [-
rozktadem (ang. I-partition) zbioru S. I-rozktad W, zbioru S jest rozdrobnieniem
(ang. refinement) [-rozktadu Wy w S (W, < Wy), jezeli kazdy zbiér A € Wy
jest podzbiorem pewnego zbioru B € W.

Funkcjonatem (ang. functional) ¢ na S nazywamy rodzing wszystkich funkcji
f: S — k taka, ze rodzina {dom(f): f € ®} jest I-rozktadem zbioru S oraz
dom(f) # dom(g), jezeli f # g oraz g € ¥, gdzie dom(f) oznacza dziedzing
funkcji f. Taki /-rozktad oznaczamy przez Ws. Elementy funkcjonatu nazywamy
I-funkcjami (ang. [-functions).

Niech I bedzie ideatem x-zupetnym na x zawierajacym zbiory jednopunkto-
we (tzw. singletony). Wtedy / nazywamy ideatem precipitous (ang. precipitous
ideal), gdy S € I'" oraz ciag I-rozktadéw (W),,),,<., zbioru S spetniajacy warunek

Woz2Wy > ..2W, > ..,
pociaga istnienie ciaggu zbioréw
Xo2X,2..2X,2D ...,

takiego ze X,, € W, dla kazdego n € w oraz 02, X,, # 0.
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Twierdzenie 4.5 ([31]) Nastepujqce warunki sq rownowazne:

(i) I jest ideatem precipitous;

(ii) nie istnieje zbior S miary dodatniej taki, Ze ciqg funkcjonatow ®g, P,, ..., P, ...

na S spetnia warunek &y > ¢, > ... > b, > ...

Twierdzenie 4.6 ([31]) Niech r bedzie nieprzeliczalng liczba regularng. Wtedy
[k]<" nie jest ideatem precipitous.

Ideat taki, ze
[k]<" ={A C k: |A]| < K}

nazywamy ideatem Frécheta (ang. Fréchet ideal) na k.

Liczby kardynalne mierzalne. Nieprzeliczalng liczbg kardynalng regularna  na-
zywamy mierzalng, jezeli istnieje nietrywialny maksymalny x-zupelny ideat na .
Réwnowaznie: nieprzeliczalna liczba kardynalna regularna  jest mierzalna, jeze-
li istnieje niegtéwny k-zupelny ultrafiltr na .

Rzeczywiscie mierzalne liczby kardynalne. Niech S bedzie zbiorem nieskon-
czonymi p: P(S) — [0, 1] nietrywialng miara. Niech {A,: £ < v} bedzie rodzi-
na podzbioréw zbioru S taka, ze dla kazdego £ < v < x mamy p(A¢) = 0. Miarg
p nazywamy k-addytywna, gdy zbiér U, A¢ jest miary zero.

Istnieje najwigksza liczba k taka, ze p jest k-addytywna. Niech

add(p) = min{x: p({J A¢) > 0, u(A¢) = 0}.

&<k

Liczbe kardynalna x nazywamy rzeczywiscie mierzalng (ang. real-valued measu-
rable cardinal), jezeli istnieje nietrywialna miara x-addytywna na k.

Twierdzenie 4.7 ([47]) Niech r bedzie liczbq kardynalng rzeczywiscie mierzal-
nq. Jezeli k < 2%, to istnieje rozszerzenie yi miary Lebesgue’a zdefiniowane na
wszystkich podzbiorach prostej rzeczywistej R takie, ze add(p) = k.

Ideat I na S jest x-saturowalny (ang. k-saturated), jezeli zawiera wszystkie
zbiory jednopunktowe (tzw. singletony) oraz kazda rodzina W C P(S) zbioréw
parami roztacznych nie nalezacych do I ma moc mniejsza niz k.

Twierdzenie 4.8 (Ulam [47, 31]) Niech r bedzie rzeczywiscie mierzalng liczba

kardynalng, a p nietrywialng miarq na k. Wtedy ideat I = {A C k: p(A) = 0}
jest Wy-saturowalny.
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Miara doskonata. Niech (X, S, ;1) bedzie przestrzenia z miara (ang. measure
space). Miar¢ p nazywamy miarq doskonatq (ang. perfect measure), jezeli dla
kazdego zbioru £ C R oraz kazdej funkcji f: X — R takiej, ze f~}(F) € S
istnieje zbiér Borela B C E spetniajacy rownos¢

Trojke (X, S, 1) nazywamy przestrzeniq z miarq doskonatq.

4.3.5 Rozklad Kuratowskiego - rys historyczny

W tym podrozdziale przedstawi¢ krétka histori¢ badan nad problemem Kuratow-
skiego. Pojecie rozktadu Kuratowskiego jest Scisle zwigzane z problemem posta-
wionym przez Kuratowskiego w 1935 roku. W pracy [35] Kuratowski udowodnit,
nastgpujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.9 (Kuratowski [35]) Niech f: X — Y bedzie funkcjq majacq
wtasnos¢ Baire’a okreslonqg na przestrzeni metryzowalnej X o wartosciach w prze-
strzeni metryzowalnej zupetnej Y. Wtedy dla pewnego zbioru M C X pierwszej
kategorii, restrykcja f|(X \ M) jest ciggta.

W tej samej pracy Kuratowski postawit pytanie, czy zalozenie zupelnosci
przestrzeni Y w Twierdzeniu 4.9 jest istotne? Oczywiscie, takie rozwazania maja
sens tylko wtedy, gdy prowadzimy je dla przestrzeni Baire’a.

W niedlugim czasie po opublikowaniu pracy Kuratowskiego, Kunugi [34]
sformutowal nastgpujacy warunek nazwany warunkiem ().

Dla danej liczby porzadkowej v niech {A¢: £ < v} bedzie rodzing ztozonq z pa-
rami roztqcznych podzbiorow zbioru X bedqcych zbiorami pierwszej kategorii.
Jezeli suma ¢, A¢ jest zbiorem drugiej kategorii, to mozna jq podzieli¢ na dwa
rozlaczne zbiory Uy Ag oraz Ugn Aer w taki sposob, Ze kaidy podzbior tych sum
Jjest zbiorem drugiej kategorii ze wzgledu na wspélny podzbior zbioru X.

Korzystajac z tego warunku Kunugi udowodnit ponizsze twierdzenie.
Twierdzenie 4.10 (Kunugi [34, 26]) Niech X bedzie przestrzeniq spetniajacq wa-
runek (o), Y przestrzeniq metryczng, a f: X — Y funkcjq majacq wiasnosé
Baire’a. Wtedy istnieje zbior pierwszej kategorii M C X taki, Ze restrykcja

FI(X\ M) jest ciggta.

Inspiracja dla sformutowania warunku (o) mogto byé ponizsze Twierdzenie Lu-
zina.
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Twierdzenie 4.11 (Luzin [41, 26]) Dla dowolnego podzbioru A C I drugiej ka-
tegorii odcinka I istnieje odcinek I' C I oraz dwa rozlqczne podzbiory Agy, Ay
zbioru A bedqce zbiorami drugiej kategorii takie, ze A; NV sq zbiorami drugiej
kategorii dla dowolnego otoczenia V' punktu x € I’ oraz i € {0,1}.

Dodajmy, ze w pracy [41] Twierdzenie Luzina zostalo réwniez sformutowane
w terminologii miary Lebesgue’a.

Twierdzenie 4.12 (Luzin [41, 26]) Niech {A;: i € I} bedzie rodzing ztozong
z roztqcznych podzbiorow przestrzeni osrodkowej zupetnej Y, bedacych zbiorami
miary zero i niech A = U;cr Ai. Jezeli N*(A) > 0 (1j. zewnetrzna miara Lebes-
gue’a zbioru A jest dodatnia), to istnieje I' C I taki, Ze U;cp Ai oraz U;e nr A;
nie mogq byc¢ rozdzielone zbiorami mierzalnymi.

Niezaleznie od tych wynikéw, na poczatku lat 70-tych ubiegtego stulecia Solo-
vay (w nieopublikowanym manuskrypcie) przedstawil dowdd twierdzenia z kto-
rego wynika, ze kazdy rozktad odcinka [0, 1] na zbiory miary Lebesgue’a zero,
zawiera zbior niemierzalny. W dowodzie Solovay wykorzystal metody forcingo-
we. W 1979 roku Bukovsky w pracy [9] zaprezentowal krétszy i mniej skompli-
kowany dowdd niz Solovay, a wyniki przedstawit zaro6wno w terminologii miary
Lebesgue’a, jak 1 w terminologii kategorii. Ponizej cytowane sa obydwa twierdze-
nia.

Twierdzenie 4.13 ([9]) Niech {A;: i € I} bedzie rozktadem odcinka [0, 1] na
zbiory miary Lebesgue’a zero. Wtedy istnieje zbior I' C [ taki, ze suma U;cp A;
jest zbiorem niemierzalnym w sensie miary Lebesgue’a.

Twierdzenie 4.14 ([9]) Niech {A;: i € I} bedzie rozktadem odcinka [0, 1] na
zbiory pierwszej kategorii. Wtedy istnieje zbior I' C I taki, ze suma J;cpr A; nie
ma wtasnosci Baire’a.

W tym samym numerze czasopisma Bulletin of Polish Academy of Sciences,
w ktérym ukazata si¢ praca Bukovsky’ego, Emeryk, Frankiewicz i Kulpa opubli-
kowali prace [16, 17], w ktérych wykazali ze problem Kuratowskiego jest row-
nowazny problemowi istnienia rozkladu przestrzeni metryzowalnej zupetnej na
zbiory pierwszej kategorii taki, ze suma pewnej podrodziny tego rozktadu nie ma
wilasnosci Baire’a. Tym samym autorzy uog6lnili twierdzenie Bukovsky’ego na
klas¢ przestrzeni wagi nie wigkszej niz 2*. Doktadniej, w pracy [17] wykazano,
ze nastgpujace dwa twierdzenia sa rOwnowazne.

Twierdzenie 4.15 ([16, 17]) Niech X bedzie przestrzeniq zupetng Cecha takq, Ze
mw(X) < 2% Niech F bedzie rozktadem przestrzeni X na zbiory pierwszej kate-
gorii. Wtedy istnieje rodzina F' C F taka, ze |J F' nie ma wtasnosci Baire’a.
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Twierdzenie 4.16 ([16, 17]) Jezeli X jest przestrzeniq zupetnq Cecha takq, ze
mw(X) < 2% to dla kaidego odwzorowania f: X — Y majgcego wtasnosé
Baire’a o wartosciach w przestrzeni Y z bazq o-roztqczng istnieje zbior pierwszej
kategorii M C X taki, Ze restrykcja f|(X \ M) jest ciqgta.

Jako wniosek autorzy uzyskali nastgpujacy wynik.

Twierdzenie 4.17 ([16]) Jezeli F jest rozktadem prostej rzeczywistej R na zbiory
pierwszej kategorii (zbiory miary zero), to istnieje rodzina A C F taka, Ze zbior
U A nie ma wtasnosci Baire’a (jest niemierzalny).

Korzystajac z powyzszych twierdzefh mozna sformutowac nastgpujace definicje
rozktadu Kuratowskiego.

Definicja 4.1 Niech X bedzie przestrzenia, a F rozktadem przestrzeni X na zbio-
ry pierwszej kategorii. Rozktad F nazywamy rozktadem Kuratowskiego, jezeli dla
kazdej podrodziny F' C F zbior \J F' ma wltasnos¢ Baire’a.

Definicja 4.2 Niech (X, S, m) bedzie przestrzeniq z miarq, a F rozktadem prze-
strzeni X na zbiory miary zero. Rozktad F nazywamy rozktadem Kuratowskiego,
jezeli dla kazdej podrodziny F' C F zbior U F' jest zbiorem m-mierzalnym.

Niezaleznie od powyzszych wynikéw, Brzuchowski, Cichon, Grzegorek i Ryll-
Nardzewski w tym samym numerze Bulletin of Polish Academy of Sciences opu-
blikowali nastgpujacy wynik dla pokry¢ punktowo-skoficzonych.

Twierdzenie 4.18 ([8]) Niech X bedzie przestrzeniq polskq (tj. przestrzeniq me-
tryczng zupetnqg osrodkowa), A o-ideatem z bazq Borela oraz (A;)ic; pokryciem
punktowo-skoriczonym przestrzeni X zbiorami nalezqcymi do A. Wtedy istnieje
I' C 1 taki, ze \U{ A;: i € I'} nie jest réznicq symetryczng zbioru Borela i pewne-
go zbioru 7 A.

Kolejne istotne wyniki dotyczace rozktadow Kuratowskiego zostaty opubliko-
wane przez Frankiewicza i Gutka w 1982 roku.

Twierdzenie 4.19 ([20]) Jezeli F jest pokryciem punktowo-skoriczonym ztozo-
nym z podzbioréw pierwszej kategorii m-bazowej zwartej przestrzeni X takiej,
ze mw(X) < 2%, to istnieje rodzina F' C F taka, Ze zbior \J F' nie ma wlasnosci
Baire’a.

Takze w tym samym roku ukazata si¢ praca Frankiewicza, Gutka, Plewika i Rocz-
niaka, w ktérej udowodniono nastgpujace twierdzenie.
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Twierdzenie 4.20 ([21]) Niech (X, S, i) bedzie przestrzeniq z miarq doskonatq,
a B pokryciem punktowo-skoriczonym ztoZonym ze zbiorow miary zero i takim,
Ze moc pokrycia B jest mniejsza od najmniejszej liczby mierzalnej. Wtedy istnieje
podrodzina B' C B taka, Ze zbior \J B’ nie jest S-mierzalny (tj. UB € S) i ma
miare wewnetrzng rownq zero.

Kolejnym istotnym wynikiem dotyczacym rozktadéw Kuratowskiego jest rezultat
uzyskany przez Frankiewicza 1 Kunena w 1987 roku.

Twierdzenie 4.21 ([22]) Nastgpujace warunki sq rownowazne:
(1) ZFC + "istnieje liczba kardynalna mierzalna';

(2) ZFC + "istnieje przestrzen metryczna zupetna X, przestrzen metryczna Y
oraz funkcja f: X — Y majqca wtasnos¢ Baire’a taka, Ze nie istnieje zbior
pierwszej kategorii M C X, dla ktérego restrykcja f|(X \ M) jest ciqgta”;

(3) ZFC + "istnieje przestrzeri metryczna Baire’a X, przestrzen metryczna Y
i funkcja f: X — Y majqgca wltasnos¢ Baire’a taka, Ze nie istnieje zbior
pierwszej kategorii M C X, dla ktérego restryckja f|(X \ M) jest ciqgta”.

W nastgpnych latach opublikowano jeszcze inne wyniki dotyczace istnienia
zbior6w 1 sum niemierzalnych. Nie beda one jednak w tym miejscu cytowane,
gdyz nie dotycza bezposrednio omawianego tutaj problemu Kuratowskiego.

W dalszej czgsci przedstawiam moje wyniki zamieszczone w monografii [M1].

4.3.6 Rozklady Kuratowskiego w strukturach drzewa i w topologii Ellen-
tucka

W S$wietle znanych wynikéw dotyczacych rozkladu Kuratowskiego naturalnym
wydaje si¢ pytanie: dla jakich struktur istnieje lub nie istnieje taki rozktad? W
tym podrozdziale przedstawi¢ dwie istotnie rézne struktury, w ktérych nie istnieja
rozktady Kuratowskiego.

W pierwszej kolejnosci rozpatrywac bedg struktury, ktére mozna przedstawié
w postaci drzewa. Mianowicie, beda to: struktura zbiorow Marczewskiego (po-
dobna do forcingu Sacksa) oraz struktura Lavera (podobna do forcingu Lavera),
przy czym dodam ze tak naprawde rozwazam strukture typu Lavera, ktdrej do-
ktadng réznice pomigdzy nig a struktura Lavera przedstawi¢ w dalszej czgsci.

W tym miejscu nalezy podkresli¢, ze struktury: Marczewskiego i Lavera ze-
stawione s tu nieprzypadkowo, bo cho¢ sa istotnie rézne to jednak z drugiej stro-
ny podobne z technicznego punktu widzenia (ktéry tatwo zauwazy¢ w dowodach
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twierdzer). Mianowicie, w obydwu przypadkach nie sposéb skonstruowaé "duze-
go0" zbioru majacego rozktad mocy kontinuum na "mate" zbiory bez zastosowania
fuzji (Twierdzenie 4.4), ktéra daje nam pewnos¢, ze mozna uzyskac taki rozktad
zbioru na "mate" zbiory. Nalezy podkresli¢, ze fuzja w przypadku kazdej z wy-
mienionych struktur przebiega w inny sposéb. Stad wynika twierdzenie, ze we
wspomnianych strukturach nie istnieje rozktad Kuratowskiego (dowody przebie-
gaja bez zatozenia Hipotezy Continuum (CH)).

Coprawdaz, pomimo tego ze prowadzone tutaj rozwazania dotycza tylko struk-
tury Marczewskiego 1 Lavera, mozna je po odpowiedniej modyfikacji przenies¢ na
inne struktury, np. forcing Silvera-Prikry’ego czy forcing Millera, czyli na struk-
tury, w ktérych zachodzi Lemat Fuzji.

W dalszej czesci tego podrozdziatu zastosuj¢ nastgpujaca terminologie: "du-
zy" 1 "maty" zbiér w strukturze Marczewskiego oznaczamy odpowiednio przez s-
i s%-zbidr, a "duzy" i "maty" zbiér w strukturze Lavera przez [- i [°-zbiér. Gdy
rozwazania beda wspdlne dla obydwu struktur to "duzy" i "maty" zbiér oznaczac
bedziemy przez t- i t°-zbidr, odpowiednio. W zwiazku z tym, korzystajac z wpro-
wadzonych oznaczen, definicja rozktadu Kuratowskiego przyjmuje postac.

Definicja 4.3 Niech A C K*. Rozktad F zbioru A na t°-zbiory nazywamy roz-
ktadem Kuratowskiego, jezeli dla kazdej podrodziny F' C F zbior \JF' jest t-
zbiorem.

Ponizsze dwa lematy sg kluczowe do wykazania, ze w strukturach drzewa (dla
ktorych zachodzi Twierdzenie 4.4) nie ma rozktadu Kuratowskiego.

Lemat 4.1 ([C1]) Niech A € P(2%) \ S'. Dla dowolnego rozktadu F zbioru A
na s-zbiory oraz dowolnego drzewa Sacksa T € S istnieje poddrzewo Sacksa
Q < T takie, Ze rodzina

Fia ={FN[Q]: F € F}
ma moc kontinuum.

Lemat 4.2 ([C1]) Niech A € P(w*) \ LY. Dla dowolnego rozktadu F zbioru A
na [°-zbiory i dowolnego drzewa Lavera T € L istnieje poddrzewo Lavera Q < T
takie, Ze rodzina

Fo ={FnN[Q]: FeF}

ma moc kontinuum.
Dowody obydwu lematéw przebiegaja podobnie, z ta r6znica, ze forcing Sack-

sa 1 forcing Lavera rdznig si¢ od siebie. Zamiast forcingu Lavera, stosuj¢ nieco
zmodyfikowany forcing, ktéry moge tu nazwaé forcingiem typu Lavera. Forcing
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ten r6zni si¢ od klasycznego forcingu Lavera tym, ze w n-tym kroku indukcyjnym
dokonujemy podziatu zbioru weztéw w poddrzewach na n + 1 podzbioréw, a nie
na w jak to ma miejsce w forcingu Lavera.

Ponizej zamieszczam szkic dowodu Lematu 4.1.

Dowdd (szkic). Niech F bedzie rozktadem zbioru A € P(2*)\S° na s’-zbiory
oraz T' € S. Indukcyjnie, wzglgdem n € w, bgdziemy konstruowaé kolekcje
podrodzin {F,: h € 2"} rodziny F i s-poddrzew {T},: h € 2"} drzewa T majace
nastgpujace wtasnosci: dla dowolnych h, h' € 2", takich, ze h # b’

(1) F, C ForazTy, <T;

) U{Fn: he2"} =UF;

3) UFn &%

4) Fn € Fpin-1) oraz Ty, < Thyn-1), G- [Th] € [Thin-1)]s
(5) Fn N Fp = 0 oraz [T},] N [Ti] = 0;

(6) AN[T,] C Fyoraz AN[Ty] & S°.

Nastgpnie, dokonujemy konstrukcji podrodzin i poddrzew zgodnie z definicja for-
cingu Sacksa. Po zakoriczeniu tej konstrukcji stosujemy Twierdzenie 4.4, dzigki
ktéremu uzyskujemy tez¢ lematu. m

Lematy 4.1 oraz 4.2 stosujemy w dowodzie nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 4.22 ([C1]) Niech A € P(K*)\ T oraz F bedzie rozktadem zbioru
A na t9-zbiory. Jezeli dla dowolnego drzewa T € T takiego, 7e A N [T] # 0,
istnieje poddrzewo QQ < T takie, ze AN [Q] # 0 oraz rodzina

Fo ={FnN[Q]: FeF}

ma moc kontinuum, to istnieje podrodzina F' C F, dla ktérej \J F' g nie jest
t-zbiorem.

Dowéd. Niech dany bgdzie zbior drzew
T ={T, € T: AN[T,] # 0, € 2°}.

Zakladamy, ze F jest rozktadem zbioru A na t°-zbiory. Z zalozenia twierdzenia
wynika, ze dla kazdego drzewa T, € T’ istnieje poddrzewo @), < T, takie, ze
rozktad

f[Qa] = {Fﬂ [Qa]: Fe .7:}
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ma moc kontinuum. Istnienie takiego rozktadu wynika z Lematéw 4.1 oraz 4.2.
Stad, dla kazdego (), mozna wybrac rozlaczne zbiory

B e{FeF: FN[Qd #0}\ ({Bs: 8 <, }U{B;: B <a}),
gdzie ¢ € {0, 1} oraz o € 2*. Nastepnie rozwazamy rodziny
Bf={B: a €2}

Oczywiscie, na podstawie konstrukcji obydwu zbioréw B° N B! = ().
Pokazemy, ze |J B° nie sa t-zbiorami. Zat6zmy nie wprost, ze |JB® jest t-
zbiorem dla pewnego ¢ € {0, 1}. Wtedy istnieje @), < T, takie, ze

Q. NUB =0.
Ale na podstawie kontrukcji zbioréw B° mamy, ze
{FeF:Fn[Q.JnB #0}

jest zbiorem niepustym, co prowadzi do sprzecznosci.

Jezeli U BF nie jest t-zbiorem dla pewnego ¢ € {0, 1}, to istnieje poddrze-
wo Q. < T, takie, ze [Q,] € UB°. Z konstrukcji zbioréw B® wynika, ze
[Q.] NU B¢ # (0, co przeczy roztacznosci rodzin B° oraz B!. m

Bezposrednio z Twierdzenia 4.22 wynika nastgpujacy wniosek.

Whiosek 4.1 ([C1]) Nie istnieje zbiér A € P(K*) \ T°, ktéry ma rozktad Kura-
towskiego.

Druga istotnie r6zng struktura, ktéra nie ma rozktadu Kuratowskiego jest prze-
strzen z topologia Ellentucka. Jest to réwniez struktura, dla ktérej zachodzi Lemat
Fuzji (Twierdzenie 4.2), ktéry umozliwia uzyskanie rozktadu "duzego" zbioru na
kontinuum "matych" zbioréw. Definicja rozktadu Kuratowskiego ma w tym przy-
padku postad.

Definicja 4.4 Rozktad F zbioru M C [w]|* na N R-zbiory nazywamy rozktadem
Kuratowskiego, jezeli dla kazdej podrodziny F' C F zbior \J F' jest C' R-zbiorem.

Podobnie jak dla struktury drzewa, tutaj istotnym wynikiem jest ponizszy le-
mat, dowodzony indukcyjnie z wykorzystaniem Twierdzenia 4.2. Konstrukcja za-
warta w dowodzie Lematu 4.3 jest inna niz w dowodach Lematow 4.1 oraz 4.2.
Wynika to ze specyfiki topologii Ellentucka, ktéra jest podobna do forcingu Ma-
thiasa.
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Lemat 4.3 ([C1]) Niech M € P([w]*) \ NR bedzie zbiorem otwartym i gestym
(w sensie topologii Ellentucka). Dla kazdego rozktadu F zbioru M na N R-zbiory
oraz dla kazdego |a, A] C w4 istnieje EL-zbior [b, B] C [a, A| taki, Ze rodzina

]:[b,B} = {Fﬂ [b,B] F e F}
ma moc kontinuum.

Dowdd ponizszego twierdzenia oparty jest o Lemat 4.3. Wymaga on szczeg6l-
nej uwagi ze wzgledu na wlasnosci zbioréw w topologii Ellentucka.

Twierdzenie 4.23 ([C1]) Niech M € P([w]*) \ NR i F bedzie rozktadem zbioru
M na N R-zbiory. Jezeli dla kazdego E L-zbioru [a, A), takiego, Ze M Nla, A] # 0,
istnieje EL-zbior [b, B] C |a, A] spetniajqcy warunek M N [b, B] # 0, taki, Ze
rodzina

Fupp ={F N[ B]: FeF}

ma moc kontinuum, to istnieje podrodzina F' C F, dla ktérej |J F'p p) nie jest
C R-zbiorem.

Bezposrednio z Twierdzenia 4.23 wynika nastgpujacy wniosek.
Wnhiosek 4.2 ([C1]) Nie istnieje zbior M € P([w]”) \ NR otwarty i gesty (w sen-

sie topologii Ellentucka), ktory ma rozktad Kuratowskiego.

4.3.7 Idealy zwiazane z rozkladami Kuratowskiego

Z rozktadem Kuratowskiego mozna w naturalny sposéb powiazaé pewien ide-
at, ktory w dalszej czgsci opisu bgdzie nazywany K -ideatem. Pojecie to zostato
wprowadzone przeze mnie w pracy [C3].

Definicja 4.5 Niech X bedzie przestrzeniq majqcq rozktad Kuratowskiego oraz
k = min{|F|: F jest rozktadem Kuratowskiego przestrzeni X }.
Dla rozktadu Kuratowskiego F = {F,: a < k} przestrzeni X definiujemy ideat

Ir={ACk: U F,, jest zbiorem pierwszej kategorii},
acA

ktory nazywamy K -ideatem.
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Zauwazmy, ze ideat [+ nie jest ideatem gtéwnym. Ponadto, [k]<" C I.

Celem moich badan dotyczacych K -idealu byto udowodnienie pewnych jego
wiasnosci, ktore uzyskatam poprzez zastosowanie pewnych operacji na przestrze-
ni (z rozktadem Kuratowskiego), m.in. sumy prostej przestrzeni. Wydawac by si¢
moglo, ze K-ideal méglby by¢ przydatny w uzyskaniu informacji, czy dana prze-
strzen nad ktora ten ideat jest rozwazany ma rozktad Kuratowskiego, czy tez nie.
Okazuje sig, ze to nie jest jednoznaczne, poniewaz taki ideal moze by¢ ideatem
Frécheta czyli nie by¢ ideatem precipitous (na podstawie Twierdzenia 4.6) albo
zawieral ideal Frécheta 1 by¢ podideatem pewnego idealu zupelnego. Zatem, aby
moc "odkodowaé" z K-ideatu rozktad Kuratowskiego potrzebujemy jeszcze pel-
nej informacji o strukturze przestrzeni, w jakiej sa prowadzone rozwazania.

Badanie K -ideatéw sa po czgsSci motywowane rezultatami z pracy [22], w kt6-
rej gléwny wynik (Twierdzenie 4.21) "wiaze" istnienie rozktadu Kuratowskiego
z istnieniem liczby kardynalnej mierzalne;.

Jak zdefiniowatam powyzej, rozklad Kuratowskiego JF danej przestrzeni jest
indeksowany liczbami porzadkowymi, ale K-ideal zwiazany z rozktadem F jest
ideatem k-zupelnym na liczbie kardynalne;.

Dwa kolejne twierdzenia dotycza pewnych wlasnosci K-ideatéw. W Twier-
dzeniu 4.24 dowodzg, ze taki ideal moze by¢ idealem Frécheta, a w Twierdzeniu
4.25 dowodzg, ze kazdy k-zupelny ideal moze by¢ "reprezentowany" przez pe-
wien K -ideal. W obydwu dowodach stosujg¢ techniki polegajace na powigkszaniu
przestrzeni majacej rozktad Kuratowskiego poprzez sum¢ prosta pewnych kopii
tej przestrzeni.

Twierdzenie 4.24 ([C3]) Niech Y bedzie przestrzeniq Baire’a, a X C Y prze-
strzeniq Baire’a 7 rozktadem Kuratowskiego F takaq, zZe:

(i) |F| = K, gdzie
k = min{|F|: F jest rozktadem Kuratowskiego przestrzeni X }
Jjest nieprzeliczalnq liczbq kardynalng regularng,

(ii) U F’ jest zbiorem pierwszej kategorii, dla kazdego F' C F mocy mniejszej
niz K.

Dalej, niech 11 bedzie zbiorem wszystkich permutacji elementow z k oraz
{X;:mell}

rodzing przestrzeni homeomorficznych z X indeksowanych elementami z 11. Wtedy
suma prosta B e X, ma rozktad Kuratowskiego F* oraz K-ideat I« zwiqzany
z F* jest rowny [k|<".
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Dowéd. Niech F = {F,: a < k} bedzie ustalonym rozktadem Kuratowskiego
przestrzeni X. Wezmy zbior II = x! wszystkich permutacji elementéw z «. Niech
{X,: m € II} bedzie zbiorem przestrzeni homeomorficznych z X indeksowa-
nych przez II. Wezmy sume prosta @, .y X. OczywiScie, kazdy X jest zbiorem
otwartym w @, .y X,. Dla kazdej permutacji 7 € II, niech F bedzie rozktadem
X, takim, ze

Fr =A{Fra): a < K}

(W rzeczywistosSci uzywamy kopii Fr () wewnatrz X;).
Taka rodzina jest rozktadem Kuratowskiego zbioru X . Dla kazdego o < & roz-
wazmy
F*<Oé) = U{Fﬂ(a): e H}
Na podstawie Twierdzenia 4.1, zbiér F™*(«) jest zbiorem pierwszej kategorii w

D,cn X oraz
F*={F"(a): a < K}

jest rozktadem Kuratowskiego zbioru @ <y X

Niech I+ bedzie K-ideatem zwigzanym z F*. Na podstawie zatozenia (ii)
mamy, ze [k|<" C Ir.. Zauwazmy, ze istnieje zbior A C &, |A| = k taki, ze
A ¢ Iz Jezeli nie, to Uue g F* () jest zbiorem pierwszej kategorii, dla kazdego
zbioru A C x mocy k. Na podstawie Twierdzenia 4.1, zbior U -, Uaca F* (@)
mogtby by¢ zbiorem pierwszej kategorii, ale to jest niemozliwe, poniewaz X jest
przestrzenia Baire’a. Pokazemy, ze zaden zbiér A C k mocy « nie nalezy do [z-.
Przypusémy, ze istnieje Ay € Ir- taki, ze |Ag| = k. Wtedy istnieje By C &k
mocy k taki, ze |Ag N By| = k oraz By ¢ Iz-. Wezmy permutacje 7o € II
taka, ze mo(Ag) = By. Zatem, seB, 5 jest zbiorem drugiej kategorii. Jednak, na
podstawie powyzszej konstrukcji

UF/;: U Fﬁ*: UF:o(a): UF;v

BEBy Bemo(Ao) a€cAp acAp

co prowadzi do sprzecznosci z definicja K -ideatu [r-. m

W dowodzie Twierdzenia 4.25 réwniez stosuj¢ sum¢ prosta przestrzeni. Roz-
nica polega na tym, ze w dowodzie Twierdzeniu 4.24 powigkszam przestrzen, aby
uzyska¢ sume¢ (mnogosciowa) zbioréw, ktéra bedzie zbiorem drugiej kategorii,
natomiast w dowodzie Twierdzenia 4.25 zastepuje sumy bedace zbiorami drugie;j
kategorii sumami bedacymi zbiorami pierwszej kategorii.

Nalezy podkresli¢, ze w Twierdzeniu 4.25 zalozenie, ze k jest liczba kardy-
nalng mierzalng jest istotne (por. Twierdzenie 4.21). Ponadto, zakladam ze « jest
najmniejsza liczba kardynalng mierzalna, poniewaz w mysl Twierdzenia 4.8 moze
by¢ wiele liczb kardynalnych mierzalnych.
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Twierdzenie 4.25 ([C3]) Zatozmy, ze ZFC + "istnieje liczba kardynalna mie-
rzalna" jest niesprzeczne. Niech k bedzie najmniejszq liczbq kardynalng mierzal-
nq. Wtedy dla kazdego k-zupetnego ideatu I na k takiego, ze [k]<" C I istnieje
przestrzen 7 rozktadem Kuratowskiego F# mocy « taka, ze I jest postaci Ir#.

Zauwazmy, ze jezeli k jest liczba niemierzalng oraz istnieje rozktad Kuratow-
skiego mocy k przestrzeni X, to mozemy otrzymac ideal Frécheta, jak pokazatam
w Twierdzeniu 4.24, lub tez x-zupelny ideat zawierajacy ideat Frécheta i1 zawar-
ty w K-ideale zwiazanym z rozkladem Kuratowskiego pewnej przestrzeni, jak
pokazatam w Twierdzeniu 4.25.

4.3.8 Rozklady Kuratowskiego w przestrzeniach Baire’a

Rozpatrujac rozktady Kuratowskiego w przestrzeniach Baire’a warto si¢ zasta-
nowic jakie wilasnosci bedzie mial K-ideat zwigzany z takim rozktadem. Okazu-
je sig, ze taki ideal moze by¢ idealem precipitous, jezeli rozktad Kuratowskiego
ograniczymy do pewnego zbioru otwartego w przestrzeni, na ktérej rozwazamy
ten rozktad. Mamy zatem nastgpujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.26 ([C4]) Niech X bedzie przestrzeniq Baire’a, a F rozktadem
Kuratowskiego przestrzeni X mocy k, gdzie

k= min{|G|: G jest rozktadem Kuratowskiego przestrzeni X },

jest liczbq kardynalng regularng. Wtedy istnieje zbior otwarty U C X taki, 7e K-
ideat I rry na k zwiqzany z F NU ={F NU: F € F} jest ideatem precipitous.

Dowéd (szkic). Niech F = {F,,: o < k}. Pokazemy, ze istnieje zbir otwarty
U C X taki, ze

Irnu = {A C k: |J F.aNU jest zbiorem pierwszej kategorii},
acA

jest idealem precipitous.

Zal6zmy nie wprost, ze dla kazdego zbioru otwartego U C X ideal [rny
nie jest ideatem precipitous. Ustalmy rodzing U/ zbioréw otwartych i roztacznych
przestrzeni X taka, ze zbior |JU jest gesty w X. Bez straty ogélnosci mozemy
zatozy¢, ze |U| > 1.

Dla ustalonego U € U, stosujac Twierdzenie 4.5, otrzymujemy ciag funkcjo-
natéw

oY > oV > ...
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na pewnym zbiorze SY € I}, takim, ze k \ SY € Iy, i zwiazanych z ni-
mi [z~y-funkcji ¢ € ®Y. Bazujac na tych ostatnich, definiujemy ciag funkcji
{fx: k € w}, gdzie dom(fy) = G(V}) dla pewnych zbioréw G(V}). Zbiory

{z: fu(z) > frra(2)}

maja taka wilasnos¢, ze dla dowolnego k£ € w ich dopetnienia w X sa zbiorami
pierwszej kategorii. Wtedy na podstawie Twierdzenia Baire’a, istnieje

e (Ha: fu(®) > frrr(z)}

kew

oraz
fo(z") > fi(2") > fo(a) > ...,

co jest sprzeczne, poniewaz fi(z’) sa liczbami porzadkowymi. Zatem, istnieje
zbidr otwarty U C X taki, ze [y jest idealem precipitous. m

Bezposrednio z Twierdzenia 4.26 wynika nastgpujacy wniosek.

Whiosek 4.3 ([C4]) Nastepujace warunki sq rownowazne:
(i) istnieje ideat precipitous,
(ii) istnieje przestrzen Baire’a z rozktadem Kuratowskiego,

(iii) istnieje przestrzen metryczna Baire’a 7 rozktadem Kuratowskiego.

Dodam, ze Twierdzenie 4.26 mozna tez udowodni¢ w terminologii teorii gier.
Dowdd jest krotszy ale wymaga wprowadzenia pewnych definicji i faktow z teorii
gier, dlatego ten dowdd tutaj pomijam. Zamiescitam go w pracy [C4] oraz w Roz-
dziale 8 monografii [M1]. Na uwagg jednak zastuguje problem otwarty koniczacy
Rozdziat 8 w monografii [M1]: czy istnieje zbidr otwarty U C X taki, ze [rny
jest idealem precipitous, ktéry jest normalny? OdpowiedZ na to pytanie moze nie
by¢ taka oczywista, gdyz w pewnych modelach w Z F'C' istnieja ideaty precipitous
nie bedace ideatami normalnymi.

4.3.9 Rozklady Kuratowskiego w przestrzeniach metrycznych zupelnych

Istnienie ideatu precipitous jest SciSle zwiazane z istnieniem liczby mierzalne;j. Ja-
ki jest zatem zwiazek pomigdzy istnieniem liczby mierzalnej, a istnieniem rozkta-
du Kuratowskiego? Przy dodatkowym zatozeniu udowodnitam Lemat 4.4. Zanim
go sformutuje¢, wprowadze niezbedne oznaczenie.
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Niech [ bedzie ideatem na x oraz IT = P(k) \ /. Rozwazmy zbi6r

X(I)={ze ) ()z(n)#0orazV,e, () x(m) € It}

new m<n

Zbiér X (I) jest podzbiorem przestrzeni metrycznej zupetnej (1), gdzie I jest
przestrzenia z topologia dyskretna.

Lemat 4.4 ([M1]) Jezeli X jest przestrzeniq Baire’a z rozktadem Kuratowskiego
F mocy k oraz I jest K-ideatem zwiqzanym z F takim, e X (1) jest przestrze-
niq metrycznq zupetnq, to Irqy jest ideatem maksymalnym dla pewnego zbioru
otwartego U C X.

OdpowiedzZz na postawione wyzej pytanie nie jest tak oczywista jak by sig
wydawalo. Intuicyjnie mozna by bada¢ wilasnosci K-ideatu ale bez informacji
o przestrzeni, w ktorej rozpatrywany jest rozktad Kuratowskiego zwiazany z tym
ideatem ale byloby to trudne. Jedyne co mozna udowodni¢ to istnienie przestrze-
ni metrycznej zupeinej matej mocy, ktéra posiada rozktad Kuratowskiego. Twier-
dzenie to wymaga dodatkowych zatozen. Jednym z nich jest ograniczenie "< 2“",
ktére wynika z wiasnosci udowodnionych w pracy [16].

Twierdzenie 4.27 ([M1]) Jezeli  jest liczbq kardynalnq regularnq i najmniejszq
rzeczywscie mierzalng takq, ze N, < rk < 2%, to istnieje przestrzeri metryczna
zupetna mocy nie wigkszej niz 2" majqca rozktad Kuratowskiego.

Dowéd (szkic). Dla utatwienia notacji zatézmy, ze X = [0, 1]. Niech
p: P(X)— X

bedzie nietrywialng miara ~-addytywna. Na podstawie Twierdzenia 4.7, p rozsze-
rza miarg Lebesgue’a na X. WeZzmy p-mierzalne zbiory A, B € P(X) i zdefi-
niujmy relacje rownowaznosci

A~B< pu(Aa B)=0,

gdzie A oznacza réznicg symetryczng zbioréw. Przez [A] oznaczamy klase réw-
nowaznosci wyznaczong przez zbiér A. Niech

Y = {[A]: A€ P(X), Ajest zbiorem p-mierzalnym}.

Zdefiniujmy metryke p([4], [B]) = u(A A B) naY. Poniewaz A, B € P(X) sa
p-mierzalne, metryka p jest dobrze zdefiniowana. Ponadto, przestrzen (Y, p) jest
zupelna, poniewaz granica kazdego ciagu ([A,])nec. spetniajaca warunek Cau-
chy’ego jest postaci [,,c., Ur_o Ax] i nalezy do Y.
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Ponumerujmy elementy przestrzeni X nastgpujaco {z,: a < c}. Dla kazdego
elementu x, € X wybierzmy otoczenie U, takie, ze z,, € U, oraz U, # Usso
gdy o # (3. Dla kazdego o < ¢ zdefiniujmy

Go={[Al€Y:a=min{f < c: Uy, NA#0}}.

Wtedy G = {G,: a < ¢} jest szukanym rozktadem Kuratowskiego. m

4.3.10 Przyklad przestrzeni metrycznej bez rozkladu Kuratowskiego

W rozwazaniach nad istnieniem rozktadéw Kuratowskiego zrodzito si¢ pytanie:

Zatozmy, ze X jest przestrzeniq topologiczng, a 'Y jest jej podprzestrzeniq, kto-
ra ma rozktad Kuratowskiego. Czy X ma rozktad Kuratowskeigo?

Pewne odpowiedzi na to pytanie mozna znaleZ¢ w pracach [23, 32] ale tylko dla
zbioréw Borela. Udowodnitam, ze istnieje przestrzen metryczna z rozktadem Ku-
ratowskiego, dla ktérej przestrzen uzupeiniona nie ma rozktadu Kuratowskiego.
Dowdd jest oparty na Twierdzeniu 4.28 i Lemacie 4.5.

Twierdzenie 4.28 ([22]) Niech X bedzie przestrzeniq, a I ideatem na liczbie kar-
dynalnej regularnej k. Wtedy:

(i) X(I) jest przestrzeniq Baire’a wtedy i tylko wtedy, gdy I jest ideatem pre-
cipitous.

(ii) Jezeli I jest ideatem precipitous, to X (I) ma rozktad Kuratowskiego
{F,: a <K},
gdzie F,, = {r € X(I): a = min,¢, z(n)}.
Lemat 4.5 ([C3]) Zatoimy, ze Z FC + "istnieje liczba mierzalna" jest niesprzecz-
ne. Wtedy ZFC + "2% = 2“" + "istnieje ideat precipitous na w," jest rowniez

niesprzeczne.

Dowdd. Dowdd jest forcingowy z zastosowaniem forcingu Cohena i wydaje
sig, ze jest to najprostsza metoda do udowodnienia tego lematu. m

Gtéwnym wynikiem zamieszczonym w tym podrozdziale jest ponizsze twier-
dzenie, ktére podaj¢ razem z dowodem.
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Twierdzenie 4.29 ([C3]) Zatozmy, ze
ZFC + "istnieje liczba kardynalna mierzalna"

jest niesprzeczne. Wtedy istnieje przestrzeri metryczna Baire’a z rozktadem Kura-
towskiego, dla ktorej uzupetnienie nie ma rozktadu Kuratowskiego.

Dowéd. Na podstawie Lematu 4.5, istnieje model w Z F'C, w ktérym
ZFC + "2% = 2" + "istnieje ideal precipitous na w;”

jest niesprzeczne. Niech [ bedzie idealem precipitous na wy, a X (/) bedzie takie
jak zdefiniowano w podrozdziale 4.3.9. Z Twierdzenia 4.28 wynika, ze X (1) jest
przestrzenia Baire’a oraz ma rozktad Kuratowskiego. Dalej, z Twierdzenia [28,
Theorem 8.1 str. 32-33] mamy

w(X(I)) = 2%,

Rozwazmy uzupetnienie X (I) przestrzeni X (I), w sensie Twierdzenia [18,

Theorem 4.3.19, str. 272]). Na jego podstawie mamy w (X (1)) = w(X(I)). Stad
w(X (1)) = 241

Dalej, na podstawie Twierdzenia [28, Theorem 8.1 str. 32-33] otrzymujemy, ze

w(X (1)) = mw(X(I)). Zatem
rw(X (1)) = 21,

Ale z zalozenia 2“° = 2“', wigc mamy

rw(X (1)) = 240,

Zatem, na podstawie Twierdzenia 4.15, przestrzen X (1) nie ma rozktadu Kura-
towskiego. m

4.3.11 Uogolnienie Twierdzenia Louveau-Simpsona

W 1982, Louveau oraz Simpson ([40]) udowodnili twierdzenie, ktére w perspek-
tywie czasu okazato si¢ by¢ uzyteczne w dowodzeniu wielu twierdzen z analizy
matematycznej (zob. np. [2, str. 186]).

Twierdzenie 4.30 (Louveau-Simpson [40]) Niech X bedzie przestrzeniq metry-
czng, a [ [w%, — X odwzorowaniem takim, Ze przeciwobraz kazdego zbio-
ru otwartego jest C' R-zbiorem. Wtedy istnieje nieskoriczony podzbior T zbioru w
taki, Ze f([T']”) jest przestrzeniq osrodkowa.
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Jako ze Twierdzenie 4.30 zostato udowodnione dla catej przestrzeni [w|“ z to-
pologia Ellentucka, naturalnym jest wigc pytanie: czy jest ono prawdziwe dla pod-
zbioru [w]*, ktdry nie jest C'R-zbiorem? Okazuje si¢, ze odpowiedZ na to pytanie
jest pozytywna, a wyniki z tym zwigzane zostaty opublikowane w pracy [C1] oraz
znajduja si¢ w Rozdziale 11 monografii [M1]. Cho¢ dowdd w tej pracy przedsta-
wiony jest dla rozktadéw, moze by¢ on wykorzystany do udowodnienia Twierdze-
nia 4.30 dla pokry¢ punktowo-skoniczonych.

Zaczniemy od nastgpujacego lematu dowodzacego, ze problem Kuratowskigo
jest rownowazny istnieniu rozktadéw Kuratowskiego danego zbioru.

Lemat 4.6 ([C1]) Niech X,Y bedq przestrzeniami topologicznymi oraz A C X.
Nastepujqce warunki sq rownowazne:

(i) Zbior A nie ma rozktadu Kuratowskiego.

(ii) Dla dowolnego odwzorowania f: A — Y majqcego wtasnos¢ Baire’a ist-
nieje zbior pierwszej kategorii M C A taki, Ze restrykcja f|(A\ M) jest
ciggta.

Lemat 4.6 jest kluczowy do udowodnienia uogélnionego Twierdzenia Louveau-
Simpsona (Twierdzenie 4.31), ktére przedstawi¢ razem z dowodem.

Twierdzenie 4.31 ([C1]) Niech Y bedzie przestrzeniq metryczng, podzbior A €
P([w]*)\CR oraz f: A —Y jest funkcjq C R-mierzalng. Wtedy istnieje nieskoni-
czony zbior T C w taki, ze f([T) N A) jest przestrzeniq osrodkowaq.

Dowéd. Przypusémy nie wprost, ze f([T]* N A) nie jest przestrzenig osrodko-
wa dla dowolnego nieskoniczonego zbioru 7' C w. WeZzmy rodzing C roztacznych
zbioréw otwartych z Y taka, ze dla dowolnego nieskoficzonego zbioru 7' C w
rodzina

Cr={UcC:Unf(T*NA) #0}

jest nieprzeliczalna. Niech BB oznacza baze otwarta w (w4, . Wtedy dla dowolnego
nieskonczonego zbioru 7' C A rodzina

Br={VeB:Vcf'un[T”nA}

jest takze nieprzeliczalna co oznacza, ze f~'(U) € CR dla dowolnego nieskon-
czonego zbioru 7" C w oraz U € Cr. Na podstawie Wniosku 4.2, zbiér A nie
ma rozktadu Kuratowskiego. Korzystajac z Lematu 4.6 istnieje zbioér M, € NR
taki, ze restrykcja f|(A \ My) jest ciagta. Stad, My N [T5]* N A = () dla pewne-
go nieskoriczonego zbioru Ty, C w. Wezmy f~1(Uy) = M, dla pewnego zbioru
otwartego Uy € Cp. Otrzymujemy sprzecznos$¢. m

Bezposrednio z powyzszych rozwazan wynika nastgpujace twierdzenie.
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Twierdzenie 4.32 ([C1]) Nastepujace warunki sq rownowazne.

(i) Jezeli Y jest przestrzeniq metryczng, podzbior A € P([w]*) \ CR oraz
f+ A =Y funkcjq C R-mierzalnq, to istnieje nieskoriczony zbior T C w
taki, ze przestrzen f([T]% N A) jest osrodkowa.

(ii) Nie istnieje zbior A € P([w]”) \ CR majqcy rozktad Kuratowskiego.

4.3.12 O réwnowaznosSciach Twierdzenia Gitika-Shelaha

Badajac algebry ilorazowe stajemy przed problemem ich klasyfikacji, tzn. wyka-
zania roznic pomig¢dzy nimi. Jednym z bardziej znanych wynikéw w tym tema-
cie jest Twierdzenie Gitika-Shelaha. Wynika z niego, ze jezeli liczba kardynalna
k > Ny, to forcing z k-zupelnym ideatem na zbiorze X, gdzie | X| > k, nie jest
izomorficzny z zadnym z nastgpujacych forcingéw: forcingiem Cohena, forcin-
giem randomowym, forcingiem Hechlera czy forcingiem Sacksa.

Analizujac struktury algebr ilorazowych rozwazanych w Twierdzeniu Gitika-
Shelaha dochodzimy do wniosku, ze sa one bardzo mocno zwiazane z istnieniem
rozktadéw Kuratowskiego odpowiednich przestrzeni. Ze wzgledu na pewne réz-
nice w strukturach przedstawi¢ rozwazania dla prostej rzeczywistej z miarg Le-
besgue’a oraz dla przestrzeni z topologia Ellentucka. Mozna przypuszczaé, ze
dowody dla pozostatych forcingéw przebiegaja podobnie.

Ponizsze twierdzenia zostalo udowodnione wytacznie metodami kombinato-
rycznymi, bez uzycia forcingu. Z uwagi na to, ze dowody obydwu twierdzen prze-
biegaja podobnie z technicznego punktu widzenia (r6znice wynikaja ze specyfiki
kazdej ze struktur) przedstawig tylko szkic dowodu Twierdzenia 4.34, w ktérym
korzystam z nastgpujacego lematu.

Lemat 4.7 ([C1]) Niech M € CR\NR bedzie zbiorem otwartym i ggstym (w sen-
sie topologii Ellentucka). Wtedy istnieje rodzina

{My,, CM: fe29new},
spetniajqca ponizsze warunki: dla dowolnych f, f' € 2% takich, ze f # f'
(l) Mf|n N Mf’|n = @, oile f|’I’L 7& f/

(ii) My, € My, dla dowolnego m = n;

n,

(iii) My, € CR\ NR;
(iv) M\ Upese My € NR;
(V) Maew My € NR;

32



(vi) M = Usezo Nnew Mypn.

Twierdzenie 4.33 ([C2]) Niech k bedzie liczbq kardynalng regularng takq, Ze
k > Ny, a I niegtownym ideatem rk-zupetnym na k. Wtedy nastepujace warunki
sq rownowazne:

(i) P(k)/I # LM/A,, gdzie \, = {A C k: p(A) =0}
(ii) Nie istnieje rozktad Kuratowskiego w odcinku [0, 1].

Twierdzenie 4.34 ([C2]) Niech k bedzie liczbq kardynalng regularng takq, Ze
k > Ny, a I niegtownym ideatem rk-zupetnym na k. Wtedy nastepujace warunki
sq rownowazne.

(i) P(k)/I # CR/NR.
(ii) Nie istnieje rozktad Kuratowskiego w P([w]¥) \ NR.
Dowéd (szkic). Przypusémy nie wprost, ze istnieje izomorfizm
Y: P(k)/I — CR/NR.
Z Lematu 4.7 wynika istnienie rodziny zbioréw
{My, Cw]“: fe2¥,neuw}
o wlasnosciach (7)-(vi). Poprzez izomorfizm 1) "odtwarzamy" rodzing
{Biin: [Bpin] = ¥~ ([My1a]), M € My}

w P(k)/I, ktéra ma analogiczne wtasnosci do tych z Lematu 4.7. Nastgpnie wy-
kazujemy pewne wiasnosci tych zbioréw, ktére po przeksztalceniu przez izomor-
fizm 1) daja nam istnienie rozktadu Kuratowskiego w [w]* z topologia Ellentucka,
co przeczy Wnioskowi 4.2. m

4.3.13 Uogolnienie Twierdzenia Halpern-Lauchli

Klasyczne Twierdzenie Halpern-Lauchli ([27]) dotyczy produktéw skornczenie
wielu drzew o wysokosci w, ktére maja skoniczong liczbe gatezi, ale nie maja
weziow koncowych.

Twierdzenie 4.35 (Halpern-Lauchli [27]) Niech d < w. Jezeli (T;);<q jest cig-
giem drzew doskonatych, A C w zbiorem, a

U @ 7Ti(n) = Go UGy,

neA i<d
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to istnieje zbior B € [w]* oraz poddrzewa doskonate (skierowane w dot) T! drze-

wa T; (i < w) takie, ze
U ®TZ/(TL) g Gj7

neB i<d

gdzie j € {0, 1}.

Twierdzenie 4.35 oznaczane jest w literaturze jako H L4, gdzie d < w. Przy-
padek, gdy d = w zostal udowodniony przez Lavera w pracy [39] i mozna go
zapisa¢ w nastgpujacej postaci.

Twierdzenie 4.36 (Laver [39]) Jezeli f; (i € w) sq funkcjami ciqgtymi odwzoro-
wujgcymi kostke Hilberta [0, 1] w odcinek [0, 1), to istniejq niepuste zbiory do-
skonate P; C [0,1] (i € w) oraz zbidr B € [w]* takie, Ze f; (i € B) sq funkcjami
monotonicznymi oraz jednostajnie zbieznymi na @;c,, F;.

Twierdzenie Halpern-Léduchli doczekato si¢ wielu uogdlnien, réwniez w wer-
sji nieprzeliczalnej oraz dla liczb mierzalnych (zob. np. [12, 13]), a dowody tych
twierdzen czgsto bazuja na metodach forcingowych.

Wyniki zawarte w tej czgsci dotycza uogdlnien Twierdzenia Halpern-Lauchli
w strukturach drzew, a takze w przestrzeni z topologia Ellentucka. Ponizej przed-
stawiam twierdzenia wymagajace jedynie dowodow kombinatorycznych. Z uwa-
gi na fakt, ze kluczowymi lematami wykorzystywanymi w dowodach Twierdzen
4.37 oraz 4.38 sa Lematy 4.2 i 4.3 mozna wnioskowac, ze roéwniez prawdziwe sa
podobne wyniki dla pozostatych struktur, dla ktérych zachodzi Lemat Fuzji, czyli
Twierdzenia 4.4 oraz 4.2.

Giéwnymi wynikami tego podrozdziatu sa: Twierdzenie 4.37 w przypadku
struktur drzewa oraz Twierdzenie 4.38 w przypadku przestrzeni z topologia El-
lentucka.

Twierdzenie 4.37 ([M1]) Niech (f,: n € w), gdzie f,: K“ — [0,1], bedzie
ciqgiem funkcji t-mierzalnych. Wtedy istniejq t-drzewa {T},: k € w} oraz podciqg

(ot k€ w)
ciqgu (fn: n € w), ktdry jest jednostajnie zbiezny na Qy,c., Tk.

Twierdzenie 4.38 ([M1]) Niech (f,: n € w), gdzie f,,: ([w]*)* — [0, 1], bedzie
ciggiem funkcji C R-mierzalnych. Wtedy istniejq E L-zbiory {[ax, Ax]: k € w}
oraz podciqg

(fo: k € w)

ciqgu (fn: n € w), ktdry jest jednostajnie zbiezny na Qy,c,[ar, Akl
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Z technicznego punktu widzenia, dowody obydwu twierdzen sa nieco podob-
ne (réznice wynikaja ze specyfiki tych struktur), dlatego przedstawig jedynie szkic
dowodu Twierdzenia 4.38. W dowodzie tego twierdzenia korzystam z nastepuja-
cych lematéw.

Lemat 4.8 ([M1]) Niech X bedzie przestrzeniq metryczng, a f: K¥ — X funk-
cjq. Funkcja f jest t-mierzalna wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego t-drzewa
T € T istnieje t-poddrzewo QQ < T takie, Ze restrykcja f|[Q)] jest ciqgta.

Lemat 4.9 ([M1]) Niech f,: K¥ — {0,1},n € w, bedzie ciqgiem funkcji t-
mierzalnych, n € w. Wtedy istnieje t-drzewo () C K<¥ oraz podciqg

(fop: k €w)
ciqgu (fn: n € w), ktdry jest jednostajnie zbiezny na Q).

Ponizej przedstawiam zapowiadany szkic dowodu Twierdzenia 4.38.

Dowdd (szkic). Korzystajac z Lematu 4.8 dowodzg¢ "jedno-wymiarowej" wer-
sji uogodlnionego Twierdzenia Halpern-Laiichli. W tym celu stosuje Lemat 4.9 w
razy, dla odpowiednio skonstruowanych funkcji. Szczegéty dowodu sa zamiesz-
czone w Rozdziale 13 monografii [M1]. =

4.3.14 Rozklady i pokrycia punktowo-skonczone przestrzeni Baire’a

Jak juz wspomniatam w podrozdziale 4.3.5, rozwazania nad problemem Kura-
towskiego byty rowniez prowadzone dla pokry¢ punktowo-skoniczonych. Gtéwny
wynik, ktéry przedstawiam w tej czgSci sprowadza si¢ do wykazania, ze istnienie
rozktadéw Kuratowskiego przestrzeni Hausdorffa spetniajacej Twierdzenie Ba-
ire’a jest rOwnowazne istnieniu pokrycia punktowo-skoficzonego tej samej prze-
strzeni. Wyniki zaprezentowane w tej czg¢Sci zawartam w Rozdziale 14 monogra-
fii [M1].

Niech X bedzie przestrzenia Hausdorffa. Rodzing zbioréw A C P(X) nazy-
wamy catkowicie addytywnq wzgledem wtasnosci Baire’a (ang. completely addi-
tive with respect to the Baire proprty) (skr. A jest C'A(Baire)), jezeli dla dowolnej
podrodziny A’ C A zbiér |J A’ ma wtasnos¢ Baire’a.

W monografii [M1] zamie$citam nastgpujace twierdzenia wraz z dowodami.

Twierdzenie 4.39 ([M1]) Niech X bedzie przestrzeniq Hausdorffa, a A C X
podprzestrzeniq Baire’a przestrzeni X, ktora ma rozktad Kuratowskiego. Wtedy
istnieje pokrycie punktowo-skoriczone G zbioru A ztoZone ze zbioréw pierwszej
kategorii, ktore jest C' A(Baire).
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Twierdzenie 4.40 ([M1]) Niech X bedzie przestrzeniq Hausdorffa, ktora ma po-
krycie punktowo-skoriczone bedqce C' A( Baire) rodzing ztozong ze zbioréw pierw-
szej kategorii. Wtedy istnieje zbior B C X majqcy rozktad Kuratowskiego i taki,
ze X \ B jest zbiorem pierwszej kategorii w przestrzeni X.

O ile dowdd Twierdzenia 4.39 jest natychmiastowy, to dowdd Twierdzenia
4.40 wymaga skorzystania dodatkowo z nastgpujacego twierdzenia.

Twierdzenie 4.41 ([M1]) Niech r bedzie liczbq kardynalng, n < w liczbq natu-
ralng oraz {Z,: o < Kk} pokryciem przestrzeni X takim, Ze

Ha < k:z € Z,} =n,
dla kazdego x € X. Wtedy istniejq zbiory roztaczne {Y,: o < K} takie, ze

Y, C Z,dlaa < k oraz UYa:X.

a<k

Kolejne twierdzenie dotyczy zwiazkow pomigdzy istnieniem C'A(Baire) po-
krycia punktowo-skonczonego przestrzeni Hausdorffa zbiorami pierwszej katego-
rii, a istnieniem liczby mierzalnej. Z uwagi na pigkno dowodu tego twierdzenia
przedstawiam go w catosci.

Twierdzenie 4.42 ([M1]) Jezeli Z FC+ "istnieje przestrzeri Hausdorffa Baire’a
X iistnieje C'A(Baire) punktowo-skoriczone pokrycie zbioru X ztoZone ze zbio-
row pierwszej kategorii” jest niesprzeczne, to Z F'C+ "istnieje liczba mierzalna"
jest rownieZ niesprzeczne.

Dowéd. Niech « bedzie najmniejsza liczba kardynalng regularng bedaca moca
najmniejszego C'A(Baire) pokrycia punktowo-skoriczonego przestrzeni X zto-
zonego ze zbioréw pierwszej kategorii. Wybierzmy pokrycie przestrzeni X mo-
cy K 1 oznaczmy je przez G. Na podstawie Twierdzenia 4.40, istnieje podzbioér
B C X majacy rozktad Kuratowskiego i taki, ze X \ B jest zbiorem pierwszej
kategorii w X. Niech

F=A{F,: a <k}

bedzie rozktadem Kuratowskiego zbioru B. Rozwazmy K-ideat [ zwiazany z F.
Taki ideat jest k-zupelny i niegléwny.

Teraz, modyfikujemy odpowiednio dowdd przedstawiony w pracy [22]. De-
finiujemy rodzing funkcji P(V), gdzie V jest uniwersum, tj. f € P(V) wtedy
i tylko wtedy, gdy

f: U]: -V
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oraz istnieje otwarte pokrycie Uy zbioru | F, geste w |J F takie, ze funkcja f jest
stalana U N F,,, dla dowolnego U € U oraz I, € F.
Dla dowolnych funkcji f, g € P(V') zbiory

{z e JF: f(z) =g(z)} oraz {x € |JF: f(z) € g(z)},
maja wlasnos¢ Baire’a. Istotnie. Wezmy W € {UNV: U € Uy, V € U, }. Wtedy,

{zeUF: fx)=g(@)} = J{FanW:aec A}

{reJF: f(z) eglx)} = {FanW: a € B},

dla pewnych A, B C k. Poniewaz F jest rozktadem Kuratowskiego zbioru B, to
FNW ={F,NW: F,eF}

jest rozktadem Kuratowskiego zbioru W. Z Twierdzenia 4.1 wynika, ze obydwa
zbiory
{z e UF: f(z)=g(x)} oraz {z € | JF: f(z) € g(2)}

maja wlasnos$¢ Baire’a.

Niech B bedzie algebra Boole’a podzbioréw regularnie otwartych zbioru J F
oraz niech dany bedzie G-generujacy ultrafiltr (ang. GG-generic ultrafilter) nad B.

Rozwazmy graniczng ultrapotege (ang. limit ultrapower) P(V)/G (w sen-
sie Keislera, zob. np. [10]), ktéra jest modelem w ZF'C. Z Twierdzenia Losia
[31, str.159] wynika, ze

P(V)/G = e(lfil; [f2], -, Lfa])
wtedy i tylko wtedy, gdy

{reUF: Eelfi(2), fa(), ... fal2))} € G,

gdzie f1, fa, ..., fn € P(V).
Podobnie jak w [31, str. 284-288] mozemy zdefiniowa¢ naturalne zanurzenie

(ang. embedding)
jgi V — P(V)/G,
takie, ze jo(x) = [c.), gdzie ¢,: UF — V oraz ¢,(t) = z dla dowolnego
t € UF.P(V)/G jest dobrze ufundowany (ang. well-founded) (zob. [31, str.
286]), to jest
PWV)/GEfi2f2...2fu> ...

Wobec tego
{reUF: ful@) 3 fura()},
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jest zbiorem, ktérego dopetnienie jest zbiorem pierwszej kategorii w |J F. Z Twier-
dzenia Baire’a wynika istnienie elementu z, € |J F takiego, ze

fo(zo) 2 fi(xg) 2 ... 2 fulxg) > ...

Jak pokazano w [31, str. 287] zachodzi nier6wno$¢ jo (k) > k. Na podstawie
wyniku zamieszczonego w [31, str. 287] istnieje liczba kardynalna mierzalna, co
konczy dowdd. m

4.3.15 Zbiory niemierzalne dla pokry¢ punktowo-skonczonych

Czes¢ wynikow uzyskanych dla rozktadow Kuratowskiego moze by¢ takze udo-
wodniona rozwazajac pokrycia punktowo-skoficzone zamiast rozktadéw. Jako przy-
ktad przedstawi¢ wyniki analogiczne do tych z podrozdziatu 4.3.6 ale dla po-
kry¢ punktowo-skoniczonych. Podobnie jak w podrozdziale 4.3.6, dowdd giéwne-
go twierdzenia bazuje na ponizszych lematach.

Lemat 4.10 ([M1]) Niech A € P(K*) \ T°. Dla dowolnego pokrycia punktowo-
skoriczonego F zbioru A ztozonego z t°-zbioréw oraz dowolnego drzewa dosko-
natego T € S istnieje poddrzewo doskonate () < T takie, Ze rodzina

Flo ={FNI[Q]: F, € F},
ma moc kontinuum.

Dowdd (szkic). Niech A € P(K*) \ T° bedzie dowolnym zbiorem, a T € T
drzewem. Niech F bedzie pokryciem punktowo-skoniczonym zbioru A ztozonym
z t°-zbioréw. Konstruujemy indukcyjnie, wzgledem n € w, podrodziny

{Fn: h €k}

(k = 2 dla drzew Sacksa oraz k = n dla drzew Lavera) rodziny F oraz poddrze-
wa {T},: h € k™} drzewa T, ktére maja nastgpujace wtasnosci: dla dowolnych
h,h' € k™ takich, ze h # b’

(1) F, € ForazT), < T,

) U{Fr: hek™y =UF;

(3) UFn ¢ T

4) F, C Fyoraz Ty, <, Ty, ie. [T] C [T,),dlahng = g;

(5) FnN Fp = oraz [Th] N [Th/] =0
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(6) AN [Th] Q fh oraz AN {Th] ¢ TO.

Pierwszy i1 kazdy nastgpnikowy krok dowodu indukcyjnego sa zasadniczo po-
dobne. Zat6zmy, ze dla pewnego m € w skonstruowaliSmy rodziny

{Frn:hek™}and {T): h € k™}

o wtasnosciach (1)-(6).
Ustalmy teraz dowolne h € k™. Niech

W,={zecA: {FeF:zeF} =n}
Poniewaz |J F, ¢ T, wiec istnieje n € w takie, ze
W,nJF, ¢ T°

Niech
ny =min{n € w: W, N U]:h ¢ Ty}

Pokazemy, ze dla dowolnych Ay oraz A; = (JF), \ Ag zachodzi W, N A. & T°
oraz

th N Az—: N (U‘Fh“u \ Uth(lfzz)) g TO’

gdzie e, v € {0, 1}.
Rozwazmy rodzing

{GCF: (UG NANW,, €T}

Na podstawie Twierdzenia Ulama [35, str. 86], dla kazdego v € {0, 1} istnieja
podrodziny G, oraz G; = F}, \ Gy takie, ze

UG, n4onw,, ¢T°

Jezeli jeden z tych przekrojéw nalezy do TY, to drugi musi naleze¢ do P(K*)\ T°
oraz

A=GnUGn4nWwW,, ¢T°

Kontynuujemy podziat na podrodziny G, oraz G; analogicznie jak powyzej, otrzy-
mujac Goo, Go1 = U Fn \ Goo, G10, G11 = U Fin \ Guo takie, ze:

A=A N (UG \UGn) ¢ T°

A" =AN0(JGo \JGw) ¢ T°,
A" =A"n(JGw \UGn) ¢ T°
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oraz
A" =A"N (U Gi1 \ Uglo) ¢ T°.

Niech Ho = goo U glO oraz Hl = g01 U g11.
Oczywiscie, Ho U Hy = U F}, oraz

AN (Ugu\UQm) CA'N (UHl\UHO)v

A’ N (Ugm\Ugll) C A'N (UHO\UH1)7
Ao (UM \JHo) "W, & T

oraz

Ao (UHo \UH1) N W, & T°.

Jezeli jeden z powyzszych zbioréw nalezatby do T?, to postepujac jak powyzej
otrzymujemy Hoo, Ho1, Hio, H11, itd. az do momentu uzyskania obydwu zbioréw
nalezacych do T°. Rozpatrujemy rodziny

Fino={F € Fy: F € Ho}

oraz

Fh“lth\Fh“O-

Oczywiscie, F,~q oraz F,~; maja witasnosci (1)-(3). Konstruujemy poddrzewa
Th~0, Th~1 <m Tj o whasnosciach (4) oraz (6). Konstrukcja podzbioréw i pod-
drzew przebiega zgodnie z definicja forcingu Sacksa w przypadku K = 2 (lub
forcingu Lavera, gdy K = w), a nastgpnie stosujemy Twierdzenie 4.4, na podsta-
wie ktérego uzyskujemy tezg lematu. m

Lemat 4.11 mozna udowodni¢ podobnie jak Lemat 4.10, z uwzglednieniem
réznic wynikajacych ze specyfiki danych struktur.

Lemat 4.11 ([M1]) Niech M € P(jw]“) \ NR bedzie zbiorem otwartym i gestym
(w sensie topologii Ellentucka). Dla dowolnego pokrycia F zbioru M ztozonego
z N R-zbioréw oraz dowolnego [a, A] C [w]|%, istnieje [b, B] C [a, A| taki, Ze
rodzina

Fup ={F N[ B]: FeF}

ma moc kontinuum.
Korzystajac z Lematéw 4.10 oraz 4.11 dowodzimy ponizszych twierdzen.
Dowody przebiegaja analogicznie jak dowody Twierdzen 4.22 oraz 4.23. Na-

lezy oczywiscie uwzgledni¢ réznice wynikajace z wlasnosci pokry¢ punktowo-
skonczonych.
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Twierdzenie 4.43 ([M1]) Niech A € P(K*) \ T° bedzie zbiorem oraz F pokry-
ciem punktowo-skoriczonym zbioru A ztozonego z t°-zbioréw. Jezeli dla kazdego
drzewa T € T takiego, ze AN [T] # 0 istnieje poddrzewo Q < T dla kidrego
AN[Q] # 0 oraz rodzina

Fio ={FNI[Q: FeF},

ma moc kontinuum, to dla pewnej podrodziny F' C F zbior ) F'q) nie jest t-
zbiorem.

Twierdzenie 4.44 ([M1]) Niech M € P([w]”) \ NR bedzie zbiorem oraz F po-
kryciem punktowo-skoriczonym zbioru M ztoZonym z N R-zbiorow. Jezeli dla kaz-
dego E L-zbioru |a, A takiego, ze M N[a, A] # 0 istnieje E L-zbior [b, B] C [a, A]
taki, ze M N [b, B] # () oraz rodzina

Fup ={FN[bB]: FeF},

ma moc kontinuum, to dla pewnej podrodziny F' C F zbior JF' p) nie jest
C R-zbiorem.

4.3.16 O istnieniu selektor6w mierzalnych

Klasycznym twierdzeniem w teorii miary, w ktérym sformutowany jest warunek
wystarczajacy na to, aby multifunkcje miaty selektor mierzalny jest Twierdzenie
Kuratowskiego i Rylla-Nardzewskiego ([38]). Jest ono fundamentalnym twier-
dzeniem w teorii selektoréw, Scisle zwiazanej z Aksjomatem Wyboru (AC) i jego
rOwnowaznymi sformutowaniami. Zanim przypomnimy to twierdzenie przyjmij-
my nastgpujace oznaczenia.

Niech (X, S) oraz (Y, R) beda przestrzeniami mierzalnymi. Funkcje

F: X —P(Y)
nazywamy dolnq S-mierzalng (ang. lower-S), jezeli
{xr e X: F(x)NU # 0} € S dla kazdego zbioru otwartego U C Y.

Jezeli S jest rodzing wszystkich podzbioréw otwartych przestrzeni X, a F' funkcja
dolng S-mierzalng, to F' nazywamy funkcja potciqgtq z dotu (ang. lower semi-
continuous function).

Niech Cl*(X) oznacza rodzing wszystkich niepustych zbioréw domknigtych
w X, a K1 (X) rodzing wszystkich niepustych zwartych podzbioréw w X . Jezeli
F: X — P(X) jest odwzorowaniem, to kazda funkcje f: X — Y taka, ze dla
kazdego x € X mamy f(x) € F(z) nazywamy selektorem (ang. selector) dla
funkcji F'.
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Twierdzenie 4.45 (Kuratowski i Ryll-Nardzewski, [38]) Niech Y bedzie prze-
strzeniq polskq (tj. osrodkowq przestrzeniq topologiczng, ktora jest metryzowal-
na w sposob zupetny) oraz A ciatem podzbiorow przestrzeni X. Jezeli S jest o-
ciatem generowanym przez Aoraz F': X — P(Y') jest funkcjq dolng S-mierzalng,
to F ma selektor S-mierzalny f.

Motywacja do badan nad istnieniem selektorow mierzalnych byly dla mnie
wyniki zamieszczone w pracy [21]. Jednym z wystgpujacych tam zatozeri byto
zatozenie, ze obraz danych funkcji /' mial mie¢ moc mniejsza niz najmniejsza
liczba mierzalna. W pracy [C5] udowodnitam, ze twierdzenia pozostaja praw-
dziwe bez tego zatozenia, przez co uzyskalam ogdlniejsze wyniki. Kluczowym
wynikiem, dla dwéch nastgpnych twierdzen zamieszczonych w tym podrozdziale
jest nastgpujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.46 ([C5]) Niech (X, S, i) bedzie przestrzeniq z miarq doskonatq,
a C pokryciem punktowo-skoriczonym ztozonym ze zbiorow miary zero. Wtedy ist-
nieje podrodzina C' C C taka, Ze zbior\J C' nie nalezy do S i ma miare wewnetrzng
zero.

W dowodach kolejnych twierdzen korzystam z metod bazujacych na dowo-
dach z pracy [21] oraz dowodzie Twierdzenia 4.45.

Twierdzenie 4.47 ([C5]) Niech (X, S, 1) bedzie przestrzeniq metryzowalnq z zu-
petng miarq doskonalq, Y przestrzeniq metryczng zupetng, a

F: X — CIt(Y),
funkcjq potciqgtq z dotu. Wtedy F' ma selektor S-mierzalny f: X — Y.

Twierdzenie 4.48 ([C1]) Niech (X, S, i) bedzie przestrzeniq z zupetng miarq do-
skonata, Y przestrzeniq metryczng, a

F: X — K*Y)
funkcjq dolng S-mierzalng . Wtedy F ma selektor S-mierzalny f: X — Y.

Dowdd (szkic). Dowdd Twierdzenia 4.48 oparty jest na metodzie przedsta-

wionej przez Kuratowskiego i Rylla-Nardzewskiego w monografii [37, Theorem
1, str. 458].
Bez straty og6lnosci mozemy zatozy¢, ze Y jest uzupetnieniem U{ F'(z): z € X}.
Niech p bedzie metryka na Y taka, ze diam(Y) < 1. Bedziemy definiowaé se-
lektor jako granicg ciagu funkcji f,,: X — Y (n € w) takich, ze dla dowolnych
reXorazn € w
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(1) f, jest S-mierzalna:

2) p(fal@), F(2)) < g0

3) p(fal@), fari(x)) < 32
(4) fo jest funkcja stata.

Indukcyjnie, ze wzglgdu na n € w konstruujemy (n + 1)-krok indukcyjny.
Niech

U1 ={U CY: diam(U) <

n+2 }

bedzie lokalnie skorficzonym pokryciem przestrzeni Y. Poniewaz F'(x) jest zbio-
rem zwartym, wigc

HU e Upyq: F(z)NU # 0} < w.
Uporzadkujmy rodzine
Unir ={Us" € Iy},
gdzie [, jest pewnym zbiorem indekséw. Dla kazdego o € [,,11, niech

Crtl ={z € X: F(x)nUM #£ 0}

oraz
1
n+1l __ . n+1
DI ={x e X: p(fu(x),y) < prs) dla pewnegoy € U }.
Oczywiscie,
{Cg+1: (NS [n+1}
oraz

{B"': o€ I, B = n DY

sa punktowo-skoficzonymi pokryciami przestrzeni X. Ponadto, dla dowolnego
Iy C Iy zbior U{B!™': o < I} ,} € S. Na mocy Twierdzenia 4.46, ist-

nieje przeliczalny zbior J), ., C I, taki, ze dla dowolnych o € J),, mamy
(B = 0 oraz

w(HBY a € Iy \ Jpa}) = 0.

Zdefiniujmy zbiory
Bif ' \(U{BF™: B <, B €Ly \ Ty JU

A = U{BQLH: vyeJ}) Sacl, \J
Br\ (B f<a,Bel, ) Sacl
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Stad, {A""!: o € I,,,} jest roztacznym pokryciem U,, , | oraz
U{AZJrl: a€l, }ES,

dla dowolnego I, | C I 1.
Definiujemy funkcje

foi1(z) = 2o & v € A% oraz 2, € UM,
Oczywiscie, f,11 spetnia (1)-(4). Zatem, tak skonstruowany ciag funkcji

(fn:mn €w)

spetnia warunki (1)-(4). Ponadto dla dowolnego = € X, jezeli

flz) = lim f,(z),

n—oo

to f(x) € F(x) oraz ciag (f,) jest zbiezny jednostajnie do funkcji f. Na mocy
Twierdzenia 4.45, selektor f jest S-mierzalny. m

4.4 Opis wkladu w prace wspoétautorskie

Sposréd 9-ciu prac wehodzacych w sktad osiagnigcia naukowgo [M1] jestem sa-
modzielnym autorem 7-miu, a pozostatych dwéch [C1, C2] jestem wspétautorem.
Prace [C1, C2] byly wynikiem wielu dyskusji prowadzonych przez wszystkich
wspotautorow. M6j wktad w te prace byl nastgpujacy: weryfikowatam i mody-
fikowatam poszczegdlne wersje twierdzen i lematéw oraz ich dowodéw. Wpro-
wadzitam zapis dowodéw w terminologii drzew. Ponadto, napisalam wstgp do
obydwu prac, dokonatam doboru literatury oraz dokonatam modyfikacji obu prac
uwzgledniajacych uwagi recenzentow. M6j wkiad procentowy w prace [C1] oce-
niam na 33,33%, a w prace [C2] na 50%.

4.5 Podsumowanie i znaczenie wynikow

Moje osiagnigcie naukowe przedstawione w monografii [M1] dotyczy badania
istnienia zbioréw niemierzalnych rozpatrywanych na gruncie teorii miary, teo-
rii mnogosci i topologii ogdlnej, co stanowi jedno z najwazniejszych zagadnien
we wspoélczesnej matematyce i ma zastosowanie w analizie harmonicznej, teorii
funkcji zmiennej rzeczywistej, teorii prawdopodobiefistwa, teorii uktadéw dyna-
micznych i wielu innych dziatach matematyki.

Moje osiagnigcie naukowe moge ogdlnie scharakteryzowac jako rozwiazanie
problemu Kuratowskiego dotyczacego istnienia lub nieistnienia zbioréw niemie-
rzalnych w strukturach, dla ktérych zachodzi Lemat Fuzji (np. Twierdzenia 4.4
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i1 4.2) oraz zastosowania uzyskanych wynikéw do dowodzenia i uogélniania zna-
nych twierdzen (np. Uogdlnienie Twierdzenia Louveau-Simpsona, [40], uog6lnie-
nie Twierdzenia Halpern-Lauchli, [27]) oraz do wykazania rOwnowaznoS$ci mig-
dzy rozwiazaniem problemu Kuratowskiego (tj. istnieniem lub nieistnieniem roz-
ktadéw Kuratowskiego), a istnieniem ideatu precipitous (w konsekwencji istnie-
niem liczby mierzalnej) oraz Twierdzenia Gitika-Shelaha, [25]. Ponadto, rozpa-
trujac pokrycia punktowo-skonczone zamiast rozktadéw uzyskatam kolejne wy-
niki, w tym uogdlnienie twierdzenia o istnieniu selektorow mierzalnych.

Wyniki, ktére uzyskatam cho¢ nie podaja konkretnych konstrukcji zbioréw
niemierzalnych, to pokazuja ich istnienie i to niejednokrotnie wystarczy do udo-
wodnienia twierdzen znacznie ogdlniejszych niz te znane w literaturze. Istnienie
liczby mierzalnej, ideatu precipitous czy istnienie izomorfizméw algebr ilorazo-
wych, sa jednymi z istotniejszych zagadniefi w teorii mnogosci. Zatem, wykazanie
ich réwnowaznoSci z istnieniem lub nieistnieniem rozktadu Kuratowskiego oma-
wianych struktur wnosi istotny wktad w dyscypling matematyka.

Twierdzenie 4.48 o istnieniu selektora mierzalnego, ktérego szkic dowodu
przedstawitam w podrozdziale 4.3.16, jest poSrednio zwigzane z istnieniem roz-
ktadu Kuratowskiego. Twierdzenia o selektorach mierzalnych sg jednymi z gtow-
nych twierdzen w réznych dziatach matematyki (a takze m.in. w ekonomii, bio-
logii) i ma szerokie zastosowanie z uwagi na fakt jego zwiazkéw z istotnym ak-
sjomatem teorii mnogosci - Aksjomatem Wyboru (AC). Aksjomat Wyboru, jak
wiadomo, jest niezalezny od powszechnie przyjmowanych aksjomatéw Zermelo-
Fraenkla (ZF).

Uzyskanie omawianych wynikéw bylo mozliwe dzigki zastosowaniu twier-
dzen i metod dowodzenia nalezacych do trzech dziatéw matematyki: teorii mno-
gosci, topologii i teorii miary oraz wykorzystaniu réznych metod dowodzenia,
zaréwno kombinatorycznych (w czeSci opartych o indukcje¢ pozaskonczona) jak
1 zaawansowanych metod forcingowych (gdy inne metody nie byly skuteczne)
oraz konstrukcji topologicznych (np. suma prosta przestrzeni topologicznych). W
pracy [C4] zastosowalam rowniez metody oparte o teori¢ gier jako alternatywne
metody dowodzenia twierdzefi, nieco upraszczajace w ten sposéb zapis dowodu
kombinatorycznego.

Tematyka badan, ktére przedstawiam jako moje osiagnigcie naukowe, jest jed-
nym z istotniejszych nurtéw w matematyce, zwtaszcza w teorii mnogosci i topo-
logii (i dualnie, w teorii miary). Swiadcza o tym regularnie ukazujace si¢ prace
dotyczace zbioréw niemierzalnych. Cho¢ znanych jest niewiele konstrukcji zbio-
row niemierzalnych, to samo udowodnienie ich istnienia ma istotny wptyw na
kontynuacje¢ dalszych badar.

Moje wyniki wchodzace w sktad monografii [M1] pochodza z ostatnich kilku
lat. Pierwsze ukazaty si¢ pod koniec 2019 roku (prace [C1, C2, C3]), kolejna w
2022 roku ([C4]), nastgpna w 2023 roku ([C5]), a pozostate sa na ostatnim etapie
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recenzji w czasopismach matematycznych. Z uwagi na dlugi proces redakcyjny
jak 1 wyniki, ktore nie zostaly zamieszczone w zadnych z powyzszych prac pod-
jetam decyzje o przedstawieniu tych wynikow w monografii [M1].

Podsumowujac, moje osiagnigcia naukowe wnoszg istotny wktad w rozwoj
badan nad zbiorami niemierzalnymi, jednym ze znaczacych nurtéw wystepuja-
cych w kilku dziatach matematyki. Pragne podkresli¢, ze moje osiagnigcie w petni
rozwiazuje problem Kuratowskiego zaréwno dla rozktadéw w strukturach, w kto-
rych zachodzi Lemat Fuzji, jak i dla ich pokry¢ punktowo-skoniczonych.

S Informacja o wykazywaniu si¢ istotna aktywno-
Scia naukowa realizowana w wiecej niz jednej uczel-
ni lub instytucji naukowej, w szczego6lnosci zagra-
nicznej

5.1 Aktywno$¢ naukowa w trakcie zatrudnienia na Uniwersy-
tecie Kardynala Stefana Wyszynskiego w Warszawie

W latach 2008-2017 bytam zatrudniona na Uniwersytecie Kardynata Stefana Wy-
szynskiego w Warszawie na Wydziale Matematyczno-Przyrodniczym Szkota Na-
uk Scislych (w dalszej czesci bedg uzywac skrétu UKSW) na stanowisku adiunkta
naukowo-dydaktycznego.

W tym okresie prowadzitam dziatalmoS$¢ naukowa w dyscyplinach: matema-
tyka (gtéwnie teoria mnogosci i topologia) oraz dydaktyka matematyki.

Poczatkowo wspétpracowatam z dr hab. Marianem Turzanskim (moim pro-
motorem rozprawy doktorskiej). Wspdlne wyniki dotyczace zwigzkéw twierdzen
typu-Ramseya i rodzin niezaleznych opublikowaliSmy w pracy [S1].

Nastgpnie, podjetam wspétprace z prof. dr hab. Ryszardem Frankiewiczem
(z Instytutu Matematycznego Polskiej Akademii Nauk) oraz prof. dr hab. Bog-
danem Weglorzem (z Uniwersytetu Kardynata Stefana Wyszynskiego w Warsza-
wie). Od roku 2016 wraz z prof. Frankiewiczem i prof. Weglorzem wspo6tprowa-
dzitam seminarium naukowe pt. "Kombinatoryka Nieskonczona", ktérego tema-
tyka dotyczyla rozwazan nad istotnymi problemami z pogranicza teorii mnogosci,
topologii i teorii miary. Seminarium poczatkowo odbywato si¢ w Instytucie Ma-
tematycznym Polskiej Akademii Nauk, a nastgpnie od roku 2017 na Politechnice
Wroctawskiej. Wyniki, ktére wspolnie uzyskali§my opublikowaliSmy w pracach
[C1, C2].

W miedzyczasie podejmowatam tez samodzielne badania dotyczace rozwazan
wokot metody silnych ciagdw, ktdrej to tematyce byta po§wigcona moja rozprawa
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doktorska. Efektem tych badan sa publikacje [S2-S5], a takze publikacja [Z2]
dotyczaca zastosowan metody silnych ciagéw w wyborach spolecznych.

W trakcie zatrudnienia na UKSW podjetam dodatkowe zatrudnienie w liceum
ogolnoksztalcacym. Koniecznos§¢ zatrudnienia wynikata z charakteru ksztalcenia
studentéw na UKSW na kierunku Matematyka o specjalnosci nauczycielskiej, na
ktérym m.in. prowadzitam zajgcia. W zwiazku z tym poszerzytam moje zainte-
resowania naukowe o dydaktyke matematyki, skupiajac si¢ gtdwnie na procesie
rozumowania i uogdlniania, czyli dwoch najistotniejszych nurtach w tej tematyce.
Uzyskane wyniki opublikowatam w pracach [D1-D15].

W okresie zatrudnienia na UKSW bytam kierownikiem dwéch projektéw na-
ukowych, finansowanych w ramach badan statutowych UKSW, dotyczacych te-
matyki bezposrednio zwigzanej z matematyka (teorig mnogosci i topologia) oraz
dydaktyka matematyki. Uzyskane wyniki w ramach tych projektéw opublikowa-
tam w pracach [S2, S3] oraz [D5-D10].

Kilkakrotnie ztozytam tez wnioski o grant finansowany z Narodowego Cen-
trum Nauki, jednak nie uzyskatam finansowania. Wnioski te dotyczyty zaréwno
matematyki (teoria mnogosci i topologia), jak i dydaktyki matematyki. Mimo bra-
ku finansowania kontynuowatam badania naukowe, a ich wyniki opublikowatam
w pdZniejszym czasie.

5.2 Aktywnos$¢ naukowa w trakcie zatrudnienia na Politechni-
ce Wroclawskiej

W roku 2017 zmienitam miejsce zatrudnienia na Politechnike Wroctawska, Wy-
dzial Informatyki i Telekomunikacji (przed reorganizacja Wydziat Elektroniki)
(w dalszej czgsci bede uzywaé skrétu PWr), gdzie pracuje do chwili obecnej na
stanowisku adiunkta badawczo-dydaktycznego.

W trakcie zatrudnienia na PWr kontynuowatam wspétprowadzenie semina-
rium naukowego pt. "Kombinatoryka Nieskoniczona" (wraz z prof. Frankiewiczem
i prof. Weglorzem) rozpoczetego w roku 2016. Podczas tej kilkuletniej wspot-
pracy i wspétprowadzenia seminarium dopracowaliSmy wyniki powstate od roku
2017 i opublikowaliSmy je w pracach [C1, C2] W tym czasie powstala tez mo-
ja samodzielna praca [C3]. Nastgpnie kontynuowatam samodzielne badania nad
tematyka rozpoczeta w trakcie wspomnianego seminarium. Wyniki sa zamiesz-
czone w pracach [C4, C5] oraz [N1-N4]. Wyniki te zamie$citam tez w monografii
[M1].

W chwili obecnej kontynuuj¢ badania naukowe, ktérych tematyka zwiazana
jest z szeroko rozumiang teorig mnogosci i topologia. Czgs$¢ tych wynikéw juz
opublikowatam w pracach [S6, S7, R1, R2, P2], a kolejne [R3, R4, P1] oraz [N1-
N4] sa na etapie recenzji w wiodacych czasopismach z dyscypliny matematyka.
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Ponadto, w okresie zatrudnienia na PWr opublikowatam wspoétautorski artykut
[Z3] dotyczacy zastosowan matematyki w naukach inzynieryjno-technicznych.

5.3 Pozostala aktywnos$¢ naukowa

W latach 2004-2012, w trakcie dodatkowego zatrudnienia w Wyzszej Szkole Ban-
kowej w Poznaniu, moje zainteresowania naukowe poszerzytam o tematyke zwia-
zang z zastosowaniami matematyki w naukach ekonomicznych, gtéwnie matema-
tyka finansowa.

W roku 2008 wraz z dr Eugeniuszm Mizerskim uzyskaliSmy kilka wynikow,
ktore opublikowaliSmy w pracy [Z1]. Nastepnie, podjetam badania naukowe w ce-
lu potaczenia moich wynikéw w teorii mnogosci z tematyka wyboréw spotecz-
nych. Uzyskane wyniki opublikowatam w roku 2016 w pracy [Z2].

W latach 2015 1 2017 odbytam dwa staze w uczelniach zagranicznych: na Ka-
tolickim Uniwersytecie w Ruzomberoku (Stowacja, 2015) oraz na Uniwersytecie
w Walencji (Hiszpania, 2017). W trakcie tych stazy wygtositam cykle wyktadéw
dla studentéw i doktorantéw, a takze podjetam kroki w kierunku nawiazania kon-
taktow z matematykami pracujacymi w tych uczelniach. Jednak dtuzsza wspétpra-
ca nie zostata nawigzana z uwagi na trudnosci w znalezieniu wspélnych tematéw
badan.

W roku 2017 odbytam staz w Tbilisi (Gruzja) bedac zaproszona przez czton-
kéw Gruzinskiej Akademii Nauk m.in. do wygloszenia wyktadu na konferencji
naukowej: "XXXI International Enlarged Sessions of the Seminar of Ilia Vekua
Insitute of Applied Mathematics of Ivane Javakhsvili Tbilisi State Univeristy".
Nawigzatam kontakt z tamtejszymi matematykami. Liczne z nimi rozmowy zain-
spirowaty mnie do dalszych badafi nad podjeta juz wcezesniej tematyka zbioréw
niemierzalnych.

5.4 Projekty badawcze i dydaktyczne

Bytam kierownikiem 2 projektéw, wykonawca w 4 projektach oraz zglositam
4 projekty do Narodowego Centrum Nauki (NCN), na ktore nie uzyskatam fi-
nansowania.

1. Kierownik projektéw pt.:
a) "Silne ciagi w zbiorach czgSciowo uporzadkowanych" (badania statu-
towe UKSW 2012) publikacje [S2, S3].

b) "Rola kalkulatora graficznego w procesie uczenia si¢ matematyki ucz-
niow szkoty ponadgimnazjalnej" (badania statutowe UKSW 2013) pu-
blikacje [D5-D10].
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2. Przygotowanie merytoryczne i zgtoszenie nastgpujacych wnioskéw o gran-
ty finansowane przez Narodowe Centrum Nauki (nie przyznano srodkow):

a) Sonata bis 5, pt.: "Cechy myS§lenia matematycznego: odkrywanie re-
gularno$ci i uogdlnianie" (2015).

b) Sonata bis 6, pt.: "Proces odkrywania regularnosci i uogélniania ma-
tematycznego na réznych etapach edukacji szkolnej" (2016).

¢) Sonata bis 8, pt.: "Wokét teorii selektorow ze szczegélnym uwzgled-
nieniem przypadku nieoSrodkowosci" (2018).

d) Opus 18, pt.: "Uogdlnienia klasycznego twierdzenia Kuratowskiego
i Rylla-Nardzewskiego o selektorach" (2019).

3. Wykonawca w projektach

a) Projekt w ramach programu operacyjnego Kapital Ludzki, realizowa-
ny w Wyzszej Szkole Bankowej w Poznaniu dotyczacy zaje¢ dla kan-
dydatéw na studia, (2009-2011).

b) Projekt pt.: "Partnerzy w nauce" realizowany na Uniwersytecie Sla-
skim w Katowicach, (2010-2012).

c) Projekt pt.: "Nowe metody nauczania w matematyce" nr POKL 09.04.00-
14-133/11 realizowany na Uniwersytecie Kardynata Stefana Wyszyn-
skiego w Warszawie, (2012).

d) Projekt pt.: "Cyberbezpieczenstwo dla gospodarki przysztosci" reali-
zowany na Politechnice Wroctawskiej, (2021).

5.5 Recenzowanie artykuléw naukowych

Jestem recenzentem w czasopismach naukowych z dyscypliny matematyka (teoria
mnogosci i1 topologia) oraz dydaktyka matematyki w tym Mathematical Reviews
oraz Educational Research and Reviews. Do tej pory zrecenzowatam ponad 30
prac.

5.6 Udzial w konferencjach

Swoje osiagnigcia naukowe na biezaco prezentowalam na konferencjach nauko-
wych w kraju i za granica.

Uczestniczytam w 15 migdzynarodowych konferencjach pos§wigconych teo-
rii mnogosci i topologii, na 13 z nich zaprezentowatam swoje wyniki (w takich
krajach jak: Czechy, Grecja, Serbia, Stowacja, Ukraina oraz Polska). Ponadto,
wyglositam wykltad na zaproszenie na konferencje "XXXI International Enlarged
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Sessions of the Seminar of Ilia Vekua Insitute of Applied Mathematics of Ivane
Javakhsvili Tbilisi State Univeristy", (Gruzja).

Uczestniczytam takze w dwoch krajowych konferencjach poSwigeconych za-
stosowaniu matematyki w technice, informatyce i ekonomii wygtaszajac referaty,
a takze w 11 konferencjach poswigconych dydaktyce matematyce (w tym 3 mig-
dzynarodowych), na ktérych wygtositam referaty dotyczace biezacych wynikéw
prowadzonych badan.

Bratam tez udziat w konferencjach szkoleniowych, m.in. "8th Young Set The-
ory Workshop" w Izraelu.

Ponizej przedstawiam wykaz wazniejszych konferencji dotyczacych teorii mno-
gosci i topologii, w ktérych bralam udzial (podaj¢ dane wraz z tytutami wygto-
szonych referatéw):

1. Set-theoretic methods in topology and real functions theory, 9-13.09.2019,
Kosice (Stowacja),
referat pt.: "Non “complete” case of Louveau-Simpson theorem".

2. Logic Colloquium 2019, 11-16.08.2019, Praha (Czechy),
referat pt.: "New results on partitioner-representable algebras".

3. International Conference on Topology and Its Applications, 7-11.07.2018,
Nafpaktos (Grecja),
referat pt.: "On Kuratowski partitions".

4. XXXI International Enlarged Sessions of the Seminar of Ilia Vekua Insitute
of Applied Mathematics of Ivane Javakhsvili Tbilisi State Univeristy 18-
22.2017, Thilisi (Gruzja), na zaproszenie czlonkéw Gruzinskiej Akademii
Nauk.
wyklad na zaproszenie pt: "On solutions of Kuratowski problem".

5. The international conference dedicated to 120th anniversary of Kazimierz
Kuratowski, 27.09-1.10.2016, Lwéw (Ukraina),
referat pt.: "On Kuratowski partitions".

6. Novi Sad Conference in the Set Theory and General Topology, SETTOP
2016, 20-23.06.2016, Iriski venac, Fruska Gora (Serbia),
referat pt.: "Strong sequences in Cichon diagram".

7. Winter School in Abstract Analysis, section set theory and topology, 30.01-
6.02.2016, Hejnice (Czechy),
referat pt.: "k-strong sequences and the existence of generalized indepen-
dent families".
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

. 8th Young Set Theory Workshop, October 25-30.10. 2015, Jerozolima (Izra-

el).

XXIX International Summer Conference on Real Functions Theory, 6-11.09.
2015, Niedzica (Polska),
referat pt.: "k—strong sequences and generalized independent families".

Winter School in Abstract Analysis, section set theory and topology, 25.01-
1.02.2014, Hejnice (Czechy),
referat pt.: "On some problems concerning strong sequences".

Workshop on Set Theory and its Applications to Topology And Real Ana-
lysis, 4-6.07.2013, Gdansk (Polska),
referat pt.: "Special partial orderings".

Winter School in Abstract Analysis, section set theory and topology, 26.01-
2.02.2013, Hejnice (Czechy),
referat pt.: "On existence of independent sets in partially ordered sets".

International Conference dedicated to 120-th anniversary of Stefan Banach,
17-21.09.2012, Lwéw (Ukraina),
referat pt.: "Strong sequences and independent sets".

11th Topological Symposium TOPOSYM 2011, 7-12.08.2011, Praga (Cze-

chy),
referat pt.:"Strong sequences in partially ordered sets".

Second International Conference ,,Set theory, topology and Banach space”,
7-11.07.2008, Kielce (Polska),
referat pt.: "On equivalence of some combinatorial methods".

6 Opis pozostalej aktywnoS$ci naukowej

Tematyke moich pozostatych osiagnig¢ mozna podzieli¢ na trzy grupy dotyczace
wynikow z:

a) teorii mnogosci i topologii,

b) zastosowan matematyki w naukach ekonomicznych, spotecznych i inzynie-

ryjno-technicznych,

¢) dydaktyki matematyki.

Ponizej przedstawiam opis moich osiagnig¢ naukowych z podzialem na wyszcze-
gblniong powyzej tematyke.
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6.1 Osiagniecia w teorii mnogosci i topologii

Moje osiagnigcia naukowe w teorii mnogosci i topologii mozna podzieli¢ na trzy
gléwne nurty. Pierwszy to badania wokét istnienia zbioréw niemierzalnych, co
opisatam w Rozdziale 4 niniejszego autoreferatu, drugi to rozwazania dotyczace
istnienia silnych ciagéw, a trzeci to badanie porzadku Rudin-Frolik.

6.1.1 Silne ciagi

W tej tematyce opublikowatam nastgpujace prace:

[S1] J. Jureczko M. Turzanski, From a Ramsey-type theorem to independence,
Acta Univ. Carolin. Math. Phys. 49 (2008), no. 2, 47-55.

[S2] J. Jureczko, On inequalities among some invariants, Mathematica Aeterna.
6 (2016), no. 1, 87-98.

[S3] J. Jureczko, Strong sequences and independent sets, Mathematica Aeterna.
6 (2016), no. 2, 141-152.

[S4] J. Jureczko, x-strong sequences and the existence of generalized indepen-
dent families, Open Math. 15 (2017), no. 1, 1277-1282.

[S5] J. Jureczko, Strong sequences and partition relations, Ann. Univ. Paedagog.
Crac. Stud. Math. 16 (2017), 51-59.

[S6] J. Jureczko, Some remarks on strong sequences, Scientific Issues of Jan
Dtugosz University in Cz¢stochowa. Mathematics, XXIII (2018), 25-34.

[S7] J. Jureczko, On Banach and Kuratowski theorem, K-Lusin sets and strong
sequences, Open Math. 16 (2018), no. 1, 724-729.

W pracy [S1] zajmowali$my si¢ naturalnymi warunkami natozonymi na zbiory
czgSciowo uporzadkowane i badaliSmy jakie moga by¢ tego konsekwencje. Poni-
zej przedstawiam gtdwne wyniki zawarte w tej pracy.

Niech X bedzie przestrzenia (topologiczna). Rodzing zbioréw S nazywamy
binarng (ang. binary family), jezeli dla kazdej skorniczonej podrodziny M C S
takiej, ze M # () istnieja zbiory A, B € M takie, z¢ AN B = (). Rodzing S
nazywamy celularnqg (ang. cellular family), gdy jej elementy sa niepuste i parami
rozlaczne. Niech

c(X) = sup{|S|: S jest rodzing celularng w.X } + w.
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Twierdzenie 6.1 ([S1]) Niech r bedzie liczbq kardynalng regularng. Kazda zwar-
ta przestrzeni zerowymiarowa X moze by¢ odwzorowana na kostke Cantora D"
wtedy i tylko wtedy, gdy posiada binarnq rodzing S ztoZonq ze zbiorow domknigto-
otwartych (gdzie |S| > k > ¢(X)) zamknigtq ze wzgledu na dopetnienia i posia-
dajqcq wtasnosci:

e dla dowolnych Sy, Si, Sy € S, jezeli Sy N S; = 0 oraz Sy N Sy = 0, to albo
S1 NSy = 0 albo S C Sy albo Sy C Sy,

e {Ve8&:VCU} <kdlakazdegoU € S.

W pracach [S2, S3, S5, S6] przedstawitam wyniki (prac rozpoczetych w roz-
prawie doktorskiej) nad tematyka silnych ciagéw.

Metoda silnych ciagéw zostata wprowadzona przez Jefimowa w roku 1965
w pracy [14], jako uzyteczna metoda stuzaca do dowodzenia znanych twierdzen
w przestrzeniach diadycznych, tj. ciagtych obrazach kostki Cantora. Jefimow udo-
wodnil miedzy innymi, ze w podbazie kostki Cantora nie istniejg silne ciagi. Na-
turalnym wigc stato si¢ pytanie, jakie konsekwencje miatoby istnienie silnych cia-
géw w innych przestrzeniach? Ta tematyka byta podjeta w latach 90-tych ubiegte-
go wieku przez M. Turzanskiego (pomijam dalsze dane historyczne, ktére umie-
Scitam w pracy [P2] oraz w mojej rozprawie doktorskiej).

W pracach poswigconych tematyce silnych ciagéw wprowadzitam nastepuja-
ca definicjg.

Niech (X, r) bedzie zbiorem z relacja r i niech x bedzie liczba kardynalng
regularng. Zbiér A C X nazywamy k-skierowanym (ang. k-directed set), jezeli
dla kazdego podzbioru B C A mocy mniejszej niz x istnieje element a € A taki,
ze dla kazdego elementu b € B zachodzi (b,a) € r.

Definicja 6.1 Cigqg (Ss, Hy)p<a, gdzie Sy, Hy C X oraz |Sy| < k nazywamy,
silnym ciqgiem (ang. strong sequence), gdy:

* Sy U Hy, jest k-skierowany,
» Sy U Hy nie jest k-skierowany, jezeli ) > ¢.

W pracach [S2, S3] zajmowatam si¢ silnymi ciagami w przypadku gdy x = w.
W pracy [S2] udowodnitam nastgpujace twierdzenie, ktére nazwatam twierdze-
niem o silnych ciagach.

Twierdzenie 6.2 ([S2]) Niech k i A bedq liczbami kardynalnymi. Jezeli (X, )
jest zbiorem z relacjq r i istnieje silny ciag (S, Ho)a<(x)+ taki, Ze |Hy| < K7,
dla kazdego o < (k*)*, to ismieje silny ciag (Tn, Ho) o<+ taki, Ze |T,| < w,
dla kazdego ov < (\)™.
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W tej samej pracy wprowadzitam nastgpujacy niezmiennik kardynalny
$(X) = sup{k: istnieje silny ciag w X dtugosci x}.

Liczbe kardynalna x nazywamy kalibrem w X (ang. caliber), jezeli jest nie-
skoriczona oraz kazdy zbiér A € [X]® ma taicuch dtugosci «, gdzie przez taricuch
rozumiemy zbidr, w ktérym dowolne dwa elementy tego zbioru sa ze soba porow-
nywalne w sensie relacji 7.

W pracy [S2] udowodnitam nastgpujace twierdzenia.

Twierdzenie 6.3 ([S2]) Niech (X, r) bedzie zbiorem z relacjq r, a k bedzie liczbq
kardynalnq regularng. Wtedy . > §(X) jest kalibrem w X.

Twierdzenie 6.4 ([S2]) Niech (X, ) bedzie zbiorem 7 relacjq r, a
k = min{|M|: M jest gestyw X}
bedzie kalibrem w X. Wtedy X zawiera nieograniczony ciqg dtugosci k.

Ponadto, w pracy [S2] przedstawitam pewne nieréwno$ci pomigdzy wprowadzo-
nym przeze mnie niezmiennikiem kardynalnym $(X), a znanymi w literaturze
niezmiennikami kardynalnymi, tj. sat(X) < §(X), gdzie symbol sat(X) oznacza
saturowalno$§¢ X (ang. saturability of X) oraz ¢(X) < §(X), gdzie ¢(X) ozna-
cza celularno$¢ X (ang. cellularity of X'). Wykazatam réwniez, ze przy pewnych
zatozeniach te liczby kardynalne nie moga by¢ réwne.

W pracy [S3] udowodnitam z kolei, ze $(X) < i(X), gdzie i(X) jest nie-
zmiennikiem kardynalnym zwiazanym z rodzing niezalezna (ang. independent fa-
mily) definiowanym jako

i(X) = sup{|A|: A jest rodzing niezalezng w X }.

W pracy [S4] zajmowatam si¢ uogélnieniem twierdzenia o silnych ciagach
oraz konsekwencjami z niego wynikajacymi.

Niech ( oraz n beda liczbami kardynalnymi. Symbolem ( < 7 oznaczamy,
ze n jest B-silnie nieosiqgalna (ang. [(3-strongly inacceessible) tzn. 3 < 7 oraz
a* < n, jezeli tylko o < 3 oraz \ < 1.

Twierdzenie 6.5 ([S4]) Niech 3, i1, beda liczbami kardynalnymi takimi, 7e w <
B KL nu < B, a takze B,n bedq liczcbami regularnymi. JeZeli X jest zbiorem
mocy 1 i istnieje silny ciqg (Sa, Ha)a<n taki, Ze |H,| < 2" dla kazdego o < 1), to
istnieje silny ciqg (1o, Hy)a<p taki, Ze |T,| < k dla kazdego oo < B ik <.
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Jako wniosek z powyzszego twierdzenia uzyskatam nastgpujacy wynik, cza-
sami nazywamy Twierdzeniem typu Ramseya.

Whiosek 6.1 ([S4]) Niech (3, 1,1 beda liczbami kardynalnymi takimi, Ze w <
0 < n,pu < B oraz B,m bedq liczcbami regularnymi. Niech X bedzie zbiorem
mocy 1. Wtedy albo X zawiera k-skierowany podzbior mocy 1 albo w X istnieje
zbior mocy 3 ztoZony z elementow parami nieporéwnywalnych.

W pracy [29] zostalo wprowadzone pojecie uogdlnionej rodziny niezalezne]
(ang. generalized independent family). Z uwagi na do$¢ skomplikowang jej de-
finicje jak 1 fakt, ze to pojecie jest w powyzszym opisie tematem pobocznym,
pomijam jej cytowanie. W pracy [S2] udowodnitam, ze przy pewnych zatoze-
niach taka rodzina istnieje (w dowodzie wykorzystatam wynik z pracy [S4] oraz,
ze zachodzi nier6wnos$¢ §(X) < i(k, 1), gdzie drugi niezmiennik kardynalny jest
zwiazany wiasnie z uogdlniong rodzing niezalezna).

Z kolei w pracy [S4] pokazatam, ze Twierdzenie 6.2 mozna uogdlni¢. Wyni-
kiem tego jest Twierdzenie 6.5, ktdre jest rOwnowazne twierdzeniu znanemu w
literaturze jako (uogélnione) Twierdzenie Erdosa-Rado. Te réwnowazno$¢ mozna
tatwo wykazaé w oparciu o metody dowodzenia uzyte w pracy [S5].

Twierdzenie 6.6 ([11]) Niech (3, i1, n bedaq liczbami kardynalnymi takimi, Ze w <
B <K n,pu < B oraz 3,m bedq liczbami regularnymi oraz X bedzie zbiorem mocy
n > k. Wtedy

() — (B)s

tzn. jezeli ]* = Use, P, 10 ismiejg A C 1 oraz i < p takie, Ze |A| = 3 oraz
[A]*> C P, gdzie P; # P dlai # j.

Twierdzenie 6.5 zastosowalam przy dowodzeniu pewnych nieréwnosci pomig-
dzy znanymi niezmiennikami kardynalnymi charakteryzujacymi przestrzen topo-
logiczng regularng. Ponadto, w pracy [S5] udowodnitam, ze Twierdzenie 6.5 jest
tez prawdziwe, gdy zatozymy, ze (3 jest liczba singularna.

Giéwnym wynikiem zamieszczonym w pracy [S6] jest Diagram Cichonia uzu-
petniony przez zaleznoSci migdzy poszczegdlnymi niezmiennikami kardynalnymi
i niezmiennikiem zwiazanym z silnymi ciagami. Symbol a — 3 oznacza o < f3,
a a. minimalng moc maksymalnej rodziny prawie roztacznej (ang. maximal al-
most disjoint family (skr. MAD)) w w®. Na Wykresie 1 przedstawiam oryginalny
diagram Cichonia, a na Wykresie 2 diagram uzupetniony o wyniki z pracy [S6].
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|

non(M) ~ cof(M) ———— 2%
)

b >
Ng add(M - cov(M)
Wykres 1: Oryginalny diagram Cichonia.
non(M) - cof(M) ———= 2N
\ae
T T
b S0
Ny add(M) - cov(M)

Wykres 2: Diagram Cichonia wzbogacony o wyniki z pracy [S6].

W pracy [5] autorzy opublikowali kilka rownowaznych wersji Twierdzenia
Banacha i Kuratowskiego z roku 1929 pochodzacego z pracy [4].

Twierdzenie 6.7 ([4]) Zaktadajqc Hipoteze Continuum (CH), istnieje nieskori-
czona macierz { A, C [0,1]: i, k € w} raka, ze:

e dla kazdego i € w,[0,1] = Upe,, A%,
o dla kazdego i € w, jezeli k # k' to Al N Al, =1,
* dla kazdego ciqgu kg, k1, ..., k;, ... elementow ze zbioru w zbior

N(A§U A U .. UA;)
1EW

jest co najwyzej przeliczalny.

Macierz wystepujaca w Twierdzeniu 6.7 jest nazywana B K -macierzq (ang. BK -
matrix). W pracy [5] pokazano, ze istnienie B K -macierzy jest rtOwnowazne ist-
nieniu zbioru K-Luzina mocy continuum. W pracy [S7] uogdlnitam to pojecie,
dla uogdlnionego zbioru K -fuzina wprowadzajac nastgpujace definicje.

Niech x > w bedzie liczbg regularng. W zbiorze "k rozwazmy relacj¢ pomig-
dzy jej elementami: jezeli f,g € "k to

g3 fe {ack: gla) > fla)} < k.
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Zbior K C "k nazywamy domknigtym (ang. closed set), jezeli dla dowolnych
f € K idla dowolnych g € "k warunek f < ¢ pociaga g € K. Ponadto, do-
mkniety zbior K C "k nazywamy k-zwartym (ang. k-compact set), jezeli istnieje
f€errtaka,ze K C {g € "r: g <X f}.

Zbiér X mocy 2" nazywamy uogolnionym zbiorem K-Luzina (ang. generali-
zed K-Lusin set), jezeli | X N K| < 27, dla kazdego k-zwartego zbioru K C "k.

W pracy [S7] wykazatam, migdzy innymi, ze istnienie uogélnionego zbioru
K-tuzina mocy ™ jest rtéwnowazne istnieniu uogdlnionego silnego ciagu tej sa-
mej mocy.

6.1.2 Produkt silnych ciagéw

Opublikowatam jedna prace dotyczaca produktu silnych ciagéw, a druga jest w pro-
cesie recenzji.

[P1] J. Jureczko, On equivalences of polarized partition relations,
https://arxiv.org/pdf/2305.02417.pdf.

[P2] J. Jureczko, Some remarks on polarized partition relations Bull. Iranian
Math. Soc. 49 (2023), no. 3, Paper No. 38, 11 pp.

W pracy [P1] zdefiniowatam skoniczony produkt silnych ciagéw. Warto do-
daé, ze definicja ta moze by¢ uogdlniona réwniez dla produktu nieskoriczonego,
ale ze szczegb6lng uwagg jaka jest wymagana przy operacjach na nieskonczonych
produktach.

Niech n < w. Dla dowolnego k € w takiego, ze 1 < k < n, niech (X, r) be-
da zbiorami z relacjami r, a oraz k; > w beda liczbami kardynalnymi, a ponadto
’Xk| 2 K. Niech

X=XixXox..xX,

OrazZ Kk = K1+ K9 * ... * Kp.

Ciagi a = (ai,as,...,a,) oraz b = (by,by,....,b,) € X majq ograniczenie
(ang. have a bound), jezeli istnieje ciag ¢ = (c1, ¢o, ..., ¢,,) taki, ze (ag, ) € 1
oraz (by, c) € i, dlakazdego 1 < k < n.

Zbior A, C Xy nazywamy ky-skierowanym (ang. k-directed set), jezeli kaz-
dy podzbidr zbioru A, mocy mniejszej niz k; ma ograniczenie, (1 < k < n).
Zbiér A C X nazywamy k-skierowanym, jezeli kazdy podzbidér zbioru A mocy
mniejszej niz k ma ograniczenie.

W pracach [P1, P2] wprowadzitam nastgpujace definicje.

Ciag (H, §)§<a podzbioréw zbioru X nazywamy ry-silnym ciqgiem (ang. k-
strong sequence), jezeli:

(1) H f jest rg-skierowany dla dowolnych ¢ < a,
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(2) H{ U Hyj nie jest r-skierowany, jezeli £ < ¢ < a,
tzn. istnieje S}, € [HJ|<"* taki, ze dla kazdego £ < 1 zbiér Hf U S}, nie
jest ki-skierowany.

Zbiér S}, z punktu (2) powyzszej definicji nazywamy (k, £, ¢)-niszczycielem (ang.
(k, &, 1)-destroyer).

Niech He = H} x HZ x ... x H{ dlakazdego & < . Ciag (He)¢<a podzbio-
row zbioru X nazywamy produktem r-silnych ciqgéw (ang. product of k-strong
sequences), jezeli:

» H¢ is k-skierowany dla wszystkich { < a,
* H¢ U Hy nie jest k-skierowany zawsze, gdy § < ¢ < a.

Ponizsze twierdzenie udowodnione w pracy [P2] jest uogélnieniem Twierdze-
nie 6.5 na produkt s-silnych ciagéw.

Twierdzenie 6.8 ([P1]) Niech n < w. Dla dowolnego k € w takiego, 7e 1 < k <
n, niech By, Nk, ki, i beda liczbami kardynalnymi takimi, Ze:

* W< B L M,

* i < B,

*w S K <2

* Bk, Nk sq liczbami regularnymi.

Niech 3 = [y -Po e - By = M1 M2+ eoo * My K = K1 - Ko * ... - Ky OFazg
X = X x Xy X ... x X,, bedzie zbiorem takim, Ze | Xi| = g = Ky. Jezeli istnieje
produkt r-silnych ciqgow

{Ha CX:a< 77}7

gdzie H, = H} x H2 x ... x H" oraz |H*| < 2" dla dowolnych o < n, to istnieje
produkt k-silnych ciqgow
{T,: a < (3}

taki, ze |T*| < ky, dla dowolnych liczb kardynalnych o < 3.

W pracy [P1] udowodnitam, ze Twierdzenie 6.8 jest rOwnowazne Twierdzeniu
6.9. Twierdzenia tego typu jak Twierdzenie 6.9 wywodzg si¢ z twierdzen pocho-
dzacych z pracy Ramseya [43] oraz pracy Erd6sa-Rado [19] i sa nazywane w li-
teraturze jako spolaryzowane relacje podziatowe, Ich ré6zne wersje i uogdlnienia
sa rozwazane co najmniej od lat 80-tych ubieglego stulecia. W pracy [P1] dos¢
obszernie przedstawitam rys historyczny i wazniejsze wyniki oraz wykazatam, ze
Twierdzenie 6.8 jest rtOwnowazne nastgpujacemu twierdzeniu.
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Twierdzenie 6.9 ([P1]) Niechn < w. Dla 1 < k < n niech By, ., K, i bedq
liczbami kardynalnymi spetniajqcymi zatozenia Twierdzenia 6.8. Niech ponadto
dany jest zbior X = X1 X Xo X ... X X}, taki, Ze | Xy| = ni, > ki Wtedy,

m B
T2 R Ba ’
M, B

o
tzn. kazda funkcja c: X — p jest stata na pewnym zbiorze A mocy 3, tzn. istnieje

zbior A = Ay x Ay X ... X Ay z warunkami A, C Xy, oraz |Ay| = By taki, ze
¢ (\) = A, dla pewnego \ < pu.

W pracy [P2] kontynuowatam badania nad produktami silnych ciagdw, kto-
rych wynikiem jest nastgpujace twierdzenie.

Twierdzenie 6.10 ([P2]) Niech n < w. Dla 1 < k < n let By, kg, g, Nx beda
liczbami kardynalnymi spetniajqcymi zatoZenia Twierdzenia 6.8. Wtedy albo X
zawiera k-skierowany podzbior mocy n albo X zawiera podzbior mocy (3 sktada-
jacy sie z elementow parami roztqcznych.

Nastepnie, korzystajac z tego twierdzenia uzyskatam nastepujacy wniosek.

Whiosek 6.2 ([P2]) Niechn < w. Dla 1 < k < n let By, ki, b, N beda liczbami
kardynalnymi spetniajqcymi zatoZenia Twierdzenia 6.8. Wtedy,

m m B
T2 N ne Bo ’
M M Bn

tzn. dla kazdego zbioru Ay mocy ny, (1 < k < n) i dla kazdej funkcji kolorujqcej
c: Ay x Ay x ... x A, — 2
albo istniejq zbiory By C Ar(1 < k < n) mocy ny, takie, Ze
c|(By x By x ... x By,) = {0}
albo istniejq zbiory Cy, C Ag(1 < k < n) mocy (B takie, Ze

c|(Cy x Cy x ... x C) = {1}.
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6.1.3 Porzadek Rudin-Frolik

Opublikowatam 2 prace dotyczace porzadku Rudin-Frolik, a 2 kolejne sa w pro-
cesie recenzji.

[R1] J. Jureczko, Ultrafilters without immediate predecessors in Rudin-Frolik
order for regulars. Results Math. 77 (2022), no. 6, Paper No. 230, 11 pp.

[R2] J. Jureczko, A note on special subsets in Rudin-Frolik order for regulars,
Math. Slovaca. 73 (2023) no. 4, 825-834.

[R3] J. Jureczko, Chains in Rudin-Frolik order for regulars.
https://arxiv.org/pdf/2304.00097.pdf

[R4] J. Jureczko, Decreasing chains in Rudin-Frolik order for regulars.
https://arxiv.org/pdf/2304.01398.pdf

Porzadek Rudin-Frolik zostal zdefiniowany w pracy [24] oraz zastosowany do
udowodnienia, ze przestrzen Sw \ w nie jest przestrzenig jednorodna. Rudin, ktéra
prawie sformutowala ten porzadek w pracy [44], jako pierwsza opisata zalezno$¢
migdzy filtrami w tej przestrzeni. Booth w pracy [7] wykazal, ze ten porzadek jest
porzadkiem czg¢Sciowym i nie jest to porzadek dobrze-ufundowany (ang. well-
founded). W latach 1981-1990 Butkovicova opublikowata szereg prac, w ktérych
zawarta wyniki dotyczace m.in. dtugosci tancuchéw, mocy zbioréw elementéw
nieporéwnywalnych w przestrzeni Sw \ w w sensie porzadku Rudin-Frolik (petny
przeglad prac ButkoviCovéj zamieszczam w pracy [R1]).

Wszystkie dotychczasowe wyniki dotyczace porzadku Rudin-Frolik byty roz-
wazane w uzwarceniu Cech-Stone’a Sw. Naturalnym zatem wydaje sie pytanie,
czy mozna te rozwazania rozszerzy¢ dla przestrzeni 5k, gdzie x jest dowolna licz-
ba kardynalna, a Sr oznacza uzwarcenie Cech-Stone’a, gdzie « jest z topologia
dyskretng. Zatem [k jest przestrzenia ultrafiltréw na k, a Ok \ k jest przestrze-
nia ultrafiltrow na s nie bedacych ultrafiltrami gléwnymi. Okazuje sig, ze jest
to mozliwe przy dodatkowych zalozeniach, co wynika z uzycia bardziej zaawan-
sowanych metod niz to mialo miejsce w pracach wczesniejszych poSwigconych
tematyce porzadku Rudin-Frolik, m.in. w pracach ButkoviCové;.

W pracach [R1 - R4] rozwazatam porzadek Rudin-Frolik wiasnie w przestrze-
ni Ok, gdy K jest liczba kardynalng regularna. Zalozenie regularnosci wynikato
z zastosowania metody uzytej w pracy [3], ktéra umozliwia przedtuzenie induk-
cji matematycznej do 2% jedynie dla liczby regularnej. Przypomnijmy definicj¢
porzadku Rudin-Frolik.

Zbiér {F,: a < k} filtréw na x nazywamy r-dyskretnym (ang. k-discrete
set), jezeli istnieje pokrycie {A,: o < k} zbioru x zbiorami roztacznymi takie,
ze A, € F,, dlakazdego a < k.
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Definicja 6.2 Niech F,G € [k \ k bedq ultrafiltrami. Porzqdek Rudin-Frolik
definiujemy jako
F<pr G & G=%XXF),

dla pewnego zbioru k-dyskretnego X = {F,: a < k} C Bk, gdzie
YX,F)={ACk: {a<k: Ac F,} € F}.

W pracy [R1] skonstruowatam ultrafiltry bez bezpoSredniego poprzednika.
M6j wynik rozwiazuje problem postawiony przez P. Simona ponad 40 lat temu
dla fw \ w. Ja podatam rozwiazanie w uogélnionej postaci, czyli dla Sk \ k, gdy
Kk jest liczbg kardynalng regularna. Wynik zawartam w Twierdzenie 6.11.

Funkcje ¢: [T]<¥ — [k]<“ nazywamy k-kurczqcq (ang. k-shrinking func-
tion), jezeli

* p C ¢ implikuje $(p) C H(q), dla dowolnych p, g € [xT]<¥,
* $(0)=0.

Twierdzenie 6.11 ([R1]) Niech k bedzie liczbq kardynalng regularng oraz ¢ funk-
cja k-kurczqcq. Wtedy istnieje ultrafiltr G € Gk \ k w porzadku Rudin-Frolik, ktory
nie jest minimalny i nie ma bezposrednich poprzednikéw w Bk \ K.

W pracy [R2] udowodnitam takze twierdzenie dotyczace istnienia zbioru ul-
trafiltréw nie majacego infimum.

Twierdzenie 6.12 ([R2]) Niech r bedzie liczbq kardynalng regularng oraz ¢
funkcjq k-kurczqcq. Wtedy istnieje zbior A C [k \ k ultrafiltrow w porzadku
Rudin-Frolik, taki, Ze:

(i) |A| = 2%,
(it) 3pVgeaF <G,
(iii) Vsca|S| > 1inf(S) nie istnieje.

Ponadto, w pracy [R3] pokazatam nastgpujacy wynik dotyczacy istnienia tan-
cuchéw dtugosei (27)7.

Twierdzenie 6.13 ([R3]) Niech k bedzie liczbq kardynalng regularng oraz ¢ funk-

cja k-kurczqcq. Wtedy istnieje taricuch porzadkowo izomorficzny z (25)T w po-
rzadku Rudn-Frolik ultrafiltrow w (k.
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Z kolei w pracy [R4] udowodnitam ponizsze twierdzenie o istnieniu $cisle
malejacego taiicucha bez dolnego ograniczenia.

Twierdzenie 6.14 ([R4]) Niech k bedzie liczbq kardynalng regularnq oraz ¢ funk-
cja r-kurczqcq. Dla kazdej liczby kardynalnej i takiej, ze k < p < 27 istnie-
je scisle malejqcy taricuch {Gg: < p} bez dolnego ograniczenia w porzqdku
Rudin-Frolik.

6.2 Osiagniecia z zakresu zastosowan matematyki w naukach
ekonomicznych, spotecznych i inzynieryjno-technicznych

Opublikowatam 1 prace samodzielng i 2 wspotautorskie poSwigcone tematyce
zastosowan matematyki w naukach ekonomicznych, spotecznych i inzynieryjno-
technicznych.

[Z1] J. Jureczko, E. Mizerski, ,,Wycena opcji walutowych w Polsce metoda Gar-
mana-Kohlhagena 7, W:,,Matematyczne aspekty ekonomii: ryzyko, rease-
kuracja, rownowaga" UKSW W-wa 2008 - materialy pokonferencyjne, 37—
48.

[Z2] J. Jureczko, Strong sequences and their consequences in social choice, Si-
lesian Journal of Pure and Applied Mathematics, 6 (2016), no. 1, 49-58.

[Z3] M. Andrzejewska, J. Jureczko M. Wodecki, “O nauczaniu matematyki w
procesie ksztalcenia wspoétczesnego inzyniera”. W: Inzynieria zarzadzania :
cyfryzacja produkcji. Aktualnosci badawcze 2 / red. nauk. Ryszard Knosala.
Warszawa : Polskie Wydawnictwo Ekonomiczne, cop. 2020, 895-905.

Wspdtautorska praca [Z1] dotyczy wyceny opcji walutowych na rynku pol-
skim. W 1973 Black 1 Scholes stworzyli model wyceny takich opcji oparty gtow-
nie na ryzyku. Jej autorzy wraz z Mertonem otrzymali Nagrode Nobla z eko-
nomii w roku 1997. Model ten doczekat si¢ wielu modyfikacji, a jedng z nich
jest model Garmana-Kohlhagena, opublikowany w roku 1983 1 jest jednym z naj-
czgsciej stosowanych w praktyce metod wyceny opcji walutowych. Celem pracy
[Z1] byto sprawdzenie sity zaleznos$ci migdzy rzeczywistymi cenami opcji wa-
lutowych podawanymi przez serwisy informacyjne, a ceng teoretyczng obliczong
za pomoca wzoru Garmana-Kohlhagena. W pracy przedstawiliSmy analize da-
nych pozyskanych z serwiséw informacyjnych dotyczacych ceny kursu EUR/PLN
i USD/PLN. W wyniku przeprowadzonej analizy zauwazyliSmy, ze cena teore-
tyczna opcji jest wyzsza niz cena obserwowana. Oszacowanie blgdéw prognozy
wykazalo, ze zwlaszcza jest to widoczne dla opcji krotkoterminowe;.
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Druga z prac, [Z2], dotyczy zastosowan metody silnych ciagéw w teorii wy-
boréw spotecznych. Jednym z najbardziej znanych twierdzen w tej tematyce jest
Twierdzenie Arrowa z roku 1951, z ktérego wynika, ze po przyjeciu pewnych za-
tozen co do oczekiwanej racjonalnosSci decyzji grupowych, skonstruowanie spet-
niajacej te zatozenia metody podejmowania grupowych decyzji jest niemozliwe.
Od czasu opublikowania tego twierdzenia powstat szereg jego modyfikacji doty-
czacych skonczonych jak i nieskoiczonych zbioréw wyborcéw, przy czym nie-
skoficzone zbiory traktowane sg tutaj jako antycypacje dla przysztego zachowania
wyborcow. W pracy [Z2] udowodnitam twierdzenie, na podstawie ktdrego przy
okreslonych zatozeniach uzyskujemy alternatywe: albo istnieje duzy zbiér decy-
dentéw albo istnieje maty zbiér wyborcéw, w ktérym kazdy ma prawo veta.

Trzecia praca, [Z3], jest po§wigcona analizie tresci programowych przedmio-
téw matematycznych na kierunkach inzynieryjno-technicznych Wydziatu Elek-
troniki Politechniki Wroctawskiej (obecnie Wydziatu Informatyki i Telekomuni-
kacji). W zwiazku ze zmieniajacym si¢ rynkiem pracy programy studiéw podle-
gaja ciagtym modyfikacjom. Nie tylko nauczyciele akademiccy, rynek pracy, ale
takze studenci powinni mie¢ wplyw na takie modyfikacje. Giéwnym celem tej
pracy byla analiza anonimowym ankiet przeprowadzonych wsréd studentéw w/w
wydziatu pod katem przysztych zmian w programach studiéw. Zmiany te czescio-
wo zostaty juz wprowadzone.

6.3 Osiagniecia z zakresu dydaktyki matematyki

Opublikowatam 15 prac samodzielnych, ktérych tematyka dotyczy dydaktyki ma-
tematyki.

[D1] J. Jureczko, Miejsce matematyki w programach: Matury Migdzynarodo-
wej 1 nowej matury polskiej cz 1. Nauczyciele i Matematyka + Technologia
Informacyjna, 82 (2012), 26-30.

[D2] J. Jureczko, Miejsce matematyki w programach: Matury Migdzynarodo-
wej 1 nowej matury polskiej cz 2. Nauczyciele 1 Matematyka + Technologia
Informacyjna, 83 (2012), 21-26.

[D3] J. Jureczko, Projekt edukacyjny w matematyce w monografii: Nowe meto-
dy nauczania w matematyce, red. Joanna Kandzia, W-wa 2012, 225-246.

[D4] J. Jureczko, Metody aktywizujace w monografii: Nowe metody nauczania
w matematyce, red. Joanna Kandzia, W-wa 2012, 247-262.

[D5] J. Jureczko, Using graphic display calculator in solving some problems
concerning calculus, Acta Mathematica, 16 (2013), 93-98.
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[D6] J. Jureczko, Proces uogélniania u uczniéw w wieku 17-19 lat na podstawie
zadan opartych o szablony wizualne, W: Wspéiczesne Problemy Nauczania
Matematyki red. H Kakol, Bielsko-Biata, 2014, 203-231.

[D7] J. Jureczko, The role of The Graphic Display Calculator in forming con-
jectures on the basis of a special kind of systems of linear equations, Acta
Mathematica, 17 (2014), 69-74.

[D8] J. Jureczko, The use of graphic display calculator and computer software
in mathematical modeling W: Comunication in the mathematical classroom
ed. M. Pytlak, 2014, 134-144.

[D9] J. Jureczko, Using graphic display calculator in solving some problems
with polynomials with complex numbers, Scientific Issues Jan Diugosz Uni-
versity in Czgstochowa, Mathematics XIX (2014), 83-93.

[D10] J. Jureczko, Using graphic display calculator in solving some problems
concerning differentiation, Annales of the Polish Mathematical Society, 5th
series: Didactica Mathematicae 36 (2014), 5-31.

[D11] J. Jureczko, Rola kalkulatora graficznego w uczeniu si¢ matematyki w:
Wspbiczesne problemy nauczania matematyki, red. H. Kakol, 2015, 211-
240.

[D12] J. Jureczko, Using graphic display calculator in solving some problems
concerning limits of sequences and functions, Annales of the Polish Mathe-
matical Society, Sth series: Didactica Mathematicae 37 (2015), 5-24.

[D13] J. Jureczko, Spatial modeling as motivation for studying mathematics, W:
Inquiry based mathematical education, Editirs B. Maj-Tatsis, M. Pytlak,
E. Swoboda, Wydawnictwo Uniwersytetu Rzeszowskiego, Rzeszéw 2016,
245-254.

[D14] J. Jureczko, A task about a cube: or, on generalization in 3D, Annales of
the Polish Mathematical Society, 5th series: Didactica Mathematicae, 38
(2016), 93-112.

[D15] J. Jureczko, The strategies of using a special kind of number patterns in
different stages of education, Educational Research and Reviews, 12 (2017),
643-652.

Pierwsze dwie prace [D1, D2] dotycza analizy programu nauczania matema-
tyki w programie matury migdzynarowej, ktora stanowi alternatywny system na-
uczania w szkotach Srednich ale wciaz jest niezbyt popularna w Polsce.
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Prace [D3, D4] powstaly na bazie udziatu w projekcie dotyczacym nowych
metod nauczania w matematyce (kierowanym do czynnych zawodowo nauczy-
cieli), czyli projekt edukacyjny i metody aktywizujace proces uczenia si¢ mate-
matyki. Prace mialy na celu mozliwa zmian¢ metod nauczania. Zawieraja one
migdzy innymi gotowe pomysty do zastosowania na lekcjach matematyki.

Tematyka pozostatych prac, opisywanych w tej czgsci, dotyczy badania uogdl-
niania matematycznego jako fundamentalnego procesu w nauczaniu matematyki.
Analiza przeprowadzonych badan dotyczy uczniéw w przedziatach wiekowych:
10-15, 15-19, 19-24r.z. zgodnie z etapami rozwojowymi wg Piageta. CzesS¢ z tych
prac zawiera wyniki dotyczace procesu uogdlniania przy zastosowaniu kalkulato-
ra graficznego umozliwiajacego szybkie i sprawne wykonanie duzej liczby m.in.
wykreséw funkcji, co pozwala na dostrzezenie pewnych prawidlowosci utatwia-
jacych zaobserwowanie pewnych regularnosci i uogélnien. Praca z kalkulatorem
graficznym znacznie przyspiesza proces obserwowania regularnosci i uogdélnienia,
a jednoczesnie jest urzadzeniem o matych wymiarach. W pracach [D5, D10, D12]
omOwitam analiz¢ wynikéw badan dotyczacych wplywu kalkulatora graficzne-
g0 na uczenie si¢ rachunku rézniczkowego i catkowego. Prace [D7, D9] dotycza
rozwazah uog6lniania w algebrze, a w pracy [D8] oméwitam sposoby zastoso-
wania kalkulatora graficznego w modelowaniu matematycznym. Prace te zostaty
opublikowane w latach 2013-2015, gdy technologie informacyjne nie byly jesz-
cze tak zaawansowane i tak powszechnie dostgpne jak obecnie. W pracy [D11]
dokonatam analizy ankiet przeprowadzonej wsréd ucznidéw, dotyczacej wpltywu
kalkulatora graficznego na proces uczenia si¢ matematyki.

W pracach [D6, D13, D14, D15] dokonatam analizy procesu uogdélniania ma-
tematycznego na réznych etapach edukacji. Wnioski z tych prac moga postuzy¢
do analiz i modyfikacji metod oraz programéw nauczania matematyki na pozio-
mie szkoly podstawowe;j i Sredniej.

7 Informacja o osiagnieciach dydaktycznych, orga-
nizacyjnych oraz popularyzujacych nauke

7.1 Osiagniecia dydaktyczne

1. Wspétautorstwo podrecznika akademickiego

Jestem wspotautorem recenzowanego podrgcznika akademickiego

[K1] J. Jureczko, M. Turzanski, Elementy matematyki wyzszej. Teoria i za-
dania, Wydawnictwo Wyzszej Szkoty Bankowej, 2011.

Podrecznik przeznaczony jest dla studentow kierunkéw niematematycznych.
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Z. uwagi na liczne zastosowania omawianych dzialéw matematyki w na-
ukach ekonomicznych podrecznik ten jest szczeg6lnie dedykowany studen-

tom kierunkéw ekonomicznych.

2. Prowadzone zajecia dydaktyczne.
W trakcie pracy zawodowej wielokrotnie prowadzitam wyktady i ¢wicze-
nia dla studentéw kierunku Matematyka, jak 1 kierunkéw informatycznych,
ekonomicznych, przyrodniczych oraz inzynieryjno-technicznych. W Tabe-
li 1 przedstawiam wykaz prowadzonych przedmiotéw z podzialem na wy-
ktady i ¢wiczenia.

Lp. | Przedmiot Wyktad | Cwiczenia
1. | Algebra liniowa X X
2. | Algebra liniowa z geometrig analityczna X X
3. | Analiza matematyczna X X
4. | Matematyka (studia II stopnia (PWr)) X X
5. | Elementy logiki i teorii mnogosci X
6. | Elementy topologii z zastosowaniami w ekonomii X
7. | Kurs przygotowawczy z matematyki dla kandydatéw na studia X
8. | Topologia X
9. | Nauczanie tamigléwkowe X
10. | Matematyka dla kierunkéw niematematycznych X X
11. | Ekonomia matematyczna X
12. | Inzynieria finansowa X
13. | Matematyka finansowa X
14. | Podstawy finanséw X
15. | Metody pracy z uczniem zdolnym X X
16. | Praca z uczniem uzdolnionym matematycznie X X
17. | Seminarium dydaktyczne (dla specjalno$ci Matematyka naucz.) X

Tabela 1: Wykaz prowadzonych przedmiotow.
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3. Przygotowanie kart przedmiotow.

Przygotowalam karty przedmiotéw dla kierunkéw studiéw Matematyka,
Informatyka (UKSW) oraz Cyberbezpieczenistwo, Informatyka Technicz-
na, Informatyczne Systemy Automatyki, Teleinformatyka, Telekomunika-
cja (PWr). W Tabeli 2 przedstawiam wykaz kart przedmiotéw z podzialem
na uczelnie.

Przedmiot PWr | UKSW
Algebra liniowa z geometrig analitycznag
Algebra liniowa 2

Analiza matematyczna 1

Analiza matematyczna 2.3A
Matematyka - studia drugiego stopnia
Podstawy finansow X
Praca z uczniem uzdolnionym matematycznie
Seminarium dydaktyczne X

PR R M| A

>

o o vl s w v =5

Tabela 2: Wykaz przygotowanych kart przedmiotow.

4. Przygotowanie materialow dydaktycznych

Przygotowatam materiaty dydaktyczne w formie slajdéw do wyktadéw i ze-
stawy zadan z przedmiotéw matematycznych dla studentéw Wydziatu In-
formatyki 1 Telekomunikacji Politechniki Wroctawskiej (Wydzial Elektro-
niki przed reorganizacja) na kierunkach: Cyberbezpieczenstwo, Informaty-
ka Techniczna, Informatyczne Systemy Automatyki, Teleinformatyka oraz
Telekomunikacja (opublikowane na platformie elearningowej Politechniki
Wroctawsiej).

Przygotowatam réwniez materiaty dydaktyczne do samodzielnego studio-
wania z przedmiotu Matematyka dla studentéw studiéow drugiego stopnia
na kierukach Cyberbezpieczenstwo (w ramach projektu POWER), Infor-
matyki Technicznej 1 Teleinformatyki. (Materialy zostaly opublikowane na
platformie elearningowej Politechniki Wroctawskiej). Materiaty te w posta-
ci slajdow i1 zestawow zadan z przyktadowymi rozwigzaniami uwzgledniaja
potrzeby studentéw z niepetnosprawnosciami, gléwnie z dysfunkcja wzro-
ku 1 stuchu.

5. Pelnienie funkcji promotora i recenzenta

Bytam promotorem 40 prac licencjackich i 12 prac magisterskich z tema-
tyki: matematyka, dydaktyka matematyki i zastosowania matematyki m.in.
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7.2

w finansach i muzyce. Ponadto, bytam recenzentem okoto 60 prac licen-
cjackich 1 magisterskich z tematyki: matematyka 1 dydaktyka matematyki.
Wszyscy studenci, ktérych prace prowadzitam lub recenzowatam obronili
prace i uzyskali na ich podstawie tytuty zawodowe.

Osiagnigcia organizacyjne

W ramach dziatalnosci organizacyjnej petnitam nastgpujace funkcje.

1.

7.3

Bratam udziat w komisjach egzaminacyjnych magisterskich i licencjackich
(zamiennie w roli promotora, recenzenta i przewodniczacego komisji) na
kierunkach Matematyka i Informatyka na Wydziale Matematyczno-Przyrod-
niczego Szkota Nauk Scistych Uniwersytetu Kardynata Stefana Wyszyn-
skiego w Warszawie (2012-2017).

. Bytam czlonkiem Rady Wydzialu Matematyczno-Przyrodniczego Uniwer-

sytetu Kardynata Stefana Wyszyniskiego w Warszawie (2012-2017).

. Pelitam funkcje¢ petnomocnika Dziekana ds. praktyk studenckich na kie-

runku Matematyka Wydziatlu Matematyczno-Przyrodniczego Szkota Na-
uk Scistych Uniwersytetu Kardynata Stefana Wyszyriskiego w Warszawie
(2012-2016).

. Bylam cztonkiem komitetu organizacyjnego konferencji naukowych:

a) 7 Forum Matematykéw Polskich z Udzialem Matematykéw Ukrain-
skich, Olsztyn (Polska), (oraz wspoétprowadzenie sesji pt. ,,Sesja Dy-
daktyki Matematyki i Historii Matematyki’) (2016).

b) XXVII Szkota Dydaktyki Matematyki, Ostréda (Polska), (2015).

¢) ,,Matematyczne aspekty ekonomii: ryzyko, reasekuracja, réwnowa-
ga", Chorzéw (Polska), (2007).

. Jestem cztonkiem zespotu ds. hospitacji nauczycieli akademickich na Wy-

dziale Informatyki i Telekomunikacji Politechniki Wroctawskiej.

Osiagniecia popularyzujace nauke

. Wspolorganizowatam ogolnopolski konkurs dla uczniéw szkoét ponadgim-

nazjalnych pt. "Internetowa Przygoda z Matematyka". Konkurs odby? si¢
na Uniwersytecie Kardynata Stefana Wyszynskiego w Warszawie (2011-
2012).
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2. Przygotowalam i przeprowadzitam warsztaty dla uczniéw szkét ponadgim-
nazjalnych nt.: Eamigléwki matematyczne (2012-2013).

3. Przygotowywatam uczniéw szko6t ponadgimnazjalnych do konkurséw ma-
tematycznych (2013-2014).

4. Popularyzowalam zastosowania kalkulatora graficznego w nauczaniu i ucze-
niu si¢ matematyki w szkotach Srednich (2010-2014).

5. Prowadzitam szkolenia dla naucycieli matematyki m.in. z zastosowania no-
wych metod i technologii informacyjnych w nauczaniu matematyki (2011-
2013).

8 Inne informacje dotyczace kariery zawodowej

8.1 Pozostate doswiadczenie zawodowe

W latach 2010-2015 podjetam dodatkowe zatrudnienie w Zespole Szkét Ogélno-
ksztatcacych nr 10 w Gliwicach na stanowisku nauczyciela matematyki. Podjg-
cie zatrudnienia w szkole bylo poniekad podyktowane ksztalceniem studentéw na
kierunku Matematyka o specjalnosci: nauczycielska na Wydziale Matematyczno-
Przyrodniczym Uniwersytetu Kardynata Stefana Wyszynskiego w Warszawie.

W trakcie zatrudnienia w tej szkole prowadzitam klasy przygotowujace do ma-
tury w programie matury migdzynarodowej z wyktadowym jezykiem angielskim.
Praca ta przyczynita si¢ do szeregu publikacji z dydaktyki matematyki.

W trakcie zatrudnienia w tej szkole prowadzitam réwniez szkolenia dla na-
uczycieli matematyki m.in. z zastosowania kalkulatora graficznego w nauczaniu
matematyki oraz nauczania matematyki w programie matury migdzynarodowe;j.

W latach 2012-2022 petnitam rolg egzaminatora zewngtrznego (mig¢dzynaro-
dowego) w programie matury migdzynarodowe;j.

8.2 Nagrody i wyrdéznienia

* 2022 Nagroda Rektora Politechniki Wroctawskiej w uznaniu wyrdzniajace-
go wktadu w dziatalno$¢ uczelni.
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9 Wykaz prac autorskich i wspotautorskich

W tej czgsci zebrane zostaty wszystkie publikacje oraz prace bgdace w procesie
recenzji, ktére wystgpuja w teksScie. Numeracja prac zostata zachowana.

9.1 Publikacje wchodzace w sklad osiagniecia naukowego

9.1.1 Monografia naukowa

[M1] J. Jureczko, On nonmeasurable sets and unions. Akademicka Oficyna Wy-
dawnicza EXIT, Warszawa 2023. MNiSW: 80.

9.1.2 Publikacje i prace naukowe wchodzace w skltad monografii naukowej

[C1] R. Frankiewicz, J. Jureczko, B. Weglorz, On Kuratowski partitions in the
Marczewski and Laver structures and Ellentuck topology. Georgian Math.
J. 26 (2019), no. 4, 591-598.

[C2] R. Frankiewicz, J. Jureczko, On the Gitik-Shelah theorem. Georgian Math.
J. 26 (2019), no. 4, 555-559.

[C3] J. Jureczko, The new operations on complete ideals, Open Math. 17 (2019),
no. 1, 415-422.

[C4] J. Jureczko, Special partitions of Baire spaces and precipitous ideals, Top.
App. 322 (2022), 108304, 10pp.

[C5] J. Jureczko, Remarks on the existence of measurable cardinals, Bull. Sci.
Math. 186 (2023), Paper No. 103283.

[N1] J. Jureczko, A note on Kuratowski partitions in metric spaces,
https://arxiv.org/pdf/2303.16649.pdf.

[N2] J. Jureczko, On some generalizations of the Halpern-Lauchli theorem,
https://arxiv.org/pdf/2303.17327.pdf.

[N3] J. Jureczko, Nonmeasurable sets in tree structures and Ellentuck topology,
https://arxiv.org/pdf/2303.16650.pdf.

[N4] J. Jureczko, Partitions and point-finite covers of Baire spaces,
https://arxiv.org/pdf/2303.16652.pdf.
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9.2 Pozostale publikacje i prace naukowe
9.2.1 Publikacje z teorii mnogosci i topologii

[S1] J. Jureczko M. Turzanski, From a Ramsey-type theorem to independence,
Acta Univ. Carolin. Math. Phys. 49 (2008), no. 2, 47-55.

[S2] J. Jureczko, On inequalities among some invariants, Mathematica Aeterna.
6 (2016), no. 1, 87-98.

[S3] J. Jureczko, Strong sequences and independent sets, Mathematica Aeterna.
6 (2016), no. 2, 141-152.

[S4] J. Jureczko, x-strong sequences and the existence of generalized indepen-
dent families, Open Math. 15 (2017), no. 1, 1277-1282.

[S5] J. Jureczko, Strong sequences and partition relations, Ann. Univ. Paedagog.
Crac. Stud. Math. 16 (2017) 51-59.

[S6] J. Jureczko, Some remarks on strong sequences, Scientific Issues of Jan
Dtugosz University in Czgstochowa. Mathematics. XXIII (2018), 25-34.

[S7] J. Jureczko, On Banach and Kuratowski theorem, K-Lusin sets and strong
sequences, Open Math. 16 (2018), no. 1, 724-729.

[P1] J. Jureczko, On equivalences of polarized partition relations,
https://arxiv.org/pdf/2305.02417.pdf.

[P2] J. Jureczko, Some remarks on polarized partition relations Bull. Iranian
Math. Soc. 49 (2023), no. 3, Paper No. 38, 11 pp.

[R1] J. Jureczko, Ultrafilters without immediate predecessors in Rudin-Frolik
order for regulars. Results Math. 77 (2022), no. 6, Paper No. 230, 11 pp.

[R2] J. Jureczko, A note on special subsets in Rudin-Frolik order for regulars,
Math. Slovaca. 73 (2023) No. 4, 825-834..

[R3] J. Jureczko, Chains in Rudin-Frolik order for regulars.
https://arxiv.org/pdf/2304.00097.pdf

[R4] J. Jureczko, Decreasing chains in Rudin-Frolik order for regulars.
https://arxiv.org/pdf/2304.01398.pdf
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9.2.2 Publikacje z zastosowan matematyki

[Z1] J. Jureczko, E. Mizerski, ,, Wycena opcji walutowych w Polsce metoda Gar-
mana-Kohlhagena ”, W:,, Matematyczne aspekty ekonomii: ryzyko, rease-
kuracja, rownowaga" UKSW W-wa 2008 - materialy pokonferencyjne, 37—
48.

[Z22] J. Jureczko, Strong sequences and their consequences in social choice, Si-
lesian Journal of Pure and Applied Mathematics, 6 (2016), no. 1, 49-58.

[Z3] M. Andrzejewska, J. Jureczko, M. Wodecki, “O nauczaniu matematyki w
procesie ksztalcenia wspétczesnego inzyniera”. W: Inzynieria zarzadzania:
cyfryzacja produkcji. Aktualnosci badawcze 2 / red. nauk. Ryszard Knosala.
Warszawa : Polskie Wydawnictwo Ekonomiczne, cop. 2020, 895-905.

9.2.3 Publikacje z dydaktyki matematyki

[D1] J. Jureczko, Miejsce matematyki w programach: Matury Migdzynarodo-
wej 1 nowej matury polskiej cz 1. Nauczyciele i Matematyka + Technologia
Informacyjna, 82 (2012), 26-30.

[D2] J. Jureczko, Miejsce matematyki w programach: Matury Migdzynarodo-
wej 1 nowej matury polskiej cz 2. Nauczyciele i Matematyka + Technologia
Informacyjna, 83 (2012), 21-26.

[D3] J. Jureczko, Projekt edukacyjny w matematyce w monografii: Nowe meto-
dy nauczania w matematyce, red. Joanna Kandzia, W-wa 2012, 225-246.

[D4] J. Jureczko, Metody aktywizujace w monografii: Nowe metody nauczania
w matematyce, red. Joanna Kandzia, W-wa 2012, 247-262.

[D5] J. Jureczko, Using graphic display calculator in solving some problems
concerning calculus, Acta Mathematica, 16 (2013), 93-98.

[D6] J. Jureczko, Proces uogdlniania u uczniéw w wieku 17-19 lat na podstawie
zadan opartych o szablony wizualne, W: Wspéiczesne Problemy Nauczania
Matematyki red. H Kakol, Bielsko-Biata, 2014, 203-231.

[D7] J. Jureczko, The role of The Graphic Display Calculator in forming con-
jectures on the basis of a special kind of systems of linear equations, Acta
Mathematica, 17 (2014), 69-74.

[D8] J. Jureczko, The use of graphic display calculator and computer software
in mathematical modeling W: Comunication in the mathematical classroom
ed. M. Pytlak, 2014, 134-144.
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[D9] J. Jureczko, Using graphic display calculator in solving some problems
with polynomials with complex numbers, Scientific Issues Jan Dtugosz Uni-
versity in Czgstochowa, Mathematics XIX (2014), 83-93.

[D10] J. Jureczko, Using graphic display calculator in solving some problems
concerning differentiation, Annales of the Polish Mathematical Society, 5th
series: Didactica Mathematicae, 36 (2014), 5-31.

[D11] J. Jureczko, Rola kalkulatora graficznego w uczeniu si¢ matematyki w:
Wspélczesne problemy nauczania matematyki, red. H. Kakol, 2015, 211-
240.

[D12] J. Jureczko, Using graphic display calculator in solving some problems
concerning limits of sequences and functions, Annales of the Polish Mathe-
matical Society, Sth series: Didactica Mathematicae, 37 (2015), 5-24.

[D13] J. Jureczko, Spatial modeling as motivation for studying mathematics, W:
Inquiry based mathematical education, Editirs B. Maj-Tatsis, M. Pytlak,
E. Swoboda, Wydawnictwo Uniwersytetu Rzeszowskiego, Rzeszéw 2016,
245-254.

[D14] J. Jureczko, A task about a cube: or, on generalization in 3D, Annales of
the Polish Mathematical Society, Sth series: Didactica Mathematicae, 38
(2016), 93-112.

[D15] J. Jureczko, The strategies of using a special kind of number patterns in
different stages of education, Educational Research and Reviews, 12 (2017),
643-652.

9.2.4 Podrecznik akademicki

[K1] J. Jureczko, M. Turzanski, Elementy matematyki wyzszej. Teoria i zadania,
Wydawnictwo Wyzszej Szkoty Bankowej, 2011.
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