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Wprowadzenie

We wspó≥czesnej fizyce efekty silnego sprzÍøenia sπ wszechobecne: determinujπ one zachowanie uk≥adów
od fizyki cia≥a sta≥ego po fizykÍ czπstek elementarnych. Z tego powodu szczególnie waøne jest posiadanie
wiarygodnych narzÍdzi teoretycznych do ich opisu. Jednπ ze standardowych metod sπ wyprowadzone z
zasad pierwszych symulacje sieciowe, które w przypadku chromodynamiki kwantowej (QCD) dostarczy≥y
szczegó≥owych informacji na temat struktury fazowej w skoÒczonej temperaturze i zerowej gÍstoúci barionowej
[1]. Pomimo niewπtpliwych sukcesów, symulacje sieciowe nie pozwalajπ uchwyciÊ procesów dynamicznych.
W tym aspekcie okaza≥o siÍ, øe moøliwe jest uøyteczne podejúcie oparte na zasadzie holograficznej [2], która
pozwala na opracowanie teoretyczne ab initio (z pierwszych zasad).
Holografia lub korespondencja anty-de-sitter/konforemna teoria pola (AdS/CFT) jest jednym z najbar-

dziej zdumiewajπcych odkryÊ wspó≥czesnej fizyki teoretycznej, które dostarcza nam sposobu na zrozumienie
dynamiki silnie sprzÍøonych/skorelowanych kwantowych teorii pola za pomocπmetod ogólnej teorii wzglÍdno-
úci. Waønym obszarem badaÒ wykorzystujπcym ten nowy zwiπzek miÍdzy geometriπ a fizykπ jest studiowanie
dynamiki takich silnie oddzia≥ujπcych oúrodków w czasie rzeczywistym. Jest to aktywna dziedzina fizyki
teoretycznej, która w ostatnich dwóch dekadach, znaczπco poszerzy≥a horyzonty poznawcze. Jako taki, jest
on czÍúciπ d≥ugich badaÒ nad plazmπ kwarkowo-gluonowπ (QGP) [3], silnie oddzia≥ujπcych kwantowych
uk≥adów wielu cia≥ [4].
Hydrodynamika relatywistyczna (RH) jest potÍønym narzÍdziem do opisu w≥asnoúci fizycznych plazmy

kwarkowo-gluonowej – nowej fazy materii w ekstremalnych warunkach – w i poza równowagπ termodyna-
micznπ [5]. Podejúcie RH odnosi wielkie sukcesy w wyjaúnieniu danych eksperymentalnych pochodzπcych z
akceleratorów wysokich energii. Ponadto, fizyka materii skondensowanej równieø skorzysta≥a z potencja≥u
hydrodynamiki relatywistycznej [6]. Najbardziej znane przyk≥ady osiπgniÍÊ holografii to: (i) sformu≥owanie
uniwersalnego ograniczenia na stosunek lepkoúci do entropii [7], który jest jak dotπd respektowany przez
wszystkie znane p≥yny; (ii) odkrycie nowych wspó≥czynników transportu w hydrodynamice anomalnej [8],
obserwowanych doúwiadczalnie w pó≥metalach Weyl’a [9].
WiÍkszoúÊ badaÒ holograficznych zosta≥a przeprowadzona w kontekúcie konforemnej teorii N = 4

SYM, która z samej swojej definicji nie wykazuje øadnego rodzaju przejúcia fazowego, czy efektu typu
crossover. Bardzo interesujπce jest zatem zbadanie, jakie modyfikacje znanego obrazu pojawiajπ siÍ w teorii
niekonformalnej. Istniejπ róøne sposoby modelowania teorii niekonforemnych w korespondencji AdS/CFT
albo w podejúciu top-down, poprzez powiπzanie konkretnej teorii niekonforemnej ze znanπ teoriπ strun,
albo podejúcie bottom-up, gdzie t≥o grawitacyjne jest fenomenologicznie ustalone tak, aby wykazywa≥o
specyficzne w≥asnoúci, np. znane z QCD na sieci. W naszych badaniach przyjmujemy jedno lub drugie
podejúcie w zaleønoúci od konkretnych zagadnieÒ, które chcemy podjπÊ.
Ogólny model holograficzny, którego uøywamy w naszych badaniach to (d + 1)-wymiarowa teoria

Einsteina–Maxwella z dylatonem okreúlona nastÍpujπcym dzia≥aniem 1

Stot = Sbulk + Sbdry + Sct, (1)
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na które sk≥adajπ siÍ: skalar Ricciego R geometrii objÍtoúciowej na rozmaitoúci M z brzegiem ˆM i
metrykπ objÍtoúciowπ gµ‹ , potencja≥ dylatonu, sprzÍøenie pola Maxwella z dylatonem, natÍøenie pola
Fµ‹ © ˆµA‹ ≠ ˆ‹Aµ, úlad krzywizny zewnÍtrznej K geometrii brzegowej z metrykπ indukowanπ “ij i
przeciw-cz≥on Sct, który sprawia, øe zasada wariacyjna jest dobrze okreúlona (a takøe dzia≥anie na pow≥oce
1Uk≥ad grawitacyjny dualny do materia≥u lepkosprÍøystego ma wiÍcej pól skalarnych z nietypowym cz≥onem kinetycznym,

który wprowadzimy w ostatnim rozdziale.
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masy jest skoÒczone). Przyjmujemy wspó≥rzÍdne (r, t, xi), gdzie r jest holograficznπ wspó≥rzÍdnπ radialnπ,
t jest czasem, a xi sπ brzegowymi kierunkami przestrzennymi w d≠ 1–wymiarowej czasoprzestrzeni.
Potencja≥ samo-oddzia≥ujπcy V („), sprzÍøenie Maxwell–dylaton f(„) sπ albo ustalone w podejúciu

odgórnym ”top-down”, albo skonstruowane tak, øe dualna teoria pola modeluje równowagÍ interesujπcego
nas równania stanu np. przejúcia fazowego lub danych sieciowych. Gdy te funkcje sπ juø znane, objÍtoúciowe
równania ruchu przyjmujπ nastÍpujπcπ postaÊ,

1
Ô
≠g
ˆµ
!Ô
≠ggµ‹ˆ‹„

"
≠ f Õ(„)Fµ‹Fµ‹ ≠ V Õ(„) = 0,

ˆµ
!Ô
≠gf(„)Fµ‹

"
= 0, (2)
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3
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f(„)
4
F 2
4
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FµflF

fl
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2
ˆµ„ˆ‹„ = 0,

i mogπ byÊ rozwiπzane za pomocπ niezaleønego od czasu podstawienia, aby znaleüÊ równowagowπ strukturÍ
fazowπ teorii dualnej, którπ okreúla siÍ za pomocπ gÍstoúciπ entropii lub gÍstoúciπ energii (swobodnej) w
funkcji temperatury i potencja≥u chemicznego. Poniewaø interesujemy siÍ geometriπ czasoprzestrzeni, która
asymptotycznie ma byÊ AdS, potencja≥ musi mieÊ nastÍpujπce rozwiniÍcie ma≥ych „

V („) = ≠
d(d≠ 1)
L2

+
m2

2
„2 +O(„4). (3)

Tutaj L jest promieniem AdS, który przez swobodÍ wyboru jednostek ustawiamy na jeden, L = 1. Taki
dualny opis grawitacyjny odpowiada deformacjom konforemnej brzegowej teorii pola o conforemnym
wymiarze d

Ld = LCFTd + Ë
d≠Â
O„ , (4)

gdzie ⁄ jest skalπ energii, a Â jest wymiarem konforemnym dualnego operatora O„ zwiπzanego z parametrem
masy pola skalarnego zgodnie z holograficznπ relacjπ, Â(Â≠d) = m2L2. Fizyczna skala, ≥amiπca konforemnπ
niezmienniczoúÊ, jest ustalona przez üród≥o operatora i w naszych badaniach jest wybierana jako Ë = 1, z
wyjπtkiem jednego przyk≥adu, w którym ustaliliúmy jπ na zero (Ë = 0), aby zachowaÊ symetriÍ konforemnπ
teorii brzegowej. Podczas gdy w modelach ”top-down”potencja≥ V („) i sprzÍøenie Maxwell–dylaton f(„)
sπ ustalone przez spójnoúÊ redukcji i obciÍcia, w podejúciu oddolnym wybieramy pracÍ w objÍtoúciowej
teorii grawitacji bez potencja≥u chemicznego i z nastÍpujπcπ rodzinπ potencja≥ów pola skalarnego [10]

V („) = ≠d(d≠ 1)(1 +B0„2)1/4 cosh (“„) +B2„2 +B4„4 +B6„6 , (5)

gdzie parametry (“, Bi) sπ indywidualnie dobrane do rozwaøanych przypadków.
Ostatecznym celem niniejszych badaÒ jest zbadanie w pe≥ni nieliniowej ewolucji czasowej uk≥adów

holograficznych opisujπcych uk≥ady niekonforemne poprzez rozwiπzanie zaleønych od czasu objÍtoúciowych
równaÒ ruchu, przy czym skupiamy siÍ na dwóch konkretnych przyk≥adach:

1) uk≥ad z przejúciem fazowym,

2) zaleøna od czasu reologiczna odpowiedü modelu lepkosprÍøystego.

NastÍpnie, stosujπc holograficznπ renormalizacjÍ [11] obliczamy wielkoúci fizyczne teorii brzegowej np.
wartoúÊ oczekiwanπ tensora energii-pÍdu, którπ moøna odczytaÊ z bliskiego brzegu rozwiniÍcia sk≥adowych
metryki. Oczywiúcie, naturalne jest rozpoczÍcie naszych badaÒ od przyjrzenia siÍ zlinearyzowanej dynamice
nierównowaønej w kaødym przypadku, a nastÍpnie rozszerzenie jej na poziom nieliniowy.
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Zlinearyzowana dynamika nierównowagowa

W pierwszej kolejnoúci w studiach nad nierównowagowπ materiπ w reøimie silnego sprzÍøenia, zbadamy
wzbudzenia kolektywne w pobliøu stanu równowagi. Liniowa odpowiedü uk≥adu jest analizowana poprzez
zadanie perturbacji z pÍdem w ustalonym kierunku i obliczanie biegunów powsta≥ych funkcji Greena. Zgodnie
z korespondencjπ AdS/CFT bieguny retardowanej funkcji Greena sπ dualne do modów quasinomralnych
(QNM) w teorii grawitacji. Dlatego do wszystkich pól dodajemy po prostu perturbacje w postaci fali
p≥askiej wzd≥uø jednego z brzegowych kierunków przestrzennych z © xd≠1, jako

gµ‹(r, t, x) = g(0)µ‹ (r) + hµ‹(r)e
≠iÊt+ikz,

Aµ(r, t, x) = A(0)µ (r) + aµ(r)e
≠iÊt+ikz, (6)

„(r, t, x) = „(0)(r) + Â(r)e≠iÊt+ikz.

Fluktuacje moøna sklasyfikowaÊ zgodnie z ich w≥aúciwoúciami transformacji pod wp≥ywem pozosta≥ej
grupy symetrii objÍtoúci úwiata O(d≠ 2) dzia≥ajπcej na x1, · · ·xd≠2 w sektorach Spin-0, Spin-1 i Spin-2, a
mianowicie Wygodnie jest uøywaÊ niezmienniczych ze wzglÍdu na cechowanie (infinitezymalne dyfeomor-

Sektor kana≥ perturbacji
Spin-0 düwiÍk: htt, htz, hzz, hrr, htr, hzr, h dyfuzja: at, az, ar Â
Spin-1 úcinanie: hti, hzi, hri poprzeczny: ai –
Spin-2 skalarny: hij ≠ ”ijh/(d≠ 2) – –

Tablica 1: Oznaczenia: i, j = 1, · · · d≠ 2, oraz h ©
q
d≠2
i
hii.

fizmy) kombinacji liniowych zaburzeÒ z róønych kana≥ów perturbacji. We wszystkich sektorach problem
wy≥aniajπcy siÍ z zlinearyzowanych równaÒ jest uogólnionym równaniem na wartoúÊ w≥asnπ, które dla
danego k skutkuje dobrze zdefiniowanym nieskoÒczonym zbiorem czÍstoúci Êi(k). W sektorach Spin-0 i
Spin-1 oprócz modów niehydrodynamicznych wystÍpujπ takøe mody hydrodynamiczne, zdefiniowane jako
limkæ0ÊH(k) = 0, natomiast w sektorze Spin-2 wystÍpujπ tylko czÍstoúci niehydrodynamiczne.
Hydrodynamiczne mody kwazinormalne sπ zwiπzane ze wspó≥czynnikami transportu w nastÍpujπcy

sposób

Ê ¥ ≠i
÷

Á+ p
k2 +

C
÷2·Î
(Á+ p)2

≠
1
2
◊1
Á+ p

D

k4, (7)

Ê ¥ ± cs k ≠ i‰s k2 û
1
2cs

5
‰2s ≠ 2c

2

s

3
2
3
÷·Î
Á+ p

+
1
2
’·fi
Á+ p

46
k3 ,

Wzory te sπ przybliøone w tym sensie, øe w ogólnoúci wspó≥czynniki transportu wyøszego rzÍdu powinny byÊ
uwzglÍdnione [12]. Jednak dla ma≥ych pÍdów rozwiniÍcie drugiego rzÍdu jest wystarczajπce do odczytania
najniøszych wspó≥czynników transportowych modelu. Sta≥a t≥umienia düwiÍku, ‰s, jest zwiπzana z lepkoúciπ
úcinajπcπ ÷ i lepkoúciπ masowπ ’ przez

‰s =
2
3
÷

Á+ p
+
1
2
’

Á+ p
. (8)

Wspó≥czynnik transportu trzeciego rzÍdu ◊1 zostanie zdefiniowany póüniej.
W naszej analizie wyraøamy pÍdy i czÍstoúci w jednostkach temperatury przyjmujπc

q ©
k

2fiT
, w ©

Ê

2fiT
. (9)
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Te bezwymiarowe wielkoúci sπ wygodniejsze do porównywania wyników w teorii przy róønych skalach
energii, a takøe do porównywania wyników w róønych teoriach i uk≥adach. Badania tych modów mówiπ
nam o dynamice nierównowagowej np. czasie termalizacji, ultralokalnoúci i promieniu zbieønoúci szeregu
hydrodynamicznego.
Biorπc za przyk≥ad przypadek planarnej czarnej dziury, hydrodynamikÍ wszystkich rzÍdów moøna

zidentyfikowaÊ, na poziomie zlinearyzowanym, z najniøszym modem kwazinormalnym, tzw. modem hy-
drodynamicznym, i jego dok≥adnπ zaleønoúciπ od pÍdu przestrzennego. Jednak oprócz tego najniøszego
wzbudzenia istnieje nieskoÒczony zbiór wyøszych wzbudzeÒ kwazinormalnych, które sπ t≥umione wyk≥adniczo
(w kontekúcie AdS/CFT).
Poniewaø pe≥na dynamika nieliniowa w g≥Íboko nierównowagowym reøimie jest bardzo skomplikowana,

zasugerowano w [13, 14], øe uøyteczne moøe byÊ w≥πczenie tylko najniøszych, najmniej t≥umionych niehy-
drodynamicznych stopni swobody do powszechnie stosowanego nieliniowego opisu hydrodynamicznego. Po
stronie dualnej grawitacji te stopnie swobody to niehydrodynamiczne QNM czarnej dziury o skoÒczonej
temperaturze. Ten rozdzia≥ jest poúwiÍcony podsumowaniu naszych wyników dotyczπcych róønych aspektów
QNM i ich znaczenia.

Niehydrodynamiczne stopnie swobody

Po wyprodukowaniu w relatywistycznych zderzeniach ciÍøkich jonów, plazma kwarkowo-gluonowa przechodzi
fazÍ nierównowagowej ekspansji, charakteryzowanπ przez czas termalizacji. W Ref. [H1], badajπc zachowanie
najniøszych modów niehydrodynamicznych w klasie bardziej realistycznych (niekonformalnych) modeli
holograficznych inspirowanych QCD na sieci, badamy ten reøim i stwierdzamy, øe czas termalizacji wydaje siÍ
zaleøeÊ tylko od prÍdkoúci düwiÍku. Wyniki te wskazujπ na moøliwoúÊ zwiÍkszenia roli niehydrodynamicznych
stopni swobody w pobliøu przejúcia typu crossover.
W tym rozdziale zaniedbujemy potencja≥ chemiczny i koncentrujemy siÍ na wyborze parametrów w

potencjale dylatonu, które w przybliøeniu odtwarzajπ równanie stanu sieciowej QCD, wyznaczone przez
grupÍ GrupÍ Budapeszt-Wuppertal w [15]

“ = 0.606, B0 = 0, B4 = ≠0.1, B6 = 0.0034, (10)

a wspó≥czynnik B2, który jest zwiπzany z masπ pola skalarnego (i wymiarem konforemnym operatora
dualnego), jest dowolny, ale powinien spe≥niaÊ nierównoúÊ Breitenlohnera-Freedmana, m2 > ≠4.
Majπc dane potencja≥y naleøy uøyÊ technik numerycznych, aby rozwiπzaÊ równania ruchu (2) i znaleüÊ

geometrie czarnych dziur. Do celów obliczania modów kwazinormalnych bardzo wygodne jest stosowanie
parametryzacji Eddingtona-Finkelsteina (EF). W tak zwanym. radialnym cechowaniu Gubsera, „ = r,
sk≥adniki metryczne sπ oznaczone jako

ds2 = e2A(r)
1
≠H(r)dt2 + dx2

2
≠ 2eA(r)+B(r)dtdr , „ = r. (11)

Interesujπ nas rozwiπzania posiadajπce horyzont, co wymaga, aby funkcja zaciemniajπca H(r) mia≥a zero
w pewnym punkcie r = rH :

H(rH) = 0, (12)

i asymptotycznie wymagamy, aby nasza geometria by≥a geometriπ czasoprzestrzeni AdS.
Po okreúleniu geometrii moøemy w standardowy sposób wyodrÍbniÊ wielkoúci termodynamiczne. Re-

gularnoúÊ czasoprzestrzeni euklidesowej na horyzoncie zdarzeÒ wraz z formu≥π Bekensteina-Hawkinga na
entropiÍ prowadzπ do nastÍpujπcych wyraøeÒ na temperaturÍ Hawkinga i gÍstoúÊ entropii

T =
1
4fi
eA(rH)+B(rH)|V Õ(rH)| , s =

1
4GN
eA(rH). (13)
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Rysunek 1: Lewy panel: PrÍdkoúÊ düwiÍku c2s dla piÍciu róønych potencja≥ów Vi, odpowiadajπcych deforma-
cjom teorii przez operatory o wymiarach konforemnych 3.93, 3.67, 3.55, 3.10, 3.00. Prawy panel: CzÍúci
urojone najniøszych modów kwazinormalnych dla q = 0 dla tej samej rodziny potencja≥ów. Wykresy z
pracy [H1].

Z kolei prÍdkoúÊ düwiÍku uk≥adu moøna wyraziÊ jako

c2s =
d logT
d logs

. (14)

W lewym panelu Rys. pokazujemy prÍdkoúÊ düwiÍku uzyskanπ z konstrukcji numerycznej odpowiedniego
rozwiπzania czarnej dziury wraz z danymi z sieciowego QCD.
W granicy zerowego pÍdu, q = 0, zlinearyzowane równania we wszystkich sektorach redukujπ siÍ do

równania dla QNM zewnÍtrznego bezmasowego pola skalarnego, z wyjπtkiem równania perturbacji pola
skalarnego Â, które nadal jest sprzÍøone z modem düwiÍkowym. Dlatego w tej granicy ca≥a informacja o
modach kwazinormalnych teorii jest podsumowana w tym zbiorze modów kwazinormalnych. Równanie
pola dla bezmasowego skalara jest po prostu równaniem falowym

ÒµÒ
µ
1
Â(r)e≠iÊt+ikz

2
= 0 . (15)

Ogólnie rzecz biorπc, sπ dwie g≥ówne zalety stosowania uk≥adu wspó≥rzÍdnych Eddingtona-Finkelsteina
do znajdowania czÍstotliwoúci modów kwazinormalnych. Po pierwsze, wchodzπcy warunek brzegowy na
horyzoncie zostaje prze≥oøony na zwyk≥π regularnoúÊ rozwiπzania na horyzoncie. Po drugie, ze wzglÍdu na
specjalnπ postaÊ czasowej czÍúci metryki Eddingtona-Finkelsteina, zaleønoúÊ od czÍstoúci modów odpo-
wiedniego równania róøniczkowego jest liniowa. 2 Stπd problem znalezienia czÍstotliwoúci quasinormalnych
sprowadza siÍ do do rozwiπzania liniowego zwyczajnego równania róøniczkowego w postaci

L̂1Â = ÊL̂2Â (16)

L̂1 oraz L̂2 sπ okreúlonymi operatorami róøniczkowymi, z Â spe≥niajπcym zasadniczo warunki brzegowe
Dirichleta na brzegu i jest regularnym na horyzoncie. Z wykorzystaniem reprezentacji spektralnej w katego-
riach wielomianów Czebyszewa [18], operatory róøniczkowe wystÍpujπce w równaniu (16) sπ reprezentowane
jako macierze, a ze wzglÍdu na liniowπ zaleønoúÊ tego równania od Ê sprowadza siÍ to do uogólnionego
macierzowego problemu wartoúci w≥asnych, który moøna bardzo wydajnie rozwiπzaÊ.
W prawym panelu Rys. 1 pokazujemy urojone czÍúci czÍstoúci QNM w jednostkach temperatury w.

Obserwujemy, øe t≥umienie znaczπco maleje (o czynnik 2) w pobliøu przejúcia. Pokazuje to, øe w przypadku
niekonforemnym dynamika nierównowagowa staje siÍ waøniejsza blisko Tc. Ponadto stwierdzamy, øe wykresy
2Jest to prawdπ we wszystkich sektorach, gdy tylko wprowadzimy formalizm równania g≥ównego [16, 17].
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Rysunek 2: Lewy panel: CzÍúÊ urojona potencja≥u V2 wraz z czÍúciπ fenomenologicznπ zgodnie z równaniem
(17). Prawy panel: Krzywizna czÍstotliwoúci t≥umienia w k = 0, na≥oøona na – = 1.114 oraz — = 0.342 dla
potencja≥u V2. Wyniki dla pozosta≥ych potencja≥ów sπ zasadniczo takie same w obu panelach. Wykresy z
pracy [H1].

w zasadzie leøπ na sobie dla róønych wymiarów konforemnych. To wskazuje, øe czÍstoúci QNM nie sπ
wraøliwe na drobne szczegó≥y potencja≥ów, ale sπ w zasadzie zaleøne tylko od równania stanu (prÍdkoúÊ
düwiÍku c2s(T )).
W celu sparametryzowania zaleønoúci t≥umienia od odchylenia od konformalnoúci, proponujemy fenome-

nologiczny wzór wyraøajπcy to jako liniowπ kombinacjÍ z c2s ≠ 1/3 i T
d

dT
c2s(T ). W szczególnoúci, twierdzimy,

øe
Im w≠ Im wconf = c1

3
c2s(T )≠

1
3

4
+ c2T

d

dT
c2s(T ) , (17)

gdzie ci sπ parametrami fenomenologicznymi, a Im wconf = ≠1.373 jest konforemnπ wartoúciπ granicznπ.
Parametry te moøna byÊ dopasowane do obliczonej numerycznie róønicy t≥umienia w odniesieniu do
przypadku konforemnego. ZaleønoúÊ

c1 = ≠3.729, c2 = 0.452 (18)

dzia≥a dobrze dla wszystkich potencja≥ów.
W lewym panelu na Rys. 2 prezentujemy wykres (Im w≠ Im wconf) wraz z dofitowaniem. Warto zauwa-

øyÊ, øe podobnie jak dla czÍúci urojonej czÍstotliwoúci kwazinormalnych, czÍúci rzeczywiste czÍstotliwoúci
odpowiadajπcych róønym potencja≥om sπ równieø bardzo zbliøone do siebie. Oznacza to, øe czÍstotliwoúci
QNM sπ w zasadzie niewraøliwe na róønice w UV (poniewaø róøne potencja≥y odpowiadajπ róønym Â) i
rzπdzπ siÍ fizykπ w IR, czyli w zasadzie równaniem stanu.
Interesujπcπ w≥asnoúciπ relacji dyspersyjnej dla niehydrodynamicznych stopni swobody w konforem-

nym przypadku N = 4 teorii SYM jest bardzo ≥agodna zaleønoúÊ czÍstoúci w od pÍdu q w modach
niehydrodynamicznych.
W prawym panelu na Rys. 2 pokazujemy, øe dla teorii niekonforemnych ta w≥asnoúÊ trzyma siÍ w

jeszcze wiÍkszym stopniu. Co ciekawe, krzywizna t≥umienia tj.

ˆ2Imw

ˆq2

----
q=0

(19)

pokrywa siÍ z zaskakujπcπ dok≥adnoúciπ (przynajmniej do momentu, gdy T ≥ Tc, potem zaczyna odbie-
gaÊ) z prÍdkoúciπ düwiÍku c2s, aø do ogólnego czynnika liczbowego okreúlonego w konforemnej granicy
wysokotemperaturowej (tj. równowaønie w N = 4 SYM).
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Hydrodynamiczne stopnie swobody

W referencjach [H2, H3] robimy kolejny krok w iloúciowym okreúleniu odpowiedzi w czasie rzeczywistym silnie
sprzÍøonej niekonforemnej teorii pola. Po pierwsze, analizujemy wszystkie dozwolone kana≥y perturbacji
tensora energii-momentu i odpowiadajπce im dwupunktowe funkcje korelacyjne. Po drugie, koncentrujemy
siÍ na zjawiskach pojawiajπcych siÍ w pobliøu nietrywialnej struktury fazowej róønego typu: crossover
(motywowany przez QCD), przejúcie fazowe drugiego rzÍdu oraz przejúcie fazowe pierwszego rzÍdu. Przypadki
te sπ modelowane poprzez dobór odpowiednich potencja≥ów samo-interakcji pól skalarnych w piÍcio
wymiarowej holograficznej teorii Einsteina-dylatonu podanej w Równ. (5). Po trzecie, koncentrujemy siÍ na
najniøszych niehydrodynamicznych QNM w stosunku do hydrodynamicznych, gdyø daje to wglπd w zakres
stosowalnoúci opisu hydrodynamicznego jako najd≥uøej øyjπcych modów w oúrodku. Wybrane potencja≥y
zosta≥y zestawione w Tab. 2.

potencja≥ B0 “ B2 B4 B6 Â
VQCD 0 0.606 1.4 -0.1 0.0034 3.55
V2nd 0 1/

Ô
2 1.958 0 0 3.38

V1st 0

7/12 2.5 0 0 3.41

VIHQCD 1

2/3 6.25 0 0 3.58

Tablica 2: Potencja≥y wybrane do zbadania róønorodnych równaÒ stanu wykazujπcych róønπ strukturÍ
fazowπ oraz odpowiadajπce im wymiary konforemne pola skalarnego.

Parametry dla potencja≥u VQCD zosta≥y dobrane tak, aby odtworzyÊ dane z QCD na sieci z Ref. [15],
oraz znany fakt, øe uk≥ad posiada przejúcie typu crossover dla zerogwej gÍstoúci barionowej. Parametry
potencja≥ów V1st i V2nd zosta≥y dopasowane tak, øe odpowiadajπce im równania stanu wykazujπ odpowiednio
przejúcia fazowe pierwszego i drugiego rzÍdu. W szczególnoúci, dla przypadku rzÍdu pierwszego, w pewnym
zakresie temperatur spodziewamy siÍ niestabilnoúci (spinodalnego) regionu. Konkretna postaÊ ostatniego
potencja≥u zosta≥a zaprojektowana tak, aby naúladowaÊ niektóre dynamiczne aspekty QCD [19, 20] (np.
asymptotycznπ swobodÍ i uwiÍzienie koloru) i okreúlamy jπ jako potencja≥ Improved Holographic QCD
(IHQCD).
Jest kilka nowych przewidywaÒ, które moøemy zrobiÊ w oparciu o czÍstotliwoúci kwazinormalne. Pierw-

szym jest oszacowanie pÍdu, lub równowaønie d≥ugoúci, gdzie hydrodynamiczny opis uk≥adu ulega za≥amaniu.
Dla przypadku CFT oszacowano to na q = 1.3, gdzie w kanale úcinajπcym pierwsz niehydrodynamiczny
QNM zdominowa≥ dynamikÍ uk≥adu [21]. W tym samym czasie efekt ten nie pojawi≥ siÍ w kanale düwiÍko-
wym CFT. Nowoúciπ, którπ znajdujemy jest to, øe widzimy to krzyøowanie3 nie tylko w kanale úcinania, ale
równieø w kanale düwiÍkowym. To pokazuje, øe nietrywialna struktura fazowa t≥a wp≥ywa na stosowalnoúÊ
hydrodynamiki w sposób jakoúciowy. Innym aspektem jest to, øe opis hydrodynamiczny obowiπzuje w
wystarczajπco duøej skali d≥ugoúci (mniejszy moment krytyczny) co oznacza, øe zastosowanie hydrodyna-
miki w pobliøu przejúcia fazowego jest bardziej ograniczone niø w przypadku wysokotemperaturowym. W
Tab. 3 podsumowujemy krytyczne momenty w dwóch kana≥ach i parametry hydrodynamiczne dla róønych
potencja≥ów. Wszystkie wielkoúci sπ obliczone w odpowiednich temperaturach krytycznych.
W dalszej czÍúci tego rozdzia≥u pokaøemy wykresy QNM g≥ównie dla kana≥u düwiÍkowego, które

przedstawiajπ charakterystycznπ strukturÍ dla kaødego potencja≥u. Poniewaø kana≥ úcinania we wszystkich
przypadkach ma tÍ samπ postaÊ (z róønymi pÍdami krytycznymi) ograniczamy siÍ do pokazania tylko
jednego zwiπzanego z nim wykresu dla potencja≥u VQCD.
Naleøy zauwaøyÊ, øe generalnie ultralokalnoúÊ [H1] modu niehydrodynamicznego wystÍpuje jeszcze

w krytycznym regionie diagramu fazowego. Jedynym obserwowanym wyjπtkiem jest potencja≥ IHQCD,
3Tutaj przez krzyøowanie siÍ modów rozumiemy krzyøowanie siÍ w czÍúci urojonej modów hydrodynamicznych i najbardziej

t≥umionych modów niehydrodynamicznych.
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potencja≥ kana≥ düwiÍkowy qc kana≥ úcinania qc c2s ’/s

VQCD 0.8 1.1 0.124 0.041
V2nd 0.55 0.9 0.0 0.061
V1st 0.8 1.15 0.0 0.060
VIHQCD 0.14 1.25 0.0 0.512

Tablica 3: PÍdy przy których pojawia siÍ efekt krzyøowania modów w róønych kana≥ach oraz odpowiadajπce
im wartoúci prÍdkoúci düwiÍku oraz lewpkoúci objÍtoúciowej odczytane z modu hydrodynamicznego. Wartoúci
podane dla odpowiednich temperatur krytycznych (Tm dla V1st dla VIHQCD).
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Rysunek 3: Lewy panel: GÍstoúÊ entropii dla potencja≥u V1st. Zielona linia reprezentuje stabilny rejon,
podczas gdy czerwona oznacza niestabilnoúÊ. Prawy panel: Róønica energii swobodnej pomiÍdzy dwoma
rozwiπzaniami typu czarnej dziury w funkcji temperatury. Oszacowana temperatura krytyczna wynosi
Tc ƒ 1.05Tm. Na obu wykresach 8fiGN = 1. Wykresy z pracy [H2].

gdzie mody wykazujπ nietrywialne zachowanie. WiÍkszoúÊ interesujπcej dynamiki i obserwowanych efektów
wynika z róønego zachowania modów hydrodynamicznych i tego, jak przecinajπ one najbardziej t≥umione
mody niehydrodynamiczne. Obejmuje to niestabilnoúÊ i tworzenie siÍ pÍcherzyków w przypadku przejúcia
fazowego pierwszego rzÍdu.
W przypadku potencja≥u V1st istniejπ trzy charakterystyczne temperatury (por. Rys. 3). Pierwszπ z nich

jest minimalna temperatura Tm, poniøej której nie istnieje rozwiπzanie niestabilne. Poczπtek niestabilnoúci
obserwujemy w temperaturze T & Tm (w ga≥Ízi, w której c2s(T ) < 0), a generalnie spodziewamy siÍ przejúcia
fazowego pierwszego rzÍdu, które pojawi siÍ w temperaturze krytycznej Tc ˇ Tm, która jest okreúlona
przez energiÍ swobodnπ. Innπ charakterystycznπ temperaturÍ szacuje siÍ na Tch ƒ 1.0001Tm, co wynika z
obserwacji, øe dla pewnego zakresu pÍdów mody hydrodynamiczne stajπ siÍ czysto urojone i nie propagujπ
siÍ w plaümie (por. górne panele na Rys. 4). Ten efekt pojawia siÍ dla temperatur Tm ˛ T ˛ Tch, w
stabilnym rejonie równaÒ stanu (zielona linia na Rys. 3). Zauwaømy, øe w tym modelu zachodzi nierównoúÊ
Tm < Tch < Tc.
Teraz przyjrzymy siÍ strukturze modów kwazinormalnych w minimalnej temperaturze Tm, w której

zielona i czerwona linia przerywana spotykajπ siÍ na Rys. 3, a prÍdkoúÊ düwiÍku znika. W dolnych panelach
na Rys. 4 wykreúlamy tylko mody kana≥u düwiÍkowego. Moøna zauwaøyÊ w tym punkcie nowe zachowanie
w porównaniu z przypadkami przejúcia fazowego drugiego rzÍdu oraz przejúcia typu crossover, tzn. mody
hydrodynamiczne stajπ siÍ czysto urojone (dyfuzyjne) dla q ˛ 1.
Najbardziej absorbujπca fizyka jest odkrywana w regionie spinodalnym (czerwona przerywana linia

Rys. 3), gdzie równanie stanu sugeruje niestabilnoúÊ termodynamicznπ, tzn. c2s < 0. W literaturze przewi-
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Rysunek 4: Na górnych panelach widzimy mody kwazinormalne dla potencja≥u V1st w T = 1.00004Tm a na
dolnych dla T = Tm. CzÍúci rzeczywiste i urojone sπ odpowiednio w lewych i prawych panelach. Wykresy z
pracy [H2].

dywano [22], øe w tym zakresie temperatur powinna pojawiÊ siÍ odpowiednia niestabilnoúÊ dynamiczna w
najniøszych modach kwazinormalnych. Zjawisko niestabilnoúci badamy szczegó≥owo obserwujπc powstawanie
bπbli w rejonie spinodalnym. Jest ono generalnie oczekiwane w przypadku przejúcia fazowego pierwszego
rzÍdu [23], a podobny efekt zosta≥ zaobserwowany w kontekúcie grawitacyjnym przez Gregory’ego i La-
flamme’a [24]. Tworzenie bπbli nastÍpuje, gdy c2s < 0, co oznacza, øe mod hydrodynamiczny jest czysto
urojony ÊH = ±i|cs|k ≠ i‰sk2. Dla wystarczajπco ma≥ych k mod ze znakiem plus znajduje siÍ w obszarze
niestabilnym, tzn, Im ÊH > 0. Dla wiÍkszych pÍdów drugi cz≥on zaczyna dominowaÊ, tak, øe istnieje
kmax = |cs|/‰s, dla którego mod hydrodynamiczny ponownie staje siÍ stabilny. Skala bπbla to pÍd, dla
którego dodatnia czÍúÊ urojona modu hydrodynamicznego osiπga maksymalnπ wartoúÊ. CzÍúÊ ujemna
niestabilnego modu hydrodynamicznego nazywana jest wspó≥czynnikiem wzrostu [23]. Warto zauwaøyÊ, øe
dla potencja≥u V1st mod hydro jest czysto urojony aø do momentu q ¥ 5, czyli w ca≥ym badanym zakresie.
Interesujπcπ obserwacjπ jest to, øe wszystkie wyøsze mody pozostajπ w tym przypadku stabilne. Wykres
ilustrujπcy ten efekt jest przedstawiony na Rys. 5.
Potencja≥ IHQCD okreúla unikalne równanie stanu, o bogatej strukturze pokazanej w lewym panelu na

Rys. 6. Dwie ga≥Ízie rozwiπzaÒ czarnych dziur sπ podzielone jak zwykle na konfiguracje duøe (stabilne), i
ma≥e (niestabilne). Stabilne konfiguracje wykazujπ zachowanie o typowych cechach charakterystycznych
dla uk≥adu z przejúciem fazowym pierwszego rzÍdu, a odpowiadajπca im prÍdkoúÊ düwiÍku jest jakoúciowo
podobna do uk≥adu sk≥adajπcego siÍ z gluonów [25] (por. prawy panel Rys. 6). W odróønieniu, niestabilna
ga≥πü sk≥ada siÍ z dwóch wyraünych podga≥Ízi. Jedna z nich znajduje siÍ w roz≥πcznym zakresie temperatur,
Tm < T < T1 = 1.014Tm i wykazuje niestabilnoúÊ spinodalnπ sygnalizowanπ przez urojona prÍdkoúÊ düwiÍku.
To z kolei implikuje powstawanie pÍcherzyków. Druga podga≥πü, T1 < T < T2, wykazuje anomalnie duøπ
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Rysunek 5: Kana≥ düwiÍkowy modów kwazinormalnych potencja≥u V1st w T ƒ 1.06Tm, gdzie c2s(T ) ƒ ≠0.1.
Pokazana jest niestabilnoúÊ rejonu spinodalnego. Wykres z pracy [H2].
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Rysunek 6: Lewy panel: GÍstoúÊ entropii w funkcji temperatury dla potencja≥u VIHQCD z Ÿ5 = 1. Prawy
panel: Kwadrat prÍdkoúci düwiÍku dla potencja≥u VIHQCD (zielona linia), oraz dane sieciowe dla gluonów
SU(3) (pomaraÒczowe kropki) [25]. Czerwone oraz niebieskie linie przerywane w lewym panelu odpowiadajπ
ma≥ym czarnym dziurom, które zawsze sπ niestabilne. Wykresy z pracy [H3].

prÍdkoúÊ düwiÍku, ale nie wykazuje niestabilnoúci na poziomie równaÒ stanu. Jednak, jak zostanie pokazane
poniøej, w tym zakresie temperatur istnieje niestabilny mod niehydrodynamiczny w widmie QNM.
Naleøy zauwaøyÊ, øe w tym przypadku istnieje minimalna temperatura Tm poniøej której rozwiπzanie

w postaci czarnej dziury nie istnieje. Podobnie jak w przypadku V1st poczπtek niestabilnoúci pojawia siÍ
przy T & Tm (dla konfiguracji z c2s(T ) < 0). Oczekuje siÍ, øe w tym uk≥adzie nastπpi przejúcie fazowe rzÍdu
pierwszego rzÍdu pomiÍdzy geometriπ czarnej dziury z horyzontem zdarzeÒ, a geometriπ ograniczajπcπ
próøniÍ w duchu przejúcia fazowego Hawkinga-Page’a [26].
Odmienna struktura równaÒ stanu znajduje odzwierciedlenie w zachowaniu czÍstotliwoúci modów

kwazinormalnych, które wskazujπ na istnienie drugiej, charakterystycznej temperatury Tch ƒ 1.102Tm.
Nowatorskim efektem obserwowanym w tym uk≥adzie jest to, øe dla temperatur bliskich minimalnej
temperatury, ultralokalnoúÊ pierwszego modu niehydrodynamicznego zostaje naruszona. Mod ten okazuje
siÍ byÊ czysto urojony dla bardzo ma≥ych momentów i dla temperatur z przedzia≥u Tm ˛ T ˛ Tch. Istniejπ
dwa czysto urojone mody, które majπ nastÍpujπcπ postaÊ

w±(q) = i‰(q)± i›(q) . (20)
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Rysunek 7: Kana≥ düwiÍkowy modów kwazinormalnych dla potencja≥u VIHQCD przy T = Tm (górne panele)
oraz przy T = 1.027Tm w ga≥Ízi ma≥ych czarnych dziur (dolne panele). Wykresy z pracy [H3].

Na Rys. 7 pokazujemy mody kwazinormalne w kanale düwiÍkowym obliczone dla VIHQCD przy T = Tm
(górne panele) i przy T = 1.027Tm (dolne panele). Struktura modów jest inna niø ta, która ogólnie
wystÍpuje w innych przypadkach. Pierwszπ rzeczπ, którπ widaÊ jest to, øe mody hydrodynamiczne sπ czysto
urojone dla zakresu ma≥ych pÍdów. Ponadto istnieje niewielka róønica pomiÍdzy hydrodynamicznymi i
niehydrodynamicznymi stopniami swobody przy dowolnie niskich pÍdach co z kolei implikuje, øe przejúcie
nastÍpuje przy bardzo ma≥ej wartoúci qc ƒ 0.14 (por. wstawkÍ na Rys. 7). W rzeczywistoúci, w tym
przypadku w pobliøu Tm zawsze trzeba braÊ pod uwagÍ niehydrodynamiczne stopnie swobody w opisie
dynamiki uk≥adu. Innym absolutnie fascynujπcym efektem obserwowanym dok≥adnie przy Tm jest to, øe
mody niehydrodynamiczne, które sπ czysto urojone dla niskich pÍdów, ≥πczπ siÍ z hydrodynamicznymi przy
pewnym skoÒczonym pÍdzie qJ i podπøajπ za nimi ze wzrostem q. Efekt ten jest zilustrowany w górnych
panelach na Rys. 7), gdzie mod non-hydro1, który ma dwie ga≥Ízie ≥πczy siÍ z dwiema ga≥Íziami modów
hydrodynamicznych odpowiednio w punktach qJ ƒ 0.14 i qJ ƒ 1.5. W tym samym czasie czÍúÊ rzeczywista
rozwija siÍ z oboma znakami, zgodnie z oczekiwaniami wynikajπcymi z ogólnych rozwaøaÒ. Efekt ten
implikuje naruszenie ultralokalnoúci obserwowane ogólnie w innych modelach, a ≥πczenie nie zachodzi dla
temperatur wyøszych niø minimalna. Ostatniπ obserwacjπ z paneli pierwszego rzÍdu na Rys. jest to, øe
drugi mod niehydrodynamiczny, okreúlany jako non-hydro2, spe≥nia w≥asnoúÊ ultralokalnoúci, a dla wysokich
temperatur staje siÍ modem wykrywanym w przypadku konforemnym [14].
Ostatnim punktem do omówienia jest widmo modów dla temperatur, T1 < T < T2, w ga≥Ízi ma≥ej

czarnej dziury która wykazuje anomalnie duøπ prÍdkoúÊ düwiÍku. Faktycznie c2s > 1/3, a dla niektórych
temperatur jest nawet superluminalna, co prowadzi do do naruszenia przyczynowoúci. W tym zakresie
temperatur uk≥ad nie wykazuje øadnych niestabilnoúci w wielkoúciach termodynamicznych. Okazuje siÍ
jednak, øe istnieje innowacyjna dynamiczna niestabilnoúÊ, sygnalizowana przez dodatniπ czÍúÊ urojonπ
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pierwszego modu niehydrodynamicznego (por. dolne panele Rys. 7) 4 Róønica w stosunku do zwyk≥ego
regionu spinoidalnego jest taka, øe dla k = 0 mod pozostaje dodatni na osi urojonej. Zachowanie podobne do
tego, które wystÍpuje przy T = Tm wystÍpuje równieø tutaj: pierwszy mod niehydrodynamiczny pozostaje
czysto urojony dla pewnego zakresu pÍdów i ≥πczy siÍ ze swoim partnerem, gdy rozwinie siÍ czÍúÊ rzeczywista.
Istotnπ róønicπ w tym przypadku jest to, øe ≥πczenie nastÍpuje pomiÍdzy dwoma modami o tej samej
naturze fizycznej.

Zachowanie krytyczne szeregów hydrodynamicznych

Ref. [H4] jest poúwiÍcona badaniu linearyzowanych, zaleønych od czasu perturbacji silnie sprzÍøonej teorii
N = 4 SYM w skoÒczonej temperaturze i skoÒczonym potencjale chemicznym z przejúciem fazowym
drugiego rzÍdu. Teoria ta jest modelowana przez odgórny opis Einsteina-Maxwella-dilatonu, który jest
spójnym obciÍciem redukcji wymiarowej teorii strun typu IIB na AdS5◊S5. Skupiamy siÍ na sektorach Spin-1
i Spin-2 perturbacji, aby obliczyÊ zlinearyzowane wspó≥czynniki transportu hydrodynamicznego do trzeciego
rzÍdu w rozszerzeniu gradientowym. Dodatkowo, obliczamy promieÒ zbieønoúci modu hydrodynamicznego w
sektorze Spin-1 oraz najniøszych niehydrodynamicznych modów w sektorze Spin-2. Analitycznie pokazano,
øe wszystkie wielkoúci hydrodynamiczne majπ ten sam wyk≥adnik krytyczny w pobliøu punktu krytycznego
◊ = 1/2. Ponadto, zaproponowano zwiπzek pomiÍdzy wzmocnieniem symetrii wyjúciowej teorii a zanikiem
jedynego hydrodynamicznego wspó≥czynnika transportu trzeciego rzÍdu ◊1, który pojawia siÍ w relacji
dyspersji úcinania teorii konforemnej na p≥askim tle.
Model odgórny (ang. top-down) definiowany jest przez samoodzia≥ujπcy potencja≥ V („) oraz sprzÍøenie

Maxwella–dylatonu f(„) (por. równanie (1))

V („) = ≠
1
L2
!
8e

„Ô
6 + 4e≠


2
3„
"
, f(„) = 4e≠2


2
3„, (21)

a rozwiπzania na≥adowanych statycznych stacjonarnych czarnych dziur, tzw. 1 ≠ R charged black holes
(1RCBH), sπ dane przez [27]

ds2 = e2A(r)
1
≠H(r)dt2 + dx̨2

2
+
e2B(r)

r4H(r)
dr2, (22)

A(r) = ≠ log r +
1
6
log
1
1 +Q2r2

2
, (23)

B(r) = log r ≠
1
3
log
1
1 +Q2r2

2
, (24)

H(r) = 1≠
M2r4

1 +Q2r2
, (25)

„(r) = ≠
Ú
2
3
log
1
1 +Q2r2

2
, (26)

A(r) =MQ

A
r2
H

1 +Q2r2
h

≠
r2

1 +Q2r2

B

dt, (27)

gdzie r = 0 to granica asymptotycznie AdS5 t≥a, rH to horyzont H(rH) = 0, a M i Q to odpowiednio masa
i ≥adunek czarnej dziury. Temperatura Hawkinga T czarnej dziury i gÍstoúÊ entropii Bekensteina sπ dane
przez

T =
2 +Q2

2firH

1 +Q2

, s =
fi2N2c T

3

16
(3≠ y)2 (1 + y) , (28)

4Nomenklatura ta zosta≥a wybrana, poniewaø w wysokich temperaturach mod ten w sposób ciπg≥y przekszta≥ca siÍ w
pierwszy mod niehydrodynamiczny.

Strona 13



Hesam Soltanpanahi Sarabi Autoreferat

gdzie, w kontekúcie korespondencji AdS/CFT [2], liczba kolorów w teorii brzegowej Nc i 5-wymiarowa sta≥a
grawitacyjna G5 sπ zwiπzane relacjπ L

3

2G5
= N

2
c

fi
. Dodatkowo, potencja≥ chemiczny teorii dualnej ma postaÊ

µ = lim
ræ0
At(r) =

Q
Ò
1 +Q2r2

H

. (29)

£atwo zauwaøyÊ, øe gdy parametr ≥adunku zniknie, odzyskamy geometriÍ t≥a AdS5-Schwarzschilda, jak
moøna siÍ spodziewaÊ.
£atwo pokazaÊ, øe µ

T
œ [0,fi/

Ô
2] i dla danej wartoúci µ

T
œ

Ë
0,fi/
Ô
2
2
istniejπ dwa odrÍbne rozwiπzania

odpowiadajπce wartoúciom Q, natomiast µ = fiT/
Ô
2 jest punktem ≥πczenia siÍ obu ga≥Ízi. Stwierdzamy, øe

wielkoúci termodynamiczne t≥a 1RCBH rozbiegajπ siÍ w punkcie ≥πczenia, co pozwala stwierdziÊ, øe jest
to punkt krytyczny przejúcia fazowego drugiego rzÍdu. W Pracy [28] pokazano, øe rozwiπzania w jednej
ga≥Ízi sπ stabilne, a w drugiej niestabilne. Podkreúlmy, øe punkt krytyczny jest koÒcem linii fazowej i nie
istniejπ rozwiπzania czarnej dziury dla µ

T
> fiÔ

2
. Tutaj interesujπ nas tylko stabilne geometrie i okazuje siÍ,

øe wprowadzenie nowej zmiennej y jako

y ©

A

1≠
2
fi2

3
µ

T

4
2
B
1/2

, y œ [0, 1], (30)

zarówno upraszcza nasze równania, jak i czyni bardziej zrozumia≥ymi badania w pobliøu punktu krytycznego.
£atwo zauwaøyÊ, øe punktowi krytycznemu mu/T = pi/ oraz t≥u AdS5-Schwarzschilda, µ = 0, odpowiadajπ
odpowiednio y = 0 i y = 1.
Aby rozszerzyÊ wczeúniejsze badania hydrodynamiki dualnej do modelu 1RCBH [28] na wyøsze rzÍdy

rozwiniÍcia gradientowego zaczynamy od zbadania sektora Spin-2 z jedynπ perturbacjπ metrycznπ hxy,
zgodnie z przepisem wyjaúnionym w [29]. W granicy hydrodynamicznej (w æ 0, q æ 0) zlinearyzowane
równanie moøe byÊ rozwiπzane rzπd po rzÍdzie. NastÍpnie obliczamy dzia≥anie na pow≥oce masy i zachowu-
jemy wszystkie wyrazy kwadratowe w hxy. W koÒcu, opóünionπ funkcjÍ Greena, do trzeciego rzÍdu, moøna
otrzymaÊ biorπc drugπ pochodnπ tego ca≥kowitego dzia≥ania wzglÍdem üród≥a, co prowadzi do

GRxy,xy =
N2c fi

2T 4

4

5
(3≠ y)3(1 + y)

32
≠
2iw–4

1 + y
≠

4–4q2

(1 + y)(3≠ y)

+
4w2–4 (1≠ 2 log 2 + log(1 + y))

(3≠ y)(1 + y)
≠
iw3

8
⁄(3)
17
+ iwq2(⁄(3)

1
≠ ⁄(3)
16
≠ ⁄(3)
17
)
6
, (31)

gdzie – © 2
Ô
1+r

2
H
Q2

2+r
2
H
Q2
, oraz ⁄(3)

i
sπ trzema wspó≥czynnikami transportu w trzecim rzÍdzie [12]. Teraz jesteúmy

w stanie zastosowaÊ wzór Kubo [29] i obliczyÊ wspó≥czynniki transportu do trzeciego rzÍdu rozwiniÍcia
gradientowego,

÷ =
fiN2c T

3(3≠ y)2(1 + y)
64

, (32)

Ÿ =
N2c T

2(3≠ y)(1 + y)
32

,

·fi =
2≠ 2 log(2) + log(1 + y)

fiT (3≠ y)
, (33)

⁄(3)
17
=
N2c T (1 + y)
128fi

3
log(

4
1 + y

)
3
8 + (1 + y) log(

1 + y
4
)
4
+ 2(3≠ y)Li2(

3≠ y
4
)
4
, (34)

⁄(3)
1
≠ ⁄(3)
16
=
N2c T (1 + y)
128fi

3
log(

4
1 + y

)
3
16 + (1 + y) log(

1 + y
4
)
4
+ 2(3≠ y)Li2(

3≠ y
4
)
4
. (35)
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£atwo sprawdziÊ, øe lepkoúÊ úcinania spe≥nia uniwersalnπ zaleønoúÊ [30, 7]

÷

s
=
1
4fi
. (36)

Jednπ z charakterystycznych cech tych wspó≥czynników transportu jest ich zachowanie w pobliøu punktu
krytycznego przejúcia fazowego; wszystkie wspó≥czynniki transportu osiπgajπ wartoúÊ krytycznπ z tym
samym wyk≥adnikiem krytycznym ◊ = 1

2
.

W sektorze Spin-1, poprzez zastosowanie formalizmu równaÒ g≥ównych [16, 17], sprzÍøone równania
ruchu perturbacji niezmienników moøna zapisaÊ w postaci roz≥πcznej. G≥ówna zaleta tego podejúcia jest
dwojaka. Po pierwsze, pozwala ono na analityczne badania tego sektora. Po drugie, numeryczne obliczenia
czÍstoúci modów kwazinormalnych bÍdπ mniej kosztowne. Zlinearyzowane równania mogπ byÊ uproszczone
do równaÒ roz≥πcznych jako

⇤Ô± ±W±Ô± = 0, (37)

W± =
r2
!
4Q4r2

!
M2r4 + 1

"
+Q2

!
6M2r4 + 7

"
+ 5M2r2

"
+ 3

(Q2r2 + 1)7/3
±
4Mr4

Ò
M2 + q2Q2

–2

(Q2r2 + 1)4/3
.

Okazuje siÍ, øe równanie ze znakiem ” + (≠)” opisuje perturbacjÍ kana≥u úcinajπcego (poprzecznπ per-
turbacjÍ pola cechowania). Równanie (37) ze znakiem ≠ nie posiada rozwiπzaÒ zgodnych z warunkiem
hydrodynamicznym. Dlatego, aby znaleüÊ hydrodynamicznπ relacjÍ dyspersyjnπ modu úcinajπcego zgodnie
z receptπ podanπ w Pracy [29], rozwiπzujemy równanie (37) ze znakiem ” + ” perturbacyjnie. Znajdujemy
rozwiπzania analitycznie do drugiego rzÍdu w w, a bezüród≥owy warunek brzegowy prowadzi do nastÍpujπcej
postaci krzywej spektralnej [31] w kanale úcinajπcym

Fshear(q2,w) = w+
iq2
!
Q2 + 2

"

4 (Q2 + 1)
≠
iq4
!
Q2 + 2

"4

64 (Q2 + 1)3
(38)

≠

iw2
Ë
Q2 log

!
4Q2 + 4

"
+ 2 log

!
2Q2 + 4

"
+ 2

Q2 + 1 cot≠1(


Q2 + 1)≠ 2 coth≠1

!
2Q2 + 3

"È

2 (Q2 + 1)

+
wq2
!
Q2 + 2

" Ë
Q2 + 1 log

1
4Q
2
+1

Q2+2

2
+ 2 cot≠1

1
Q2 + 1

2È

8 (Q2 + 1)3/2
+O(w3,w2q2,wq4, q6) = 0.

Rozwiπzujπc to równanie perturbacyjnie w q, moøna znaleüÊ relacjÍ dyspersji hydrodynamicznego modu
úcinania

w = ≠i
1
3≠ y

q2 ≠ i
4(y + 1) log(2)≠ 2(y + 1) log(y + 1)≠ 4

(y ≠ 3)3(y + 1)
q4 +O(q6). (39)

Porównujπc nasze wyniki z ogólnπ postaciπ relacji dyspersji w kanale úcinajπcym dla teorii konformalnych,
(patrz równanie (7))

Ê = ≠i
÷

Á+ p
q2 +

A
÷2·fi
(Á+ p)2

≠
1
2
◊1
Á+ p

B

q4 +O
1
q6
2
, (40)

moøna znaleüÊ odpowiedni wspó≥czynnik transportu trzeciego rzÍdu ◊1

◊1 © ≠(⁄
(3)

1
+ ⁄(3)
2
+ ⁄(3)
4
) =
N2c T

32fi
y. (41)

ZwróÊmy uwagÍ, øe w punkcie krytycznym przejúcia fazowego ◊1 znika. Moøe to byÊ wskazówkπ na
wzmocnienie symetrii teorii bazowej w punkcie krytycznym. Moøna to zjawisko porównaÊ do zanikajπcej
lepkoúci objÍtoúciowej dla teorii o symetrii konforemnej.
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Rysunek 8: Trajektoria najniøszych modów kwazinormalnych w sektorze Spin-2 w punkcie krytycznym
(y = 0). W pierwszym rzÍdzie pokazane sπ trajektore przed oraz po pierwszej kolizji pomiÍdzy najniøszymi
modami w |q2ú| = 1.505 oraz wú = ≠1.637i. W drugim rzÍdzie pokazane sπ trajektorie przed i po drugim
zderzeniu w |q2ú| = 2.621 oraz wú = ±1.551≠ 3.081i. Wykresy z pracy [H4].

Po analitycznym zbadaniu zlinearyzowanego równania, obliczamy czÍstoúci modów kwazinormalnych
w sektorach Spin-2 i Spin-1 zwiπzane z biegunami odpowiadajπcej im opóünionej funkcji Greena teorii
brzegowej przy uøyciu metod wyjaúnionych wczeúniej. Tutaj rozwaøamy zespolony kwadrat pÍdu

q2 = |q2|eiÏ (42)

a nastÍpnie obliczamy czÍstoúci modów kwazinormalnych.
Znajdowanie promienia zbieønoúci dla szeregów jest ciekawym zagadnieniem w analizie zespolonej

[32]. Za≥óømy, øe mamy krzywπ analitycznπ (spektralnπ) T (u, v) = 0 zmiennych zespolonych (u, v) na
p≥aszczyünie zespolonej i chcemy znaleüÊ vı = v(u). Rozwiπzania te sπ klasyfikowane jako punkty regularne
i punkty krytyczne. Punkty regularne to zera krzywej, dla których ˆ

iT
ˆvi
|v=vı(u) ”= 0 for i ˇ 1 natomiast

punkty krytyczne rzÍdu j to miejsca zerowe, które spe≥niajπ warunek ˆ
iT
ˆvi
|v=vı(u) = 0 dla 1 ˛ i ˛ j. Z

definicji, promieÒ zbieønoúci dla vı jest okreúlony przez po≥oøenie najbliøszego punktu krytycznego wzglÍdem
poczπtku. W punkcie krytycznym istnieje zatem degeneracja rozwiπzaÒ, która okreúla promieÒ zbieønoúci.
Jak wyjaúniono szczegó≥owo w [33], zgodnie z twierdzeniem funkcji uwik≥anej, mogπ istnieÊ dwa üród≥a
osobliwoúci krzywych spektralnych: nieanalitycznoúÊ krzywych spektralnych i istnienie punktów krytycznych.
W badanych przez nas przypadkach nie znaleüliúmy úladu nieanalitycznoúci krzywych spektralnych dla
pÍdów mniejszych lub równych pÍdowi krytycznemu.
Najpierw rozwaøymy perturbacje w sektorze Spin-2 i obliczymy numerycznie odpowiadajπce im mody

kwazinormalne. Poniewaø w tym sektorze nie ma modu hydrodynamicznego, moøemy jedynie znaleüÊ
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Rysunek 9: Lewy panel: Obliczona numerycznie zaleønoúÊ od y promienia zbieønoúci najniøszego, niehydro-
dynamicznego modu w sektorze Spin-2. Prawy panel: CzÍstotliwoúÊ dla której najniøsze niehydrodynamiczne
mody ulegajπ kolizji. Na obu panelach ciπg≥e niebieskie linie przedstawiajπ rezultaty obliczeÒ numerycznych,
podczas gdy przerywane czerwone linie przedstawiajπ fitowanie bliskie punktu krytycznego dane równaniem
(43). Wykresy z pracy [H4].

promieÒ zbieønoúci modów niehydrodynamicznych i skupimy siÍ tylko na najniøszych modach. W ma≥ych
wartoúciach |q2| kaødy z modów ma zamkniÍtπ trajektoriÍ dla Ï z zakresu od 0 do 2fi, natomiast dla
wiÍkszych wartoúci mody mogπ siÍ zderzaÊ i dzieliÊ swoje trajektorie. Ze wzglÍdu na symetriÍ zderzenie par
modów przebiega zawsze na osiach urojonych w p≥aszczyünie czÍstotliwoúci zespolonych z czysto urojonym
pÍdem. Trajektorie modów kwazinormalnych sπ jakoúciowo takie same dla ca≥ego zakresu y. Na Rys. 8,
jako przyk≥ad, ilustrujemy trajektorie modów przed i po pierwszej kolizji dla y = 0. Na Rys. 9 pokazujemy
promieÒ zbieønoúci najniøszego modu w sektorze Spin-2, a takøe odpowiadajπcπ mu czÍstoúÊ jako funkcje y.
W pobliøu punktu krytycznego promieÒ zbieønoúci i odpowiadajπca mu czÍstoúÊ sπ funkcjami liniowymi w
y, które mogπ byÊ dopasowane przez

|q2ú| ƒ 1.505≠ 0.634 y, iwú ƒ 1.637 + 0.685 y. (43)

O tych relacjach porozmawiamy póüniej.
Teraz rozwaøymy sektor Spin-1, w≥πczajπc w to kana≥y pola úcinajπcego i poprzecznego pola cechowania

(por. tabelka 1) i obliczymy najniøsze mody kwazinormalne przy uøyciu technik numerycznych. Ponownie,
w ma≥ych wartoúciach |q2| kaødy tryb ma zamkniÍtπ trajektoriÍ dla Ï od 0 do 2fi. Innymi s≥owy, w tym
reøimie kaødy mod moøe byÊ znaleziony jednoznacznie na zespolonej p≥aszczyünie pÍd-kwadrat. Z drugiej
strony, dla wiÍkszych wartoúci |q2| moøe to ulec zmianie ze wzglÍdu na przecinanie siÍ poziomów lub kolizjÍ
modów [34]. W istocie, w zaleønoúci od tego, jak daleko od punktu krytycznego znajduje siÍ oúrodek,
moøe wystπpiÊ kaøde z tych zjawisk. Tutaj przedstawiamy kilka wykresów trajektorii czÍstoúci modów
kwazinormalnych dla zespolonego kwadratu pÍdu i omawiamy g≥ówne cechy w róønych reøimach. Jednym z
celów jest zbadanie promienia zbieønoúci szeregu hydrodynamicznego w ca≥ym zakresie naszego modelu, a
w szczególnoúci w pobliøu przejúcia fazowego drugiego rzÍdu.
Aby obliczyÊ mody kwazinormalne uk≥adu w zespolonym kwadracie pÍdu, stosujemy formalizm równaÒ

g≥ównych. RozsprzÍøone zlinearyzowane równania sπ dane wzorem (37) oraz, jak zauwaøono w [35, 36]
wystÍpuje kolizja modów ze wzglÍdu na pojawienie siÍ siÍ pierwiastka kwadratowego w ostatnim cz≥onie
potencja≥ów W±. Jeúli najniøsza kolizja modów hydrodynamicznych wystÍpuje w tym |q2|, to promieÒ
zbieønoúci moøe byÊ zwiπzany z tym zjawiskiem,

|qú|
2 = ≠

–2M2

Q2
=
(3≠ y)2(y + 1)
8(y ≠ 1)

. (44)
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Rysunek 10: Lewy panel: zaleønoúÊ od y promienia zbieønoúci modu úcinajπcego Czerwone oraz niebieskie
przerywane linie stanowiπ wynik obliczeÒ numerycznych podczas gdy zielone ciπg≥e linie sπ wynikiem
analitycznym danym równaniem (44). Prawy panel: CzÍstotliwoúci dla wartoúci 0 ˛ y ˛ 0.596 (ciπg≥a
zielona linia) oraz liniowe dofitowanie w pobliøu punktu krytycznego zadane równaniem (46). Wykresy z
pracy [H4].

Moøna ≥atwo pokazaÊ, øe pÍd krytyczny podany w równaniu (44) ma prosty wyraz w postaci zmiennych
termodynamicznych

qú = i
Á+ p
fifl
. (45)

Ten punkt rozga≥Ízienia jest typu kwadratowego i przy tej wartoúci pÍdu mody úcinania i poprzeczne mody
cechowania spe≥niajπ te same równania ruchu. Dlatego dla kaødego modu w pierwszym z nich istnieje
kuzyn w drugim, z którym spotykajπ siÍ one przy krytycznym pÍdzie. Innymi s≥owy, promieÒ zbieønoúci
hydrodynamiki jest ograniczony przez skrzyøowanie modu hydrodynamicznego z jednym z modów w
poprzecznym kanale cechowania.
Nasze g≥ówne wyniki moøna podsumowaÊ na Rys. 10 na którym pokazana jest zaleønoúÊ promienia

zbieønoúci od y, gdzie wskazuje siÍ, øe istniejπ co najmniej dwie róøne struktury dla zderzenia pierwszego
modu hydrodynamicznego modu kwazinormalnego. W lewym panelu, czerwone i niebieskie przerywane
linie sπ tym, co obliczyliúmy numerycznie, podczas gdy ciπg≥a zielona linia jest analitycznym wzorem na
promieÒ zbieønoúci (44) znalezionym poprzez zastosowanie formalizmu równaÒ g≥ównych [37]. W prawym
panelu pokazujemy odpowiedniπ czÍstoúÊ dla 0 ˛ y ˛ 0.596 (zielona linia ciπg≥a) oraz liniowe dopasowanie
w pobliøu punktu krytycznego podane przez

≠iw = 0.244 + 0.531 y. (46)

Istnieje kilka intrygujπcych reøimów parametru y, które badamy osobno w dalszej czÍúci rozprawy.
Zacznijmy od ponownego obliczenia modów dla czarnej brany AdS-Schwarzschilda odpowiadajπcej y = 1.
W tym przypadku moøemy porównaÊ nasze wyniki z tym, który jest juø znany [31]. Wprowadzamy równieø
nasze konwencje prezentacji trajektorii modów. W pierwszym rzÍdzie Rys. 11 pokazujemy trajektorie
najniøszych modów w sektorze Spin-1 jako funkcje z≥oøonych momentów przy y = 1. W tym przypadku, dla
rzeczywistych pÍdów czÍstoúci modów kwazinormalnych sπ dwiema choinkami: jedna dla modów úcinajπcych,
a druga dla poprzecznych modów cechowania [14]. Co ciekawe, pierwsze przeciÍcie poziomów (level-crossing)
zachodzi pomiÍdzy poprzecznymi modami cechowania przy |q2| = 2.224 co jest zgodne z [31]. Zatem z
definicji promieÒ zbieønoúci hydrodynamiki wynosi |q2ú| = 2.224. Zauwaømy równieø, øe dla rzeczywistych
pÍdów niehydrodynamiczne mody z dwóch kana≥ów sπ zawsze w parze i w interesujπcym nas reøimie
sπ one takie, øe ten z perturbacji úcinania jest mniej t≥umiony niø ten z perturbacji poprzecznego pola
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Rysunek 11: Trajektoria najniøszego modu kwazinormalnego w kanale úcierania (ciπg≥e linie) oraz w kanale
poprzecznym pól cechowania (linie przerywane) w y = 1 (czarna brana AdS-Schwarzschild) w pierwszym
rzÍdzie wykresów, oraz dla y = 0.8 w rzÍdzie drugim. Panel lewy (prawy) przedstawiajπ trajektorie
najniøych modów przed (po) kolizji, która pojawia siÍ dla |q2ú| = 2.224 oraz |q2ú| = 2.553 odpowiednio w
y = 1, 0.8. Kolizja modów hydrodynamicznych oraz najniøszych niehydrodynamicznych modów úcierania
prowadzi do wymiany ich trajektorii a nie do z≥πczania w jednπ wspólnπ trajektoriÍ. To jest tak zwany
level-crossing [31]. Wykresy z pracy [H4].
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Rysunek 12: Trajektoria najniøszych modów kwazinormalnych w kanale úcinania dla róønych wartoúci
amplitudy zespolonego kwadratu pÍdu |q2| dla y = 0, 0.2. Kolory sπ takie same jak na Rys. 11 aby úledziÊ
mody úcinania oraz poprzeczne pola cechowania w sprzÍøonym uk≥adzie. £πczenie modów ma miejsce
odpowiednio w w = 0.244i oraz w = 0.370i. Wykres z pracy [H4].

cechowania. BÍdzie tak przez ca≥π drogÍ. Taka sytuacja bÍdzie mia≥a miejsce aø do y = 0. W innych
wykresach przedstawionych w tym rozdziale uøywamy tych samych kolorów dla modów i ich trajektorii.
Odpowiednie mody, dla rzeczywistych momentów pÍdu sπ pokazane przez kropki, a pozycje zderzeÒ trybów
sπ pokazane przez skrzyøowane ko≥a.
O ile w pobliøu y = 1 promieÒ zbieønoúci szeregu hydrodynamicznego wynika z przeciÍcia poziomu miÍdzy

modem hydrodynamicznym a najniøszym niehydrodynamicznym modem úcinajπcym, to dla 0.596 < y < 0.89
juø tak nie jest. Level-crossing zostanie zastπpiony kolizjπ, a czÍstoúÊ hydrodynamiczna nadal bÍdzie mia≥a
zamkniÍtπ trajektoriÍ.5 WidaÊ to w drugim rzÍdzie Rys. 11 dla y = 0.8. Dla tego t≥a promieÒ zbieønoúci
szeregu hydrodynamicznego wynosi |q2ú| = 2.553 co wiπøe siÍ z kolizjπ modów przy q2ú = 2.10475± 1.44493i
oraz w = ±1.48974 ≠ 1.06122i.
Jak pokazujemy na Rys. 10 promieÒ zbieønoúci ma maksymalnπ wartoúÊ przy y = 0.596 i dlatego

moøna siÍ spodziewaÊ, øe wokó≥ tego punktu moøe siÍ coú ciekawego wydarzyÊ. Przy y = 0.596 promieÒ
zbieønoúci szeregu hydrodynamicznego wynosi |q2ú| = 2.854, gdzie krzyøujπ siÍ dwa reøimy. Zwiπzane z
tym punktem jest zderzenie hydrodynamicznego modu z niehydrodynamicznym modem úcinania przy
q2ú = 2.28767±1.70642i oraz w = ±1.5247≠1.0434i jak równieø przeciÍcie poziomu z niehydrodynamicznym
poprzecznym modem pola cechowania przy q2ú = ≠2.854 and w = 0.86i. Najwaøniejszym elementem jest
tutaj fakt, øe promieÒ zbieønoúci szeregu hydrodynamicznego wynika z wielu efektów jednoczeúnie: przeciÍcia
poziomów i zderzenie modów kwazinormalnych jednoczeúnie.
5Przez kolizjÍ modów rozumiemy, øe zamieniajπ one czÍúÊ swoich trajektorii w taki sposób, øe nadal majπ roz≥πczne

trajektorie.
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Wreszcie na Rys. 12 pokazujemy trajektoriÍ najmniej t≥umionych modów w sektorze Spin-1 jako funkcje
zespolonych pÍdów w punkcie krytycznym przejúcia fazowego drugiego rzÍdu y = 0 w pierwszym rzÍdzie
wykresów i y = 0.2 w drugim rzÍdzie wykresów. Ponownie, pierwsze przeciÍcie poziomów nastÍpuje pomiÍdzy
najniøszymi niehydrodynamicznymi modami poprzecznego pola cechowania. Jest to zawsze prawdziwe dla
kaødej wartoúci 0 ˛ y ˛ 1. PromieÒ zbieønoúci szeregu hydrodynamicznego wynosi |q2ú| =

9

8
dla y = 0 oraz

|q2ú| = 1.47 dla y = 0.2. Zauwaømy, øe w tym reøimie zawsze wystÍpuje nieskoÒczona liczba skrzyøowaÒ
poziomów pomiÍdzy modami pola úcinajπcego i cechowania przy |q2ú| poniewaø zlinearyzowane równania
sπ takie same przy tej krytycznej wartoúci momentu pÍdu, patrz Eq. (37). PromieÒ zbieønoúci szeregu
hydrodynamicznego w punkcie krytycznym, y = 0, jest prawie o po≥owÍ mniejszy niø jego odpowiednik
N = 4 SYM, y = 1 ze znikajπcym potencja≥em chemicznym.
Podsumowujπc nasze wyniki, dla promienia zbieønoúci szeregu hydrodynamicznego w kanale úcinajπcym

chcielibyúmy zwróciÊ uwagÍ, øe istnieje konkurencja pomiÍdzy najniøszymi modami niehydrodynamicznymi
w kanale úcinajπcym i tymi w kanale poprzecznym o przy≥πczenie siÍ do modu hydrodynamicznego. W
zakresie 0 ˛ y < 0.596, który koÒczy siÍ w punkcie przejúcia fazowego, te drugie sπ odpowiedzialne,
natomiast w zakresie 0.596 < y ˛ 1 te pierwsze przejmujπ g≥ównπ rolÍ w okreúlaniu promienia zbieønoúci
szeregu hydrodynamicznego.
Jak juø wspomniano, teoria, którπ badamy w tej pracy, cieszy siÍ punktem krytycznym przy µ/T = fi/

Ô
2.

Zbadano zachowanie róønych obserwabli w pobliøu tego punktu krytycznego i pokazano, øe majπ one ten
sam wyk≥adnik krytyczny, ◊ = 1

2
. Wszystkie wielkoúci pozostajπ skoÒczone (z wyjπtkiem sta≥ej dyfuzji,

która znika), natomiast ich nachylenia rozbiegajπ siÍ w punkcie krytycznym. Rozszerzajπc nasze wyniki
dla wspó≥czynników transportu jak równieø promieÒ zbieønoúci szeregu hydrodynamicznego |q2ú| w pobliøu
punktu krytycznego, (Równ. (32), (41), (43), (44), (46)) ≥atwo pokazaÊ, øe wszystkie one sπ liniowe w y, gdy
y æ 0. Jest to typowy wyk≥adnik krytyczny dla teorii pola úredniego [38], zwiπzany z granicπ duøego Nc
[39]. Intrygujπce jest oczekiwanie, øe inne wielkoúci dynamiczne, takie jak wyøsze wspó≥czynniki transportu,
mogπ mieÊ to samo zachowanie krytyczne w pobliøu punktu przejúcia.

Poprawki skoÒczonego sprzÍøenia

Metody dualnej grawitacji mogπ byÊ wykorzystane do wyznaczenia zaleønoúci od sta≥ej sprzÍøenia wielu
wielkoúci fizycznych, a ostatecznym celem jest interpolacja pomiÍdzy wynikami s≥abego i silnego sprzÍøenia
oraz opisanie, przynajmniej jakoúciowo, zachowania poúredniego sprzÍøenia w teoriach o znaczeniu fenome-
nologicznym. W ref. [H5] zrobiliúmy krok naprzód w tym kierunku i badamy zlinearyzowane równania ruchu
w trójwymiarowej teorii grawitacji Borna-Infelda (BI). Motywowani tym modelem, obliczamy za pomocπ
metod numerycznych kwazinormalne mody statyczno-stacjonarnych rozwiπzaÒ czarnych dziur w parzystych
teoriach grawitacji w trzech wymiarach. Wyniki sπ sklasyfikowane w trzech rodzinach i sπ na tyle dok≥adne,
øe pozwalajπ nam zaproponowaÊ analitycznπ formÍ dla czÍstoúci kwazinormalnych. Znajdujemy nowe
mody kwazinormalne, których brakowa≥o w literaturze dotyczπcej analitycznych badaÒ trójwymiarowych
masywnych grawitonów. Te nowe mody nie majπ znanej struktury wieøowej i sπ niepropagujπce dla dowolnej
wartoúci pÍdu. Rozwaøajπc zupe≥ny zbiór modów kwazinormalnych pokazujemy, øe rozwiπzania dla czarnych
dziur sπ niestabilne dla dowolnych wartoúci parametrów teorii. Potwierdzamy nasze wyniki numeryczne
obliczajπc analitycznie nowe funkcje w≥asne przy zerowym pÍdzie.
Teoria grawitacji BI jest interesujπca z róønych powodów. Moøna jπ traktowaÊ jako resumacjÍ nie-

skoÒczonej liczby poprawek wyøszego rzÍdu w pochodnych do dzia≥ania Einsteina-Hilberta, natomiast
rozszerzajπc dzia≥anie BI w jego parametrze, 1/m2, moøna otrzymaÊ teoriÍ Nowej Masywnej Grawitacji
(NMG) [40] i jej rozszerzone wersje [41] do dowolnego rzÍdu. Dlatego moøe ona stanowiÊ odpowiedni uk≥ad
do badania wp≥ywu poprawek wyøszych pochodnych na ciekawe w≥asnoúci fizyczne.
Z holograficznego punktu widzenia, korespondencja AdS3/CFT2 zosta≥a gruntownie przestudiowana

w ostatnich trzech dekadach, w ramach badaÒ zapoczπtkowanych przez Browna i Henneauxa [42]. Z
drugiej strony wiadomo, øe dodanie wyøszych pochodnych cz≥onów krzywizny w klasycznej teorii masywnej
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grawitacji jest dualne do odejúcia od silnie sprzÍøonego reøimu brzegowej teorii z cechowaniem. Dlatego
dzia≥anie BI jest wygodnπ strukturπ do badania efektów wyøszych pochodnych w teorii masywnej i byÊ
moøe do badania skoÒczonych wartoúci sta≥ej sprzÍøenia, aø do s≥abo sprzÍøonego reøimu w dualnej teorii
granicznej.
Rozszerzenie BI w NMG wprowadzone w pracy [43] ma postaÊ

SBI = ≠
m2

4fiGN

⁄
d3x

≠det g

5Ò
det(1+ ‡

m2
g≠1G)≠ ⁄

6
, (47)

gdzie Gµ‹ = Rµ‹≠ 12Rgµ‹ jest tensorem Einsteina m
2 > 0 jest wymiarowym parametrem teorii, ‡ = ±1 jest

znakiem, oraz ⁄ jest parametrem zwiπzanym ze sta≥π kosmologicznπ. Rozwijajπc to dzia≥anie w potÍgach
parametru 1/m2, co jest w zasadzie rozwiniÍciem gradientowym, otrzymujemy ciekawy wynik

SNMG = ≠
m2

4fiGN

⁄
d3x

≠det g

5
(1≠ ⁄)≠

‡

4m2
R≠

1
32m4

(8R–—R–— ≠ 3R2) +O(R3)
6
. (48)

Wyraz zerowego rzÍdu daje dzia≥anie Einsteina-Hilberta ze sta≥π kosmologicznπ Ë = 2m
2
(1≠⁄)
‡
, a wyraz

pierwszego rzÍdu odtwarza teoriÍ NMG [40], która jest minimalnπ zachowujπcπ parzystoúÊ masywnπ teoriπ
grawitacjπ w trzech wymiarach.
Ponadto, moøna ≥atwo pokazaÊ, øe rozwiniÍcie dzia≥ania BI do drugiego rzÍdu odtwarza rozszerzenie

teorii NMG zaproponowane w pracy [41] wymagajπce istnienia holograficznego twierdzenia≠c. Jest to
fascynujπce po≥πczenie dwóch niezaleønych podejúÊ do badania poprawek wyøszych pochodnych do dzia≥ania
Einsteina-Hilberta w trójwymiarowej grawitacji.
O ile bezpoúrednie rozszerzenie NMG do wyøszego rzÍdu wydaje siÍ byÊ niezwykle trudnym zadaniem,

o tyle moøna rozwinπÊ dzia≥anie BI (47) do dowolnego rzÍdu pochodnych niezmienników krzywizny.
Jedna istotna róønica pomiÍdzy teoriπ BI, a jej dowolnie obciÍtπ wersjπ pojawia siÍ w ich rozwiπzaniach
próøniowych. O ile BI ma jedno rozwiπzanie próøniowe, to modele okrojone mogπ mieÊ kilka rozwiπzaÒ
próøniowych.
Pokazujemy, øe w poprzecznej bezúladowym cechowaniu (TT), zlinearyzowane równanie ruchu ulegajπ

nastÍpujπcej faktoryzacji

1
Ò
1 + ‡

L2m2

1
⇤+ ‡m2 + 3

L2

2 1
⇤+ 2

L2

2
hµ‹ = 0. (49)

Drugi nawias w róqnaniu (49) dotyczy bezmasowego grawitonu w geometrii BTZ, natomiast pierwszy
odpowiada grawitonowi o masie

m
2 = ≠‡m2

1
1 + ‡

m2L2

2
= ≠‡m2⁄2. (50)

Dlatego zlinearyzowane równanie dla masywnego modu, które chcemy rozwiπzaÊ, pasuje do ogólniejszego
równania dla dowolnej parzystej teorii mianowicie,

(⇤+ a)hµ‹ = 0 , (51)

gdzie parametr a zaleøy od szczegó≥ów teorii poprzez geometriÍ t≥a.
Rozwaømy statycznπ czarnπ dziurÍ BTZ we wspó≥rzÍdnych Eddingtona-Finkelsteina

ds2 =
L2

r2

C

≠(1≠
r2

r2
H

)dt2 ≠ 2dtdr + dx2
D

, (52)

gdzie L jest promieniem czasoporzestrzeni AdS3.
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Wykorzystujπc warunek cechowania TT moøna pokazaÊ, øe zlinearyzowane równanie (51) zredukuje
siÍ do dwóch sprzÍøonych równaÒ dla perturbacji metrycznych hrr i hxx w taki sposób, øe przy zerowym
pÍdzie stajπ siÍ one roz≥πczne. DziÍki zastosowaniu bezwymiarowych czÍstoúci i pÍdów (w, q) jedynym
wolnym parametrem w równaniach jest M ©

Ô
3≠ aL2 i nie ma jawnej zaleønoúci od temperatury. Nasze

wyniki numeryczne sπ na tyle dok≥adne, øe moøna zaproponowaÊ nastÍpujπce formy analityczne czÍstoúci,
które sπ sklasyfikowane w trzech zbiorach

w(1)n = ≠i (M ≠ 1 + 2n)± q , w(2)n = ≠i (M + 3 + 2n)± q , n = 0, 1, 2, · · · ,

w(3) = ≠i
1
1≠M2 + (±q)2

2
. (53)

Trzeci zbiór ma zupe≥nie inne zaleønoúci nie tylko w parametrze M , ale takøe w pÍdzie q takie, øe
sπ one czysto urojone dla dowolnej wartoúci parametrów w interesujπcej nas dziedzinie. Zauwaømy, øe
dla kaødej wartoúci pÍdu q wystÍpuje degeneracja i wed≥ug naszej wiedzy jest to pierwszy przyk≥ad w
asymptotycznie AdS czarnych dziurach, istnienia unikalnych modów, które nie naleøπ do øadnej wieøy
modów kwazinormalnych.
Z drugiej strony dla dowolnej wartoúci parametruM i skoÒczonego pÍdu q istniejπ dwa niestabilne mody

albo w pierwszym zbiorze, albo w trzecim zbiorze czÍstoúci podanych w równaniu (53). W tym przypadku
wszystkie fluktuacje metryczne sπ sprzÍøone, co oznacza statycznπ czarnπ dziurÍ BTZ dla dowolnej teorii,
która ma masywny mod spe≥niajπcy ogólne równanie (51), jest dynamicznie niestabilna w odniesieniu do
wszelkich perturbacji o niezerowym momencie pÍdu.

Dynamika czasu rzeczywistego

Najciekawsze pytania dotyczπce dynamiki w czasie rzeczywistym teorii o nietrywialnej strukturze fazowej
pozostajπ w sferze ewolucji nieliniowej. Podobnie jak w wielu innych badaniach z zakresu holografii
numerycznej [44], tak i w tym przypadku, wygodnie jest pos≥ugiwaÊ siÍ wspó≥rzÍdnymi Eddingtona-
Finkelsteina, które juø wczeúniej wykorzystaliúmy. W tej parametryzacji równanie ewolucji staje siÍ
równaniami pierwszego rzÍdu [44], z kolei pozwala na efektywne zastosowanie metod numerycznych. Z
otrzymanej w ten sposób geometrii odczytujemy odpowiednie obserwable, jak np. funkcje n-punktowe,
stosujπc holograficznπ renormalizacjÍ [11].
W tym rozdziale wybraliúmy pracÍ w (3 + 1) wymiarowej czasoprzestrzeni objÍtoúciowej, która jest

dualna do (2 + 1) wymiarowej teorii pola, ze wzglÍdu na brak anomalii konforemnej w nieparzystych
wymiarach. To z kolei sprawia, øe rozwiniÍcia w pobliøu brzegu konforemnego sπ wolne od logarytmów, co
pozwala na zastosowanie metod spektralnych Czebyszewa do ca≥kowania numerycznego.
Nasza konkretna parametryzacja metryki jest dana przez

ds2 = ≠Adt2 ≠
2 dtdr
r2
≠ 2B dtdx+ S2

1
G1 dx2 +G2 dy2 + 2


G1G2 ≠ 1dxdy

2
(54)

gdzie t jest czasem Eddingtona-Finkelsteina, a r jest wspó≥rzÍdnπ holograficznπ, a w ogólnoúci A,B, S,Gi
i pola materii sπ funkcjami (r, t, x, y). Na brzegu r = 0, czas Eddingtona-Finkelsteina t pokrywa siÍ z
konwencjonalnym czasem Minkowskiego (lub w przypadku niezmiennika boostu rozwaøanym póüniej, z
pod≥uønym czasem w≥asnym tau). Stπd na wszystkich naszych wykresach bÍdziemy uøywaÊ konwencjonalnej
notacji Minkowskiego t.
Szczegó≥y dotyczπce naszej procedury numerycznej przyjÍtej do przeprowadzenia ewolucji czasowej

uk≥adu moøna znaleüÊ w pracy [H7], oraz w dodatku A w pracy [H8]. Przeprowadzajπc holograficznπ
renormalizacjÍ wyodrÍbniamy interesujπce nas obserwable fizyczne - sk≥adowe tensora energii-pÍdu jak
równieø wartoúÊ oczekiwanπ operatora dualnego do masywnego pola skalarnego. Obserwable te sπ dane dziÍki
bliskiemu brzegu rozwiniÍciu wspó≥czynników metryki i pola skalarnego poprzez zastosowanie holograficznej
renormalizacji [11].
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Dynamika w pobliøu przejúcia fazowego pierwszego rzÍdu

W pracach [H6, H7] badamy w pe≥ni nieliniowπ ewolucjÍ czasowπ uk≥adu holograficznego posiadajπcego
przejúcie fazowe pierwszego rzÍdu w róønych warunkach. W Ref. [H6] stan poczπtkowy jest wybrany w
rejonie spinodalnym diagramu fazowego i zawiera on niejednorodnπ perturbacjÍ w jednym z kierunków
teorii pola, x. Stan koÒcowy w ewolucji czasowej wykazuje wyraünπ separacjÍ fazowπ w postaci formowania
siÍ domen. Wyniki wskazujπ na istnienie bardzo bogatej klasy rozwiπzaÒ niejednorodnych czarnych dziur.
Naturalnym pytaniem, które siÍ nasuwa jest to, czy stan koÒcowy bÍdzie wykazywa≥ domeny dwóch

wspó≥istniejπcych faz o tych samych wartoúciach energii swobodnej. Naszym g≥ównym wynikiem w pracy [H6]
jest wykazanie po raz pierwszy øe w przypadku uk≥adu niekonformalnego z holograficznym opisem dualnym
taka separacja faz pojawi siÍ dynamicznie poprzez ewolucjÍ w czasie rzeczywistym od perturbacji w obszarze
spinoidalnym. Odpowiednie gÍstoúci energii dwóch sk≥adników stanu koÒcowego sπ bardzo zbliøone do
odpowiednich gÍstoúci energii wyznaczonych w temperaturze krytycznej. Sugeruje to, øe uk≥ad posiada
dynamiczne przejúcie, podczas którego róøne obszary przestrzeni zostajπ zajÍte przez róøne fazy materii.
Model holograficzny, którego uøywamy, jest konstrukcjπ typu ”bottom-up”(1) zawierajπca grawitacjÍ

Einsteina sprzÍøonπ z rzeczywistym, samooddzia≥ujπcym polem skalarnym o nastÍpujπcych parametrach
potencja≥u oddzia≥ywania:

“ =
1
Ô
3
, B4 = ≠0.2. (55)

Ten wybór parametrów jest dualny do odpowiedniej deformacji brzegowej konformalnej teorii pola z
operatorem o wymiarze konforemnym Â = 2. Gdy B4 = 0 potencja≥ jest taki jak w 4-wymiarowej
N = 2 supergrawitacji po redukcji wymiaru z 11-wymiarowej supergrawitacji [45]. Struktura równowagowa
tego modelu jest opisana w kategoriach dualnych geometrii czarnych dziur, charakteryzowanych poprzez
okreúlenie wartoúÊ pola skalarnego na horyzoncie zdarzeÒ, czyli „H . Jak zwykle entropia i energia swobodna
uk≥adu sπ z kolei dane wzorem Bekensteina-Hawkinga, oraz odpowiednio wartoúciπ dzia≥ania na pow≥oce
masy. Zwiπzana z tym termodynamika ujawnia pojawienie siÍ przejúcia fazowego pierwszego rzÍdu pomiÍdzy
róønymi ga≥Íziami geometrii czarnych dziur, co jest okreúlone przez róønicÍ energii swobodnych. Rzπd
przejúcia jest ustalony przez nieciπg≥oúÊ pierwszej pochodnej energii swobodnej uk≥adu. Ten efekt jest
zilustrowany w lewym panelu Rys. 13. WartoúÊ temperatury krytycznej wynosi Tc ƒ 0.246 w jednostkach
Ë = 1 (patrz równ. (4)). Równanie stanu (EOS) jest pokazane w prawym panelu Rys. 13 jako temperaturowa
zaleønoúÊ gÍstoúci energii. Ten EOS jest podobny do piÍciowymiarowego przypadku, który badamy w
ref. [H2, H3], a szczegó≥owa analiza zlinearyzowanej dynamiki ujawni≥a, zgodnie z wiedzπ ogólnπ, istnienie
spinodalnego rejonu oddzielajπcego stabilne konfiguracje.
Do badania ewolucji czasowej uk≥adu przyjmujemy wspó≥rzÍdne EF (54) z nastÍpujπcym wyborem

G1 = 1/G2 = G, (56)

gdzie wszystkie funkcje zaleøπ od zmiennych (r, t, x). Moøemy przyjπÊ, øe stan poczπtkowy leøy w rejonie
spinodalnym diagramu fazowego i dodaÊ do funkcji S perturbacjÍ zaleønπ od x. Przez odpowiedni wybór
funkcji perturbacyjnej

”S(r, t, x) = S0 r2 (1≠ r)3 cos (kx) , (57)

moøemy wzbudziÊ konkretny mod niestabilny lub dodaÊ mieszankÍ wszystkich modów

”S(r, t, x) = S0 r2 (1≠ r)3 exp
5
≠w0 cos

1
k̃x
2
2
6
, (58)

zmieniajπc parametr w0. Rozwiπzujπc zaleøne od czasu równania Einsteina z dylatonem odpowiednimi
warunkami brzegowymi AdS w r = 0, 6 wyznaczamy nieliniowπ ewolucjÍ uk≥adu. Uøywajπc procedury
6We wspó≥rzÍdnych EF A ≥ 1/r2 +O(1), S ≥ 1/r +O(1), G ≥ O(r), B ≥ O(r) for r æ 0.
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Rysunek 13: Lewy panel: Energia swobodna w funkcji temperatury. Prawy panel: Holograficzna gÍstoúÊ ener-
gii w funkcji temperatury. Pionowa zielona linia reprezentuje temperaturÍ krytycznπ. PomaraÒczowe punkty
reprezentujπ przyk≥adowe konfiguracje poczπtkowe dla nieliniowej ewolucji. Horyzontalne linie pokazujπ
energiÍ domen w stanie koÒcowym ewolucji (ciπg≥e linie - perturbacje z kosinusem, przerywane - perturbacie
gaussowskie). Wykres z pracy [H6].

holograficznej renormalizacji odczytujemy nastÍpnie odpowiednie obserwable, takie jak tensor energii-pÍdu
w teorii brzegowej z wyrazów podwiodπcych w rozwiniÍciu bliskim brzegu [11].
Uk≥ad jest zasadniczo badany w zespole mikrokanonicznym, gdyø ca≥kowita gÍstoúÊ energii uk≥adu

jest sta≥a w ca≥ej ewolucji. Grawitacyjne sformu≥owanie problemu jest teraz podane przez sprzÍøony
zestaw nieliniowych czπstkowych równaÒ róøniczkowych. Rozwiπzujemy ten problem numerycznie uøywajπc
charakterystycznego sformu≥owania Ogólnej Teorii WzglÍdnoúci [44] wraz z metodami spektralnymi [18]. W
odpowiednim kierunku przestrzennym stosujemy okresowe warunki brzegowe z spektralnπ dyskretyzacjπ
Fouriera. Pozosta≥y kierunek przestrzenny jest nieskompaktowany.
Poniewaø dla tego uk≥adu gÍstoúÊ energii w stanie równowagi jednoznacznie okreúla temperaturÍ,

moøemy wywnioskowaÊ, øe koÒcowy stan ewolucji rozpoczynajπcy siÍ od niestabilnej ga≥Ízi spinoidalnej z
koniecznoúci musi byÊ niejednorodny. Fizyczne oczekiwanie, øe stan koÒcowy bÍdzie sk≥ada siÍ z dobrze
rozdzielonych faz w temperaturze przejúcia fazowego T = Tc przejawia≥oby siÍ siÍ w istnieniu przestrzennych
domen charakteryzujπcych siÍ bardzo p≥askπ gÍstoúciπ energii, których wartoúci powinny pokrywaÊ siÍ z
gÍstoúciami energii dwóch stabilnych faz w temperaturze T = Tc. Fakt, øe taka konfiguracja jest osiπgana
dynamicznie nawet przy inicjalizacji z punktów na ga≥Ízi spinoidalnej o temperaturach róønych od Tc jest
daleki od trywialnego. Jest to nasz g≥ówny wynik w ref. [H6].
Aby zilustrowaÊ efekt pojawiania siÍ róønych faz w trakcie ewolucji czasowej przeprowadzamy symulacje

dla kilku poczπtkowych konfiguracji, obejmujπcych reprezentatywny obszar zainteresowania. Niektóre
z tych konfiguracji sπ zaznaczone pomaraÒczowymi kropkami na Rys. 13. Jak zosta≥o to wyjaúnione,
uøywamy dwóch róønych kszta≥tów funkcji perturbacyjnej podanej w równaniu (57) oraz (58) przy róønych
wartoúciach parametrów. Szczególnie przejrzyste wyniki pojawiajπ siÍ dla wartoúci pÍdu równej k = 1/6 i
k̃ = 1/12, przy w0 = 10, i te postanowiliúm przedstawiÊ. Amplitudy perturbacji znajdujπ siÍ w przedziale
S0 = 0.1≠ 0.5.
Pierwszym punktem zainteresowania jest konfiguracja duøej czarnej dziury o temperaturze poniøej Tc,

ale nadal na stabilnej ga≥Ízi np. z „H = 1. Analiza liniowa nie wykazuje niestabilnoúci takiej konfiguracji.
Jednak moøna by siÍ spodziewaÊ nieliniowej niestabilnoúci spowodowanej przech≥odzeniem. W naszych
symulacjach nie znaleüliúmy dowodów na to w ranach rozwaøanych modeli.
Drugi rozwaøany punkt, z „H = 2, jest umieszczony g≥Íboko w niestabilnym regionie. ZaleønoúÊ gÍstoúci

energii od czasu i przestrzeni jest pokazana na Rys. 14. Poczπtkowo ma≥e gaussowskie perturbacje rosnπ
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Rysunek 14: GÍstoúÊ energii jako w funkcji czasu dla konfiguracji poczπtkowej w niestabilnym rejonie
spinodalnym: „H = 2 z perturbacjπ gaussowskπ (górny panel), „H = 3 perturbacja kosinusa (dolny panel).
Wykresy z pracy [H6].

z czasem, a po oko≥o 400 jednostkach czasu symulacji zaczynajπ osiadaÊ niejednorodny stan koÒcowy.
Maksymalna i minimalna energia tego stanu, zaznaczone jako poziome linie ciπg≥e na Rys. 13, zbliøajπ siÍ
w zakresie mniejszym niø 1% do gÍstoúci energii gÍstoúci energii wyznaczonej przez temperaturÍ przejúcia.
Wyraüne p≥askie obszary o sta≥ej gÍstoúci energii sπ widoczne na póünych etapach ewolucji. WidaÊ wyraünie,
øe w stanie koÒcowym róøne czÍúci uk≥adu sπ zajÍte przez róøne fazy, po≥πczone úcianπ domenowπ.
Trzecia rozpatrywana konfiguracja, o wartoúci „H = 3, leøy blisko koÒca regionu spinodalnego. ZaleønoúÊ

czasowa gÍstoúci energii w tym przypadku pokazana jest w dolnym panelu Rys. 14. Dodana perturbacja
jest pojedynczym modem kosinusowym. W tym przypadku, po oko≥o 150 jednostkach czasu symulacji,
konfiguracja osiada do niejednorodnego stanu koÒcowego. Maksymalna i minimalne gÍstoúci energii tego
stanu koÒcowego sπ oznaczone poziomymi, przerywanymi liniami na Rys. 13. Podobnie jak w poprzedniej
konfiguracji ekstrema gÍstoúci energii osiπgajπ zwiπzane z nimi gÍstoúci wyznaczone w temperaturze
przejúcia T = Tc. Jednak ze wzglÍdu na fakt, øe poczπtkowa gÍstoúÊ energii jest mniejsza od gÍstoúci energii
konfiguracji z „H = 2, obserwujemy mniejszy obszar wysokoenergetycznej fazy w stanie koÒcowym.
Aby podsumowaÊ powyøsze wyniki wyúwietlamy gÍstoúÊ energii koÒcowej stanu jako funkcjÍ x na Rys. 15

dla obu niestabilnych konfiguracji poczπtkowych. Temperatura Hawkinga dla geometrii stanu koÒcowego
sπ sta≥e i równe temperaturze krytycznej Tc. Z punktu widzenia teorii pola jest to wyraüna demonstracja
zjawiska koegzystencji, gdzie niejednorodny stan ma sta≥π temperaturÍ. Róøne regiony przestrzeni sπ zajÍte
przez róøne fazy po≥πczone uniwersalnymi úcianami domenowymi. Innymi s≥owy, úciany domenowe pomiÍdzy
róønymi regionami sπ unikalne i niezaleøne od szczegó≥ów konfiguracji poczπtkowej i ewolucji czasowej.
Pomimo tego, øe w obu przedstawionych tu przypadkach stan koÒcowy jest raczej uniwersalny, to

ewolucja czasowa jest znaczπco róøna. Wielkπ nowoúciπ naszego podejúcia jest to, øe szczegó≥y dynamicznego
formowania siÍ domen o róønych fazach mogπ byÊ iloúciowo. W tym celu wygodnie jest wprowadziÊ
nastÍpujπcπ obserwacjÍ

A‘ =
1
12fi

⁄

‘>‘0

‘(t, x)dx , (59)

gdzie ‘0 to úrednia energia uk≥adu. Powyøsza wielkoúÊ zasadniczo mierzy iloúÊ energii powyøej úredniej
energii zgromadzonej w uk≥adzie w chwili t = t0. Jak wyraünie widaÊ na Rys. 16 w kaødym z rozwaøanych
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Rysunek 15: KoÒcowa gÍstoúÊ energii dla róønych stanów poczπtkowych: „H = 2 (czerwony) oraz „H = 3
(niebieski). Horyzontalna zielone linie przedstawiajπ gÍstoúÊ energii w temperaturze krytycznej w izotopo-
wych rozwiπzaniach. Wykresy z pracy [H6].

0 100 200 300 400 500

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

0.35

t

A
ϵ

0 5 10 15 20 25 30 35
-0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

0 5 10 15 20 25 30 35
-0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

0 5 10 15 20 25 30 35
-0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

0 5 10 15 20 25 30 35
-0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

0 50 100 150 200

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

t

A
ϵ

0 5 10 15 20 25 30 35

0.0

0.5

1.0

0 5 10 15 20 25 30 35

0.0

0.5

1.0

0 5 10 15 20 25 30 35

0.0

0.5

1.0

0 5 10 15 20 25 30 35

0.0

0.5

1.0

Rysunek 16: ZaleønoúÊ od czasu obserwabli A‘ zdefiniowanej w Równ. (59). Lewy panel: Konfiguracje z
warunkiem poczπtkowym „H = 2. prawy panel: Konfiguracje z warunkiem poczπtkowym „H = 3. Wstawki
pokazujπ profile gÍstoúci energii w wybranych chwilach czasu Wykresy z pracy [H6].

przypadków szczegó≥y dynamiki sπ inne. 7 Dla konfiguracji z „H = 2 poczπtkowa perturbacja rozwija siÍ
w dwa pÍcherzyki, które nastÍpnie oddalajπ siÍ od centrum, a nastÍpnie gwa≥townie ≥πczπ siÍ w jednπ
domenÍ koÒcowπ. Z tego powodu do stanu koÒcowego zbliøamy siÍ z duøymi, t≥umionymi oscylacjami. Dla
odmiany konfiguracja z phiH = 3 wykazuje mniej gwa≥townπ ewolucjÍ. Moøemy zidentyfikowaÊ trzy etapy
ewolucji w tym przypadku. Pierwszy to wyk≥adniczy wzrost niestabilnoúci, który ma miejsce mniej wiÍcej
aø maksymalna energia osiπgnie gÍstoúÊ energii równowagi. W drugim etapie nastÍpuje liniowy wzrost
szerokoúci pÍcherzyków przy sta≥ej wysokoúci, tworzπc rozszerzony region. Uk≥ad ostatecznie nasyca siÍ w
trzecim etapie z niewielkimi oscylacjami dla póünych czasów. W obu przypadkach skomplikowana dynamika
jest konsekwencjπ nieliniowej natury dualnych równaÒ Einsteina-dylatonu i by≥aby niezwykle trudna do
zbadania przy uøyciu konwencjonalnych technik teorii pola.
W Ref. [H7] analizujemy bardziej szczegó≥owo oba te zjawiska: zderzenia w pe≥ni uformowanych domen

faz równowagowych, jak równieø szczegó≥y dynamiki wzrostu pÍcherzyków. Ponadto rozszerzamy naszπ
analizÍ na róøne klasy holograficznych przejúÊ fazowych pierwszego rzÍdu. Poniøej przedstawiamy kluczowe
pytania, które zamierzamy podjπÊ oraz podsumowanie naszych wyników:
7Róønice te wynikajπ z róønych form perturbacji zastosowanej przez nas dla „H = 2 i „H = 3.
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Jaki jest ogólny stan koÒcowy wychodzπcy z ga≥Ízi spinodalnej? Czy moøemy opisaÊ
zderzenia i koalescencjÍ domen fazowych?

Znajdujemy krajobraz stanów koÒcowych, z których niektóre sπ metastabilne z wyk≥adniczo d≥ugim czasem
øycia. Aby okreúliÊ czas øycia domen w funkcji ich szerokoúci, skonstruowaliúmy zestaw warunków poczπt-
kowych, w których moøemy dostroiÊ szerokoúÊ jednej z niskoenergetycznych domen, majπc jednoczeúnie
statycznπ konfiguracjÍ poczπtkowπ. Stwierdzamy wyk≥adniczπ zaleønoúÊ tmerge od szerokoúci:

log(tmerge) = 0.870 + 0.597width (60)

co dobrze pasuje do wyników numerycznych. Wyk≥adniczo d≥ugi czas øycia nawet umiarkowanie szerokich
domen oznacza, øe termodynamicznie preferowana konfiguracja z najmniejszπ moøliwπ liczbπ dwóch úcian
domenowych (i tylko pojedynczπ domenπ kaødej fazy) moøe w niektórych przypadkach nigdy nie zostaÊ
zrealizowana w praktyce. Dominujπcym mechanizmem ≥πczenia siÍ domen jest raczej ich wzglÍdny ruch
i nastÍpujπce po nim zderzenia. Przeprowadziliúmy równieø symulacjÍ ruchu i zderzenia dwóch w pe≥ni
uformowanych domen fazowych.

Jaki jest wp≥yw przejúcia fazowego i niestabilnoúci dynamicznej na ekspansjÍ boost-
niezmienniczπ?

Fizycznie bardzo interesujπcym scenariuszem, motywowanym przez realistyczne zderzenia ciÍøkich jonów,
jest ekspansja boost-niezmiennicza. Tutaj plazma zaczyna siÍ w fazie wysokiej temperatury, rozszerza siÍ
i och≥adza i w koÒcu temperatura spada poniøej temperatury przejúcia fazowego. Interesujπce jest wiÍc
badanie dynamiki takiego uk≥adu w czasie rzeczywistym. W ref. [H7] uøywamy tego schematu równieø do
badania uk≥adów, w których pojawiajπ siÍ nowe efekty: tj. uk≥adów z nowπ niestabilnoúciπ dynamicznπ
oraz uk≥adów, które wykazujπ przejúcie fazowe confinement-deconfinement.
W przypadku niejednorodnym ewolucja czasowa funkcji jednopunktowych uúrednionych w jednym okresie

przestrzennym jest úciúle zgodna z ewolucjπ odpowiadajπcych im jednorodnych funkcji jednopunktowych.
Na Rys. 17 wykreúlamy gÍstoúÊ energii teorii brzegowej varepsilon i wartoúÊ oczekiwanπ gÍstoúci pola
skalarnego dla potencja≥ów z niestabilnoúciπ hydrodynamicznπ (górny rzπd) i z niestabilnoúciπ dynamicznπ
(dolny rzπd). W przypadku niejednorodnym ewolucja czasowa funkcji jednopunktowych uúrednionych w
jednym okresie przestrzennym jest úciúle zgodna z ewolucjπ odpowiadajπcych im jednorodnych funkcji
jednopunktowych. przestrzennej jest úciúle zgodna z ewolucjπ zwiπzanych z niπ jednorodnych funkcji
jednopunktowych. Na rys. wykreúlamy gÍstoúÊ energii teorii brzegowej varepsilon i wartoúÊ oczekiwanπ
gÍstoúci pola skalarnego dla potencja≥ów z niestabilnoúciπ hydrodynamicznπ (górny rzπd) i z niestabilnoúciπ
dynamicznπ (dolny rzπd). Co zaskakujπce, w przypadku niejednorodnym, úrednie wartoúci oczekiwane w
jednym okresie wzd≥uø kierunku x podπøajπ za jednorodnπ ewolucjπ czasowπ co pokazuje, øe niejednorodna
perturbacja rozmywa siÍ w czasie a niestabilnoúci hydrodynamiczne nie wzmacniajπ niejednorodnoúci.
Niemniej jednak, interesujπce jest zobaczenie efektu dynamicznych modów niestabilnych w ewolucji czasowej
wartoúci oczekiwanej pola skalarnego w prawym dolnym panelu Rys. 17.

Czy moøemy zaobserwowaÊ przejúcie fazowe confinement-deconfinement w czasie rze-
czywistym (holograficznej) ewolucji?

Jak pokazano na Rys. 6, dla przypadków z przejúciem fazowym confinement-deconfinement istniejπ dwie
ga≥Ízie rozwiπzaÒ jednorodnej czarnej dziury dla temperatury wyøszej niø T > Tmin. Natomiast dla
niøszej temperatury jedynym rozwiπzaniem równaÒ ruchu Einsteina-dylatonu jest gaz termiczny w danej
temperaturze o zerowej energii swobodnej. Przejúcie pomiÍdzy gazem termicznym (faza uwiÍzienia) a
jednorodnymi czarnymi dziurami (faza deconfinement) nastÍpuje w krytycznej temperaturze Tc > Tmin. Jest
to wiÍc odpowiedni uk≥ad do badania przejúcia fazowego confinement-deconfinement, które jest przejúciem
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Rysunek 17: Porównanie úredniej wartoúci jednopunktowej funkcji w niejednorodnej ewolucji z przypadkiem
jednorodnej ewolucji dla obu potencja≥ów z hydrodynamicznπ niestabilnoúciπ (górny rzπd) oraz z dynamicznπ
niestabilnoúciπ (dolny rzπd). Niebieska, horyzontalna linia przedstawia najmniejszπ czarnπ dziurÍ, która
jest oczekiwanem stanem koÒcowym boost-niezmienniczej ewolucji. Wykresy z pracy [H7].

pomiÍdzy dwoma róønymi fazami materii. Jednak z punktu widzenia grawitacji jest to raczej trudne zadanie,
poniewaø topologia czarnych dziur (z horyzontem) jest zupe≥nie inna niø gazu termicznego (bez horyzontu).
Mimo, øe nie byliúmy w stanie zbadaÊ formowania siÍ domen fazowych w tym uk≥adzie, badamy nie-

zmienniczoúÊ plazmy rozszerzajπcej siÍ w pewnych przypadkach. Na≥oøyliúmy warunek brzegowy pozornego
horyzontu podczas ewolucji czasowej, który zmusza plazmÍ do prawie podπøania za równaniem stanu
rozwiπzaÒ statycznych, aø do momentu, gdy plazma wejdzie w numerycznie niestabilny reøim kodu. Nasze
rozwiπzanie w póünym czasie nie jest w lokalnie stabilnym stanie przech≥odzonym, ale raczej jest w ga≥Ízi
ma≥ej czarnej dziury, która jest niestabilna w odniesieniu do wzbudzeÒ hydrodynamicznych o skoÒczonym
pÍdzie. Jednak, podobnie jak w poprzednich symulacjach boost-niezmienniczych, tempo ekspansji jest zbyt
szybkie, aby mia≥o to jakiú zauwaøalny efekt.
W szczególnoúci nie widzimy øadnego za≥amania spójnoúci (jak tworzenie siÍ regionów o wysokiej

krzywiünie itp.), które wskazywa≥oby na przejúcie w kierunku stabilnego t≥a gazu termicznego w ramach
ewolucji klasycznej. Jednym z celów tego badania by≥o sprawdzenie, czy rzeczywiúcie tak jest. Wniosek
jest wiÍc taki, øe trzeba modelowaÊ nukleacjÍ pÍcherzyków niezaleønie od klasycznej ewolucji badanej w
ref. [H7].
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Oscylacyjne testy úcinania w materiale lepkosprÍøystym

W artykule [H8] przedstawiamy pierwszπ charakterystykÍ nieliniowej i zaleønej od czasu odpowiedzi
reologicznej lepkosprÍøystych modeli holograficznych typu bottom-up. Dok≥adniej, przeprowadzamy testy
oscylacyjnego úcinania w holograficznych teoriach masywnej grawitacji ze skoÒczonπ odpowiedziπ sprÍøystπ,
skupiajπc siÍ na reøimie duøego amplitudowego úcinania oscylacyjnego (LAOS). Charakteryzacja tych
uk≥adów odbywa siÍ przy uøyciu kilku technik, o czym jeszcze wspomnimy. Znajdujemy istotne dowody na
istnienie silnego mechanizmu usztywnienia odkszta≥ceniowego, typowego dla materia≥ów hipersprÍøystych,
takich jak gumy i z≥oøone polimery. Wskazuje to, øe rozwaøane modele holograficzne nie sπ dobrym opisem
dla sztywnych metali, gdzie usztywnienie odkszta≥cenia nie jest powszechnie obserwowane. Dodatkowo,
obserwuje siÍ przejúcie pomiÍdzy reøimem cieczy fizycznej przy ma≥ej masie grawitonów (w stosunku do
skali temperatury), a reøimem cia≥a sta≥ego fizycznego przy duøych wartoúciach. Na koniec omawiamy
znaczenie naszych wyników dla miÍkkiej materii oraz dla zrozumienia szeroko stosowanych jednorodnych
modeli holograficznych z ≥amanπ translacjπ.
W sprÍøystych cia≥ach sta≥ych naprÍøenie mechaniczne jest proporcjonalne do przy≥oøonego zewnÍtrznego

odkszta≥cenia úcinajπcego [46]. Natomiast w cieczach hydrodynamicznych naprÍøenie jest proporcjonalne
do szybkoúci úcinania [47]. Oczywiúcie oba te przypadki sπ abstrakcyjnymi idealizacjami, obowiπzujπcymi
tylko w pewnych warunkach. Ogólnie rzecz biorπc, wszystkie materia≥y sπ fiskalne – prezentujπ wzajemne
zaleønoúci miÍdzy efektami sprÍøystymi i dyssypatywnymi lepkimi; miód jest najczÍstszym przyk≥adem.
Idea, øe ”wszystko p≥ynie, jeúli wystarczajπco d≥ugo czekasz ≥eøy u podstaw nowej dziedziny badaÒ znanej

jako reologia [48]. Podstawowe trudnoúci sπ dwojakie: (i) koncepcyjnie trudno jest w≥πczyÊ dyssypacjÍ
do opisu materia≥ów sta≥ych w teorii pola efektywnego ze wzglÍdu na nieunikniony wymóg unitarnoúci;
(ii) teoria sprÍøystoúci moøe byÊ sformu≥owana w jÍzyku standardowej teorii pola efektywnego zgodnie z
dobrze zdefiniowanπ zasadπ dzia≥ania. Hydrodynamika, przeciwnie, jest zwykle opisywana przez zestaw
równaÒ zachowawczych i relacji konstytutywnych [49] i nie nadaje siÍ do opisu w kategoriach lokalnego i
hermitowskiego dzia≥ania.
Problem staje siÍ jeszcze bardziej dotkliwy, gdy amplituda przy≥oøonego zewnÍtrznego odkszta≥cenia

nie jest ma≥a i liniowe przybliøenie przestaje byÊ pomocne – poczπtek nieliniowej lepkosprÍøystoúci. Dla
uproszczenia i jako pierwszy krok, skupiamy siÍ na oscylacyjnych próbach úcinania, w których zewnÍtrzne
odkszta≥cenie úcinajπce przyjmuje prostπ formÍ sinusoidalnπ

“(t) = “0 sin(2fiÊt) (61)

gdzie “0 to amplituda odkszta≥cenia, a Ê to czÍstotliwoúÊ charakterystyczna.
Ogólnie rzecz biorπc, moøemy narysowaÊ tzw. diagram Pipkina [50], obrazujπcy przestrzeÒ fazowπ

uk≥adu w funkcji wartoúci “0 i Ê. W najwiÍkszym regionie tego wykresu amplitudy odkszta≥ceÒ sπ duøe,
a czÍstotliwoúci nie sπ ani wysokie, ani niskie; eksperymenty sondujπce ten region nazywane sπ testami
LAOS [51, 52] i sπ przedmiotem naszych badaÒ. W reøimie LAOS liniowa lepkosprÍøystoúÊ nie ma juø
zastosowania; odpowiedü jest w pe≥ni nieliniowa, modu≥y magazynowania i strat stajπ siÍ nietrywialnymi
funkcjami amplitudy odkszta≥cenia “0. W tym reøimie wiadomo bardzo niewiele, cytujπc samego Pipkina:
”Tu sπ smoki”[50].
W ref. [H8], k≥adziemy szczególny nacisk na reøim LAOS przy uøyciu technik holograficznych. Znaczenie

naszych wyników jest róønorodne i wysoce interdyscyplinarne: (i) rzucenie úwiat≥a na wyzwania zwiπzane
z LAOS, a w szczególnoúci na fizykÍ p≥ynów z≥oøonych (uzyskujπc rozrzedzenie úcinania, przekroczenie
naprÍøenia, niestabilnoúci dynamiczne) [52] (ii) osiπgnπÊ pe≥nπ charakterystykÍ i zrozumienie homogenicz-
nych modeli holograficznych z ≥amanπ translacjπ [53, 54] i ich moøliwych zwiπzków ze szk≥ami, p≥ynami
z≥oøonymi i uk≥adami amorficznymi [55]; (iii) zbadaÊ procesy poza równowagπ w silnie sprzÍøonych teoriach
pola i moøliwπ uniwersalnπ ewolucjÍ po dynamicznych wygaszeniach (ang. quenches).
Rozpatrujemy (3 + 1)-wymiarowy holograficzny model [54] masywnej grawitacji, zdefiniowany przez
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Rysunek 18: Poczπtek nieliniowej sprÍøystoúci poprzez zwiÍkszenie amplitudy odkszta≥cenia. Amplituda
odkszta≥cenia jest zadana przez “(t) = “0 sin(2fiÊt) i g≥adko roúnie w czasie. Kaødy kolor w krzywej
Lissajous odpowiada i-temu periodowi. Wybieramy m/Tin = 1.81, Ê/m = 0.32. Wykresy z pracy [H8].

nastÍpujπce dzia≥anie:

S =M2p
⁄
d4x
Ô
≠g
5
R

2
+
3
¸2
≠ m2V (X)

6
(62)

gdzie X © 1

2
gµ‹ ˆµ„iˆ‹„i. Pola Stückelberga przyjmujπ radialnie sta≥y profil „i = xi, który ≥amie

translacyjnπ niezmienniczoúÊ dualnej teorii pola, Tutaj skupiamy siÍ na szczególnym potencjale V (X) = X3,
który realizuje spontaniczne ≥amanie symetrii translacji i daje poczπtek skoÒczonej odpowiedzi sprÍøystej
w dualnej teorii pola oraz obecnoúci propagujπcych siÍ modów fononowych – zwiπzanych z nimi bozonów
Goldstone’a [54].
W reøimie liniowym wykorzystujemy teoriÍ odpowiedzi liniowej, aby uzyskaÊ korelator úcinania z teorii

objÍtoúciowej przy uøyciu s≥ownika holograficznego. W granicy zerowego pÍdu korelator tensora energii-pÍdu
ma postaÊ

G
R

TxyTxy
(Ê, k = 0) © GÕ(Ê) + iGÕÕ(Ê) (63)

i okreúla dla nas modu≥ magazynowania GÕ(Ê) i modu≥ strat GÕÕ(Ê), wraz z kπtem strat (przesuniÍciem
fazowym) tan ”(Ê) © G

ÕÕ
(Ê)

GÕ(Ê) . Przy niskiej czÍstotliwoúci mamy:

G
R

TxyTxy
(Ê, k = 0) = G0 ≠ i ÷ Ê + O(Ê2) , (64)

gdzie G0 oraz ÷ to odpowiednio statyczny modu≥ úcinania i lepkoúÊ úcinania. W doskonale sprÍøystym ciele
sta≥ym mamy GÕÕ = 0 i ” = 0, natomiast w czysto dysypatywnym p≥ynie GÕ = 0 i ” = fi/2. Wszystkie
materia≥y o wartoúciach 0< ” < fi/2 sπ z definicji lepkosprÍøyste.
W rozwaøanym modelu holograficznym, przy m = 0 statyczny modu≥ sprÍøystoúci jest zerowy, G0 = 0,

a uk≥ad jest dyypatywnym p≥ynem lepkim (wysycajπcym granicÍ KSS, ÷/s = 1/4fi [7]). W poúrednich i
skoÒczonych wartoúciach m/T uk≥ad ma zarówno skoÒczony modu≥ statyczny jak i skoÒczonπ lepkoúÊ i
wykazuje w≥aúciwoúci lepkosprÍøyste takie, øe przy wiÍkszaniu parametru m, czyli masy grawitonu, silniejsza
staje siÍ sk≥adowa sprÍøysta.

Strona 31



Hesam Soltanpanahi Sarabi Autoreferat

1th
3rd 5th 7th 9th 11th

strain
amplitude

0 1 2 3 4

10-12
10-10
10-8
10-6
10-4
10-2

ω/m

P/m

Rysunek 19: Widmo Fouriera P naprÍøenia zaleønego od czasu dla rosnπcej amplitudy odkszta≥cenia “0 =
{0.01, 0.1, 0.4, 0.75} (od linii pomaraÒczowej do niebieskiej). ZwiÍkszajπc amplitudÍ odkszta≥cenia pojawiajπ
siÍ wyøsze (nieparzyste) harmoniki. Widmo mocy jest zdefiniowane jako P(Ê) © F [

sŒ
≠Œ ‡(t+ ·)‡(t)dt ].

Wykresy z pracy [H8].

Gdy amplituda przy≥oøonego odkszta≥cenia jest duøa, pojawiajπ siÍ nieliniowoúci i liniowe przybliøenie
lepkosprÍøyste zawodzi. Z punktu widzenia grawitacji, problem ten wymaga bardziej skomplikowanego
jednorodnego i zaleønego od czasu uk≥adu (54). Co waøne, poza równowagπ temperatura nie jest pojÍciem
dobrze zdefiniowanym. Z tego powodu bÍdziemy jπ wszÍdzie oznaczaÊ symbolem Tin, aby okreúliÊ, øe taki
parametr jest temperaturπ stanu poczπtkowego (t = 0). W tym reøimie wytworzone naprÍøenie nie jest juø
liniowo proporcjonalne do przy≥oøonego odkszta≥cenia, ale przedstawia zmodyfikowany kszta≥t, który moøna
rozumieÊ jako superpozycjÍ róønych sk≥adowych Fouriera. Dok≥adniej, w reøimie nieliniowym, odkszta≥cenie
“ i naprÍøenie ‡ moøna przedstawiÊ jako 8

“(t) = “0 sin(2fiÊt) , “̇(t) = 2fiÊ “0 cos(2fiÊt) (65)

‡(t) =
ÿ

p,odd

pÿ

q,odd

“q
0
(apq sin(2fiqÊt) + bpq cos(2fiqÊt)) (66)

gdzie a11, b11 zwiπzane sπ z modu≥ami zespolonymi GÕ(Ê), GÕÕ(Ê) w reøimie liniowym, a pierwsze nieliniowe
poprawki wchodzπce w rzÍdzie O(“3

0
).

Badamy tutaj róøne metody reprezentowania i charakteryzowania nieliniowej odpowiedzi przy duøych
amplitudach: (i) analizÍ widma Fouriera odpowiedzi naprÍøeniowej zaleønej od czasu, (ii) figury Lissajousa –
krzywe parametryczne naprÍøenie-odkszta≥cenie {“(t),‡(t)}, (iii) definicjÍ nieliniowych modu≥ów z≥oøonych
i ich zaleønoúci od amplitudy odkszta≥cenia. W naszych wykresach wszystkie wielkoúci sπ przedstawione
w jednostkach parametru masy m, a si≥a przy≥oøonego zewnÍtrznego odkszta≥cenia leøy w przedziale
“0 œ [0, 1].
Po pierwsze, obserwujemy na Rys. 18, øe poprzez zwiÍkszenie amplitudy przy≥oøonego odkszta≥cenia

kszta≥t reakcji naprÍøeniowej ulega zniekszta≥ceniu i odbiega od prostej funkcji oscylacyjnej. Zachowanie to
jest równieø widoczne w odpowiadajπcych mu figurach Lissajous, które nie sπ juø prostym owalem, jak
moøna siÍ spodziewaÊ w reøimie liniowym. Zauwaøamy, øe kszta≥t krzywej po kaødym cyklu wydaje siÍ byÊ
nieco zmieniony; zjawisko to podkreúla z≥oøonoúÊ naszego uk≥adu lepkosprÍøystego.
8Powodem, dla którego w rozwiniÍciu pojawiajπ siÍ tylko nieparzyste potÍgi jest to, øe reakcja na naprÍøenia jest zwykle

przyjmowana niezaleønie od kierunku úcinania.
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Rysunek 20: Lewy Panel: Znormalizowana intensywnoúÊ In/1 © P (Ên)/P (Ê1) pierwszych trzech wyø-
szych harmonicznych w funkcji amplitudy odkszta≥cenia “0. Prawy panel: Pierwszy zespolony modu≥
GÕ
1
(Ê, “0), GÕÕ1(Ê, “0) przy ustalonej czÍstoúci w funkcji amplitudy odkszta≥cenia. Znormalizowaliúmy je

przez ich wartoúÊ liniowπ G(0) © G(“0 π 1). Kolory odpowiednio m/Tin = 0.01, 1.81, 30 (od øó≥tego do
fioletowego). Poczπtek nieliniowoúci jest w przybliøeniu niezaleøny od wartoúci m/Tin i pojawia siÍ w okolicy
“0 ≥ 0.3. Wykresy z pracy [H8].

Na Rys. 19 badamy widmo Fouriera tego sygna≥u. Przy ma≥ej amplitudzie (krzywa pomaraÒczowa)
widmo jest zlokalizowane na pierwszej i jedynej harmonicznej, która jest ustalona przez czÍstotliwoúÊ
przy≥oøonego sygna≥u odkszta≥cenia. Oznacza to, øe system nadal znajduje siÍ w reøimie odpowiedzi liniowej,
gdzie naprÍøenie jest liniowo proporcjonalne do zastosowanego odkszta≥cenia. ZwiÍkszajπc amplitudÍ, w
widmie pojawiajπ siÍ wyøsze (nieparzyste) harmoniczne potwierdzajπce strukturÍ funkcyjnπ przedstawionπ
w Równ. (66). Znormalizowana moc wyøszych harmonicznych In/1, jest pokazana na Rys. 20 Znajdujemy
wstÍpne dowody na wystÍpowanie zaleønoúci potÍgowej ≥ “n

0
, która zosta≥a wczeúniej zasugerowana przez

argumenty teoretyczne w [56].
Kontynuujπc zgodnie z liniπ Równ. (66), moøemy przepisaÊ reakcjÍ na naprÍøenie jako:

‡(t) =
ÿ

n,odd

nÿ

m,odd

“n0
!
GÕnm sin(2fimÊt) +G

ÕÕ
nm cos(2fimÊt)

"
. (67)

Zespolone modu≥y sπ rygorystycznie zdefiniowane tylko w reøimie liniowym; jednak pomiary GÕ(“0) and
GÕÕ(“0) przy sta≥ej czÍstotliwoúci mogπ dostarczyÊ znaczπcych informacji. NajczÍúciej spotykana opcja
obliczania modu≥ów z niesinusoidalnej odpowiedzi polega na spojrzeniu na wielkoúci GÕ

1
(Ê, “0), GÕÕ1(Ê, “0),

definiowane jako wk≥ad pierwszych harmonicznych sin(2fiÊt), cos(2fiÊt) do rozwiniÍcia w Równ. (67).
Dodatkowo, wartoúci GÕ

1
, GÕÕ
1
sπ dok≥adnie takie, jakie podajπ w eksperymentach komercyjne reometry.

Korzystajπc z prostego rozwiniÍcia, otrzymujemy pierwszy cz≥on w sumie (67):

‡(t)pierwszy cz≥on =
Ë
GÕ11 “0 +G

Õ
31 “
3

0 +O(“
5

0)
È
sin(2fiÊt) +

Ë
GÕÕ11 “0 +G

ÕÕ
31 “
3

0 +O(“
5

0)
È
cos(2fiÊt)

=GÕ1(Ê, “0)“0 sin(2fiÊt) +G
ÕÕ
1(Ê, “0)“0 cos(2fiÊt) (68)

gdzie zaniedbujemy poprawki wyøszych harmonicznych, które w naturalny sposób pojawiajπ siÍ w Równ. (67).
Biorπc pod uwagÍ te zapisy, wartoúci GÕ

1
, GÕÕ
1
przy zerowym odkszta≥ceniu odpowiadajπ granicy odpowiedzi

liniowej w Równ. (63). ZaleønoúÊ pierwszych nieliniowych modu≥ów zespolonych GÕ
1
(Ê, “0), GÕÕ1(Ê, “0) przy

ustalonej czÍstotliwoúci wykreúlamy w prawym panelu na Rys. 20. Obserwujemy, øe dla ma≥ych amplitud
modu≥y sπ niezaleøne od amplitudy odkszta≥cenia. Nie jest to juø prawdπ przy duøych amplitudach, gdzie
efekty nieliniowe stajπ siÍ istotne. Stwierdzamy, øe poczπtek nieliniowoúci jest w przybliøeniu niezaleøny od
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Rysunek 21: Diagram Pipkina: figury Lissajous w funkcji amplitudy i czÍstotliwoúci üród≥a odkszta≥cenia
oscylacyjnego. Dla tego wykresu ustalamy m/Tin = 1.81. Wybór ten odnosi siÍ do reøimu, w którym nasz
uk≥ad jest konkretnie lepkosprÍøysty. Wykresy z pracy [H8].

wartoúci m/Tin i zaleøy wy≥πcznie od amplitudy przy≥oøonego odkszta≥cenia “0. Zauwaømy, øe w reøimie
nieliniowym oba modu≥y rosnπ w sposób szybszy niø liniowy. Z operacyjnego punktu widzenia definiuje
to obecnoúÊ usztywnienia naprÍøeniowego. Zachowanie to jest typowe dla materia≥ów hiperelastycznych,
takich jak uk≥ady gumopodobne lub z≥oøone polimery, i stanowi przeciwieÒstwo tak zwanego ertekstu
(utwardzania naprÍøeniowego), który jest natomiast wspólnπ cechπ sztywnych metali.
Zauwaømy teø, øe przy ma≥ych odkszta≥ceniach, dla ma≥ych wartoúci masy m, GÕÕ

1
> GÕ

1
, co wskazuje,

øe nasza dualna teoria pola jest lepkosprÍøystπ cieczπ. Sytuacja ulega odwróceniu przy duøych wartoúciach
m/Tin, gdzie uk≥ad staje siÍ lepkoelastycznym cia≥em sta≥ym z GÕÕ1 < GÕ1 [57]. Jest to ca≥kowicie zgodne z
faktem, øe masa grawitonu m okreúla ”wielkoúÊ solidnoúci” uk≥adu – jego sztywnoúÊ.
Aby uzupe≥niÊ naszπ analizÍ, konstruujemy diagram Pipkina naszego modelu na Rys. 21 poprzez

wykreúlenie figur Lissajous przy róønych czÍstotliwoúciach odkszta≥cenia i amplitudach. Obserwujemy
zgrabne przejúcie pomiÍdzy liniowym reøimem lepkosprÍøystym przy niskich amplitudach i czÍstotliwoúciach
do bardziej skomplikowanych duøych regionów, gdzie odpowiedü staje siÍ wysoce nieliniowa. Ten ostatni
wynik potwierdza, øe badany przez nas reøim nie moøe byÊ opisany przez liniowπ odpowiedü i wykazuje
wszystkie g≥ówne w≥aúciwoúci fizyczne systemów LAOS.

Podsumowanie

Przedstawione tu osiπgniÍcia opierajπ siÍ na serii publikacji dotyczπcych uk≥adów o nierównowagowej
dynamice i bez symetrii konforemnej w silnie sprzÍøonym reøimie. Nasze osiπgniÍcia wpisujπ siÍ w nastÍpujπce
d≥ugofalowe cele badawcze

• Skonstruowanie hydrodynamicznego opisu zagadnieÒ kwantowych z pierwszych zasad i okreúlenie
zakresu jego stosowalnoúci.
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• Odkrycie dynamicznych szczegó≥ów przejúÊ fazowych typu confinement/deconfinement.

• Wykorzystanie koncepcji fizyki wysokich energii i holografii w materia≥ach lepkosprÍøystych.

W ramach programu badawczego i we wspó≥pracy z róønymi wybitnymi naukowcami w róønych instytu-
cjach zainicjowaliúmy i nieprzerwanie prowadzimy prace nad dynamikπ w czasie rzeczywistym zagadnieÒ
kwantowych o nietrywialnej strukturze fazowej.
Najpierw zbada≥em w≥asnoúci niehydrodynamicznych modów kolektywnych uk≥adu holograficznego

úciúle naúladujπcego sieciowe równanie stanu QCD [H1]. NastÍpnie pokaza≥em, øe róøne przejúcia fazowe
mogπ byÊ scharakteryzowane na podstawie ich modów kolektywnych [H2]. W szczególnoúci, jednoznacznie
okreúli≥em niestabilnoúÊ w ga≥Ízi spinoidalnej struktury fazowej pierwszego rzÍdu i oszacowa≥em skalÍ
d≥ugoúci dla tworzenia siÍ pÍcherzyków. Znalaz≥em równieø termodynamicznie stabilnπ fazÍ materii z dyna-
micznπ niestabilnoúciπ [H3]. Rozszerzy≥em zrozumienie promienia zbieønoúci szeregu hydrodynamicznego w
pobliøu przejúcia fazowego w [H4], badajπc mody kolektywne o zespolonych pÍdach. Wreszcie, na poziomie
zlinearyzowanym, bada≥em efekty wyøszych pochodnych w teorii masowej, zwiπzane z poúrednim reøimem
sprzÍøenia teorii brzegowej, w konkretnym modelu [H5].
Ponadto opracowa≥em strukturÍ do badania ewolucji systemów z przejúciami fazowymi w pe≥nym,

nieliniowym wymiarze czasu. W pracy [H6] bada≥em dynamikÍ niestabilnoúci spinodalnych i separacji
faz w holograficznym przejúciu fazowym pierwszego rzÍdu. Zosta≥ on równieø rozszerzony na róøne stany
poczπtkowe, w tym ruchome domeny fazowe i rozszerzajπcπ siÍ niezmienniczπ plazmÍ w pracy [H7].
Wreszcie, przedstawi≥em pierwszπ charakterystykÍ nieliniowej i zaleønej od czasu odpowiedzi reologicznej
lepkosprÍøystych modeli holograficznych typu ”bottom-up”w pracy [H8], wykonujπc testy oscylacyjnego
úcinania ze skoÒczonπ odpowiedziπ sprÍøystπ i skupiajπc siÍ na reøimie oscylacyjnego úcinania o duøej
amplitudzie.
Na koniec chcia≥bym wspomnieÊ, øe w chwili obecnej prowadzonych jest kilka projektów, w ramach

których róøne miÍdzynarodowe grupy zajmujπ siÍ uk≥adami nierównowagowymi.

5. Prezentacja znaczπcej dzia≥alnoúci naukowej lub artystycznej prowadzonej w wiÍ-
cej niø jednej uczelni, instytucji naukowej lub kulturalnej, w szczególnoúci w in-
stytucjach zagranicznych
Mam szerokie zainteresowania naukowe w zakresie fizyki teoretycznej od wysokich energii do fizyki
materii skondensowanej. Tutaj podsumowujÍ kierunki, które nie sπ przedmiotem sekcji 4.

Przed uzyskaniem stopnia doktora

Swój doktorat rozpoczπ≥em od badania topologicznej teorii strun. W pracy [58], we wspó≥pracy z
F. Loranem, pokaza≥em, jak naturalny abelowski dualnoúci 2- i 3-formowych teorii grawitacji na
siedmiowymiarowej rozmaitoúci CY3 prowadzi do S-dualnoúci miÍdzy 2- i 3-formowymi teoriami na
prosto po≥πczonej CY3. Bezmasowy sektor 2-formowej teorii pola na CY3 odpowiada strunowej teorii
pola modelu A. Przedyskutowa≥em niezaleønoúÊ struktury zespolonej teorii 2-formowej dla ogólnej
rozmaitoúci kahlerowskiej i wyprowadzi≥em holomorficzne równania anomalii dla jednospójnego CY3.

W trakcie studiów doktoranckich zajmowa≥em siÍ g≥ównie róønymi aspektami 5-wymiarowych czarnych
dziur i czarnych pierúcieni. We wspó≥pracy z F. Loranem bada≥em wzmocnienie supersymetrii i
zidentyfikowa≥em globalnπ supergrupÍ geometrii bliskiego horyzontu 5-cio wymiarowych N = 2
czarnych pierúcieni [59]. Pokaza≥em, øe globalnπ czÍúciπ tej supergrupy jest OSp(4ú|2), która jest
podobna do ma≥ego czarnej struny. Wykaza≥em, øe wyniki uzyskane przez zastosowanie formalizmu
funkcji entropii, podejúcia c-ekxtemalizacji oraz korespondencji Kerr/CFT do rozwiπzania czarnego
pierúcienia sπ zgodne z mikroskopowymi obliczeniami entropii. Ponownie we wspó≥pracy z F. Loranem
analiza korespondencji Kerr/CFT zosta≥a rozszerzona na 5-wymiarowe rotujπce czarne dziury. W pracy
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[60] badajπc przestrzeÒ modularnπ metryki bliskiego horyzontu 5-cio wymiarowych ekstremalnych
czarnych dziur, które sπ asymptotycznie p≥askie lub AdS, zrealizowa≥em grupÍ modularnπ SL(2,Z)
która jest symetriπ geometrii bliskiego horyzontu. Pokaza≥em, øe istnieje siatka chiralnych duali
CFT odpowiadajπcych punktom modulanym identyfikowanym pod dzia≥aniem grupy modularnej.
Entropia mikroskopowa odpowiadajπca wszystkim takim CFT jest równowaøna i jest zgodna z
entropiπ Bekensteina-Hawkinga.

Po otrzymaniu stopnia doktora

Moja pierwsza praca naukowa po ukoÒczeniu studiów doktoranckich poúwiÍcona by≥a badaniu róønych
aspektów trójwymiarowej grawitacji Borna–Infelda, jak równieø grawitacji Borna–Infelda–Cherna–
Simonsa [61]. We wspó≥pracy z M. Alishahiha i A. Naseh pokaza≥em, øe modele te majπ rozwiπzania
próøni falowej anti-de Sittera i anty-de Sittera. Co wiÍcej, zauwaøyliúmy, øe chociaø grawitacja
Born–Infeld–Chern–Simons ma rozwiπzanie logarytmiczne, to grawitacja Born–Infeld nie ma, choÊ
ma graniczne rozwiπzanie logarytmiczne w miarÍ zbliøania siÍ do punktu krytycznego.

Dodatkowo kontynuowa≥em pracÍ nad 5-wymiarowymi czarnymi pierúcieniami. We wspó≥pracy z
K. Goldsteinem bada≥em moøliwe dualne CFT supersymetrycznych piÍciowymiarowych czarnych pier-
úcieni w obecnoúci supersymetrycznych poprawek wyøszych pochodnych do dzia≥ania supergrawitacji
N = 2. Algebra Virasoro zwiπzana z asymptotycznπ grupπ symetrii rozwiπzaÒ jest zdefiniowana przy
uøyciu podejúcia Kerr/CFT. Znaleüliúmy ≥adunek centralny i obliczyliúmy entropiÍ mikroskopowπ,
która jest w dok≥adnej zgodzie z entropiπ makroskopowπ. Chociaø pozornie dotyczy to innego aspektu
geometrii bliskiego horyzontu i innej algebry Virasoro, stwierdziliúmy, øe metoda ekstrementacji
c prowadzi do tego samego ≥adunku centralnego i entropii mikroskopowej obliczonej w podejúciu
Kerra/CFT. Zwiπzek pomiÍdzy tymi dwoma punktami widzenia zosta≥ wyjaúniony poprzez odniesienie
geometrii do samondualnego orbifoldu AdS3.

W innym kierunku badaÒ, we wspó≥pracy z R. de Mello Koch i P. Diaz, obliczy≥em nieplanarny,
jednopÍtlowy anomalny wymiar ograniczonych wielomianów Schura, które naleøπ do sektora sl(2)
teorii N = 4 super-Yanga-Millsa (SYM) i majπ go≥y wymiar rzÍdu N . Chociaø szczegó≥y by≥y
raczej inne, ostatecznie problem diagonalizacji operatora dylatacji w sektorze sl(2) moøna sprowadziÊ
do problemu sektora su(2). W ten sposób ustaliliúmy oczekiwanπ dynamicznπ emergencjÍ prawa
Gaussa dla gigantycznych grawitonów i dalej pokazaliúmy, øe operator dylatacji redukuje siÍ do zbioru
roz≥πcznych oscylatorów harmonicznych.

NastÍpnie, we wspó≥pracy z D. Giataganasem i K. Fadafanem, badaliúmy róøne aspekty silnie sprzÍ-
øonej plazmy anizotropowej w serii prac [62, 63, 64, 65]. W pracy [62], badaliúmy straty energii przez
rotujπcy, nieskoÒczenie masywny kwark poruszajπcy siÍ ze sta≥π prÍdkoúciπ przez anizotropowπ silnie
sprzÍzonej plazmy teorii N = 4 SYM z wykorzystaniem holografii. Wykazano, øe podobnie jak w
przypadku plazmy izotropowej, straty energii wirujπcego kwarka sπ spowodowane albo si≥π oporu
albo promieniowaniem z ciπg≥ym przejúciem od reøimu zdominowanego przez opór do reøimu zdomi-
nowanego przez promieniowanie. Stwierdziliúmy, øe anizotropia ma znaczπcy wp≥yw na utratÍ energii
ciÍøkiego kwarka, szczególnie w reøimie przejúciowym. Stwierdziliúmy, øe straty energii spowodowane
promieniowaniem w oúrodkach anizotropowych sπ mniejsze niø w przypadku izotropowym. Co ciekawe
by≥o to podobne do analogicznych obliczeÒ dla strat energii w s≥abo sprzÍøonej plazmie anizotropowej.
NastÍpnie w [63], wykorzystujπc dualnoúÊ cechowanie/grawitacja zbadaliúmy urojona czÍúÊ potencja≥u
statycznego zwiπzanego z szerokoúciπ termicznπ w skoÒczonej temperaturze silnie sprzÍøonej plazmy
anizotropowej. Najpierw wyprowadziliúmy potencja≥ dla ogólnego anizotropowego t≥a. NastÍpnie zasto-
sowaliúmy te wzory do teorii, w której anizotropia zosta≥a wygenerowana przez zaleøny od przestrzeni
cz≥on aksjonowy. Stwierdziliúmy, øe przy zastosowaniu naszej metody istnieje osobliwy punkt zwrotny
w czÍúci urojonej potencja≥u, podobny do tego, który pojawia siÍ w czÍúci rzeczywistej. ObecnoúÊ
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anizotropii prowadzi do spadku potencja≥u urojonego, przy czym wiÍkszy spadek nastÍpuje wzd≥uø
kierunku anizotropowego przy sta≥ej temperaturze. Gdy gÍstoúÊ entropii jest sta≥a, wzrost nastÍpuje
wzd≥uø kierunku równoleg≥ego, natomiast wzd≥uø p≥aszczyzny poprzecznej obserwujemy spadek. Do
oszacowania szerokoúci termicznej uøy≥em przybliøonej ekstrapolacji poza punkt zwrotny i znajdujemy
spadek w obecnoúci anizotropii, niezaleønie od uøytego schematu porównawczego. Wreszcie w pracy
[64] pokazaliúmy, øe w ogólnych izotropowych teoriach holograficznych pod≥uøny wspó≥czynnik dyfuzji
Langevina wzd≥uø ruchu struny jest wiÍkszy niø w kierunku poprzecznym. Twierdziliúmy, øe jest
to uniwersalna relacja i wyprowadzi≥em ogólne warunki przy któryc jest spe≥niona. Sposobem na
naruszenie tej relacji jest rozwaøenie anizotropowych dualnoúci grawitacja/cechowanie. Poda≥em
wyraüny przyk≥ad takiego naruszenia, gdzie szum wzd≥uø kierunku poprzecznego jest wiÍkszy niø
szum wystÍpujπcy wzd≥uø ruchu kwarka. Ponadto obliczyliúmy efektywnπ temperaturÍ arkusza úwiata
dla dowolnej ogólnej teorii, a nastÍpnie warunki na ujemny nadmiar szumu. Twierdziliúmy, øe teorie
izotropowe nie mogπ mieÊ ujemnego nadmiaru szumu, a dodatkowo zauwaøyliúmy, øe warunki te sπ
trudne do spe≥nienia, wskazujπc na dodatni nadmiar szumu nawet w duøej klasie anizotropowych
teorii holograficznych, co sugeruje silnπ uniwersalnπ w≥asnoúÊ. Wyniki te zosta≥y wykorzystane w
pracy [65] W obu anizotropowych t≥ach znaleüliúmy przypadki, gdy poprzeczny wspó≥czynnik dyfuzji
jest wiÍkszy niø pod≥uøny, ale nie znaleüliúmy ujemnego nadmiaru szumu.

Oprócz tych badaÒ kontynuowa≥em pracÍ nad korespondencjπ Kerr/CFT. W pracy [66], bada≥em
CFT dualnπ do piÍciowymiarowych ekstremalnych rotujπcych czarnych dziur, poprzez badanie
dwuwymiarowej perspektywy ich geometrii w pobliøu horyzontu. Z tego punktu widzenia pokaza≥em,
øe oba pola cechowania, zwiπzane z dwoma rotacjami, pojawiajπ siÍ w ten sam sposób w asymptotycznej
strukturze symetrii i w zwiπzanym z niπ ≥adunku centralnym. Stwierdzi≥em, øe wyniki te doskonale
zgadzajπ siÍ z uogólnieniem podejúcia Kerra/CFT do f-wymiarowych ekstremalnie rotujπcych czarnych
dziur eksplorowanych w [60].

Ponadto, w [67] we wspó≥pracy z P. Caputπ i V. Jejjalπ, wykorzysta≥em entropiÍ splπtania jako
narzÍdzie do badania uniwersalnych w≥asnoúci konforemnych teorii pola (CFT) dualnych do eks-
tremalnych czarnych dziur BTZ. Wykazaliúmy, øe entropia splπtania obliczona w CFT na brzegu
ekstremalnej BTZ i granicy bliskiego horyzontu ekstremalnej BTZ doskonale siÍ zgadzajπ i majπ
postaÊ w≥aúciwπ dla dwuwymiarowej CFT ze wzbudzonπ czÍúciπ chiralnπ i antychiralnπ w stanie
podstawowym. Ponadto, przeanalizowaliúmy uniwersalne granice entropii splπtania i odzyskaliúmy
poprawnπ wartoúÊ entropii termicznej dla duøych przedzia≥ów splπtania oraz relacjÍ typu pierwszej
zasady termodynamiki dla ma≥ych przedzia≥ów.

Ostatnio, we wspó≥pracy z C. Ecker, D. Grumiller i P. Stanzer, Uøywam kwantowego warunku zerowej
energii w silnie sprzÍøonych dwuwymiarowych teoriach pola (QNEC2) jako narzÍdzia diagnostycznego
do badania róønych struktur fazowych, w tym przejúÊ typu crossover, przejúÊ fazowych drugiego i
pierwszego rzÍdu [68]. Znajdujemy uniwersalne ograniczenie QNEC2 dla przejúÊ fazowych pierwszego
rzÍdu z za≥amanπ entropiπ splπtania i omawiamy ogólnie zwiπzek pomiÍdzy nierównoúciπ QNEC2
a monotonicznoúciπ funkcji Casini–Huerta c. NastÍpnie skupiamy siÍ na konkretnym przyk≥adzie,
którego holograficzny dual jest modelowany przez trójwymiarowπ grawitacjÍ Einsteina plus masywne
pole skalarne z jednym wolnym parametrem w potencjale samo-interakcji. Badamy niezmiennicze
translacyjnie stany stacjonarne dualne do úcian domenowych i czarnych bran. W zaleønoúci od wartoúci
parametru swobodnego znajdujemy przejúcia fazowe drugiego i pierwszego rzÍdu pomiÍdzy takimi
stanami, a funkcja c p≥ynie do zera lub do skoÒczonej wartoúci w podczerwieni. Przedstawiamy
dowody, øe ocena QNEC2 dla rozwiπzaÒ w stanie podstawowym pozwala przewidzieÊ istnienie przejúÊ
fazowych w skoÒczonej temperaturze. Jako wynik uboczny obliczyliúmy wyk≥adnik krytyczny równania
stanu teorii Einsteina-dylaton dla róønych wartoúci konforemnego wymiaru skalowania, dla róønych
form potencja≥u i dla róønych liczb wymiarów czasoprzestrzeni z przejúciem fazowym drugiego rzÍdu i
zawsze znajdujemy wartoúci zgodne z ◊ = 2/3 odkrytymi w pracach [10, H2, H3] dla (4+1)-wymiarowej
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teorii bulk.

W najnowszej pracy, we wspó≥pracy z R. A. Janikiem, M. Jarvinenem i J. Sonnenscheinem pokaza≥em,
øe dla szeregu silnie sprzÍøonych teorii z przejúciem fazowym pierwszego rzÍdu, prÍdkoúÊ úciany
domeny lub pÍcherzyka moøe byÊ wyraøona w prosty sposób za pomocπ wzoru hydrodynamiki p≥ynu
doskona≥ego, a tym samym za pomocπ równania stanu [69]. Przewidywania dotyczπce prÍdkoúci úcian
domeny zosta≥y przetestowane przy uøyciu dualizmu teorie z cechowaniem/grawitacja, który zosta≥
skonstruowany i zbadany w pracach [H6, H7].
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